Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


33  06908365 


V 


H  A  N  D  B  U  C  fl  ••.  -! 


DEE 


RECHNENDEN  &RYSTALLONOMIE.         , 


^.    r.    KUPFFER, 

HITGLIED  DER  KAISERLICHEN  AKADEMIE  DER  WISSEKSCHAFTEM  ZV  ST.  PETERSBURG. 


St.    PETERSBURG    i83i. 

GEDRUCKT    O    DER    BUCHDRUCKEREI    DER    KAISERUCHE17    AKADEMIE    DER 

WISSEKSCHAETEN. 


'  ■. "».. 


V\  u  Y  A'N 


PUBLIC  LISHARY 

AflT«ff,  LVNOX  AND 
«l^MM  FOCNPATIO^B 


«t   •' 


■■^  /    r 


Auf  Verfügung  der  Academie  gedruckt. 

Im  AprQ  i83i. 

P.  IL  Fu8«,  beständiger  Secretär. 


« • 


»    • 


.  «    • .  • 


VORWORT. 


Indem  ich  die  erste  Abllieilung  eines  Werkes  dem  Druck  übergebe, 
das  alles,  was  die  Krystalle  Merkwürdiges  darbieten,  umfassen  soll,  er- 
laube ich  mir,  die  Nachsicht  des  Lesers  in  Anspruch  nehmend,  einige 
Bemerkungen',  die  ihn  auf  den  Standpunct  stellen  sollen,  von  dem  aus 
ich  dieses  Werk  beurtheilt  wünsche.  Es  ist  in  einer  Zeit  von  vier 
Jahren,  in  Kasan,  als  ich  noch  dort  Professor  der  Mineralogie  war, 
ausgearbeitet  worden;  erst  hatte  ich  es  nur  für  meine  Zuhörer  be- 
stimmt;  es  sollte  nichts  werden  als  eine  mit  den  gehörigen  ErlSu* 
terungen  verbundene  Sammlung  der  zur  Berechnung  der  Krystall- 
winkel  nothigen  Formeln :  nachher  kamen  einige  allgemeine  Betrach- 
tungen hinzu,  zu  welchen  mich  eine  fortgesetzte  Beschäftigung  mit 
den  merkwürdigsten Krystallsystcmen  geführt  hatte;  endlich  fühlte  ich 
wohl,  dass  eine  vorausgeschickte  Darstellung  des  Haüy^schen  und  ins- 
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besondere  des  Weissischen  Systems,  welches  von  seinem  berühmten 
Urheber  nur  fragmentarisch  bearbeitet  worden  ist,  von  Nutzen  seyn 
könnte.  So  hat  das  vorliegende  Werk  nach  und  nach  die  Gestalt 
bekommen,  die  es  jetzt  hat ;  es  ist  mehr  ein  Hiilfsbuch  für  rechnende 
Krystallographen ;  man  findet  keine  neue  Ansicht,  nur  neue  und 
bequemere  Formeln  darin;  es  ersetzt  keines  der  schon  vorhandenen 
Lehrbücher,  sondern  stellt  sich  nur  in  ihre  Reihe. 

Alles  was  in  der  Lehre  von  den  Krystallen  nicht  rein  geometrisch 
ist,  ist  für  ein  zweites  Werk  aufgespart  worden ;  dahin  habe  ich  auch 
die  Lehre  von  den  Zwillingskrystallen  gerechnet,  die  in  die  Lehre  von 
der  Gcruppirung  der  Krystalle  gehört,  und  mehr  von  physikalischem 
als  geometrischem  Interesse  ist. 

Wenn  man  manche  treffliche  neuere  Arbeit  in  diesem  Werke 
nicht  benutzt  findet,  so  bedenke  man,  in  welcher  Entfernung  von  den 
Mittelpuncten  der  Litteratur  es  entstanden  ist;  ich  war  fast  ganz  aui 
das,  was  ich  gelernt  und  aus  eigner  Erfahrung  und  ßetrachtüng  hinzu 
gefügt  hatte,  beschränkt.  Man  verdamme  auch  nicht  zu  schnell  jede 
schwerfällige  Wendung  in  der  Beweisführung,  die  dem  Leser  wohl 
hie  und  da  aufsLossen  wird:  man  findet  nicht  immer  gleidbt  den  nach- 
sten  Weg  zum  vorgesteckten  Ziele.  Man  nehme  keinen  Anstoss  daran, 
dass  ich  in  der  kurzen  Anleitung,  den  mittleren  Fehler  des  Resultates 
mekf  erer  Beobachtungen  zu  bestimmen,  die  letzten  trefflichen  Arbeiten 


von  Gauss  unbenutzt  gelassen  habe;  als  ich  dieses  Kapitel  niederschrieb 
(es  ist  fast  ganz  aus  meiner  von  der  Berliner  Akademie  gekrönten  Preis- 
sohoft:  „Ueber  Messung  der  Kry stall winkel"  genommen)^   war  die 
Schrift  von  Gauss  noch  nicht  zu  mir  gelangt,  und  es  JQtzt  wieder  um- 
zuarbeiten, hielt  ich  für  überflüssige  da  es  doch  für  den  hier  beabsich- 
tigten Z^weck  so  ziemlich  einerlei  ist,  welcher  Methode  man  folgt :  denn 
die  Natur  selbst  weicht  im  Bau  der  Krjstalle  so  oft  von  der  strengsten 
Regelmässigkeit  ab,  dass  eine  so  grosse  Ge^issenhaftigkdt  in  dec  Di&- 
cussion  der  Beobachtungsfehler  doch  zu  nichts  führt.    Aus  demselben 
Grunde  habe  ich  auch  nur  die  einfachsten  Methoden  der  Kryslallmes- 
sung  beschrieben ',  denn  diese,  auf  die  rechte  Art  angewendet,  geben 
immer  noch  eine  grössere  Genaurgkeif  als  nöthig  ist ;  die  sehr  zusam- 
mengesetzten  Instrumente  fmden  im  Grunde  nur  da  ihre  Anwendung, 
wo  es  darauf  ankommt,  sehr  kleine  Aenderungen  desselben  Winkels 
zu  beobachten,  wie  z.  B.  in  der  Arbelt  von  Mitscherlich  über  den  Ein- 
fluss  der  Temperatur  auf  die  Grösse  der  Krystallwinkel.     Man  wird 
mir  vielleicht  auch  vorwerfen,  dass  Ich  zu  viele  Rechnungsbeispiele 
gegeben,  und  zu  viele  Winkel  wirklich  berechnet  habe:  Ich  habe  diess 
liir  diejenigen  gelhan,  die  noch  keine  grosse  Uebung  haben,  und  des- 
halb gern  nach  einem  gegebenen  Typus  rechnen,  und  ihre  Resultate, 
um  die  neu  erlangte  Geschickllclikeit  auf  die  Probe  zu  stellen,  mit 
einem  im  Buche  angegebenen  Faclt  vergleichen  mögen. 


VI 

Endlich 9  hoffe  Ich  mit  Zuversicht,  wird  es  mir  niemand  übel 
deuten,  dass  ich  mArere.  Figuren  aus  fremden  Arbeiten  habe  copiren 
lassen,  aus  HaUy's  Trait^  der  Mineralogie,  aus  der  Mineralogie  vofn 
Mohs,  und  aus  mehreren  Abhandlungen  von  Weiss,  Rose  und  Mitscher- 
lich;  in  malhematischsn  Werken  legt  man  einen  so  geringen  Werth 
auf  die  Elguren,  dass  man  sich  gern,  wo  es  angeht,  der  Mühe  über- 
hebt, sie  selbst  zusammen  zu  setzen. 

St.  Petersburg,  im  Mai  i83i. 

Der  Verfasser. 
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EINLEITUNG 


XJas  Studium  der  Krvstalle  erfordert  mehrere  malhemalisclie  Kenntnisse,  die 
besonders  demjenigen  unentbehrlich  sind ,  der  diese  Wissenschaft  gründlich  er- 
lernen will.  Man  braucht  bei  jedem  Schritte ,  den  man  thut ,  die  Formeln  der 
gradlinigten  und  sphnnschen  Trigonometrie;  die  allgemeinste  Behandlung  der 
mathematischen  \  erhältnissc  der  Krystallformen  beruht  ganz  auf  der  Geometrie 
der  Ebenen,  und  kann  selbst  als  ein  Theil  derselben  ange3ehen  werden.  Es  wird 
also  von  grossem  Nutzen  seyn,  uns  als  Vorbereitung  zum  Studium  der  Krystal- 
lonomie  mit  diesen  Theilen  der  Mathematik  genau  bekannt  zu  machen. 


I.      TRIGONOMETRIE. 


A.     Gradlinigie  Trigonometrie. 

I.  Die  gradlinigte  Trigonometrie  lehrt  uns  alle  Stücke  eines  Dreiecks 
zu  finden,  von  welchem  uns  entweder  drei  Seiten,  oder  zwei  Seiten  und 
ein  Winkel ,  oder  eine  Seite  und  zwei  Winkel  bekannt  sind.  Diese  drei 
Fälle  bedürfen  einer  gleichen  Anzahl  Formeln  ,  welche  hinreichend  sind, 
um  alle  möglichen  Aufgaben  der  gradlinigten  Trigonometrie  aufzulösen. 


Die  Auflösung  der  Aufgaben,  welche  die  gradlinigicn  Dreiecke  betref- 
fen, beruhen  auf  der  Auflösung  der  rechtwinklichlen  Dreiecke.  Es  gilt 
also  in  der  gradliniglen  Trigonometrie  nur  alle  Falle  von  schlefwinklich- 
ten  Dreiecken  auf  die  Auflösung  rechtwinklichtcr  Dreiecke  zurückzufiihren. 
Die  Auflösung  der  rechtwinklichlen  Dreiecke  gehört  ganz  der  Analysis,  und 
die  Grundsätze  der  Trigonometrie  reichen  nicht  hin,  die  Verhältnisse  zu 
finden,  w^elche  zwischen  den  Selten  und  Winkeln  eines  rechtwinklichten 
Dreiecks  Statt  finden. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  in  irgend  einem  rechtwinklichten 
Dreieck,"  Fig.  i,  das  \erhältniss  zweier  Seiten  gegeben  ist,  die  Winkel 
a  und  ß  vollkominen  l>e$timmt  sind.  Die  Analysis  giebt  uns  die  uöthi- 
gen  Formeln,  um  aus  dem  gegebenen  Veihältiiiss  zweier  Seilen  eines  recht- 
winklichten Dreiecks  seine*  -Winkel  zu  finden ,  und  man  hat  nach  diesen 
Formeln  Tafeln  entworfen,  welche  unmittelbar  den  Werth  des  Winkels 
geben,  wenn  das  Verhältniss  zweier  Selten  gegeben  ist,  oder  das  Verhält- 
niss  zweier  Seiten,  wenn  der  ^^  inkel  gegeben  ist:  das  sind  die  trigonome- 
trischen Tafeln,  ohne  welche  man  keine  trigonometrische  Rechnung  vor- 
nehmen kann. 

2.  Bei  diesen  Operationen  sind  mehrere  Ausdrücke  im  Gebrauch,  wel- 
che  zu  erklären  hier  der  Ort  ist. 

Mau  nennt  Sinus  des  Winkels  a  (sin.  a)  das  Verhältniss  der  Seile  a 
zur  Seite  c  (siehe  Fig.  i);  man  nennt  Cosinus  desselben  Winkels  a  (cos.  a) 
das  Verhältniss  der  Seite  6  zur  Seite  c.  Das  Verhältniss  der  Seite  a  zur 
Seite  6  heisst  Tangente-  des  Winkels  «  (tg.  a),  und  das  Verhältniss  der 
Seite  6  zur  Seite  a  Cotangentc  des  Winkels  a  (cot.  a). 


Oder      —  i^;  sin.  a, 

c 

h 
— •  zz  COS.  a» 

c 

T  =  *S-    «. 
—  zu  cot.  a. 

a 


Dasselbe    ist  beim  Winkel  ft  der  Fall,    für   welchen   man    folgende    Glei' 
chungen  hat: 


—  zz  sin.  /7, 

ö     /> 

ZZ  COS.  /7, 

t  ^  ■*■ "' 

-—  ziz  cot.  /?. 


Aus  diesen    Gleichungen  folgt,    dass 

o        ^  sin.    f- 

I "" :     tang.  a  — 


cot.     a  :zz 


COS.   'C 
COS.  « 


sin.   ti 

tg.  a  cot.  a  =  I 
sin.  ^a   -|-  COS.  ^a 

I  H-  tg.  '«  = 


COS. 


a.. 


I  +  cot.  ^a  rz  -: — r- 

'  Sin.  ^«i 

sin.  a  zr  cos.  ft  m  cos.  (90^  —  d) 

COS.  a  zz  sin.  /9  zz:  sin.  (90°  —  a) 

tg.    a  zi:  cot.  ß  zz:  cot. .  (90*^  —  a) 

cot.  a  iz:  tg. '  /9  z::  tg.    (90°  —  a). 
Es  giebt  Winkel,  deren  Cosinus  und  Sinus  leicht  zu  finden  sind.     £s  sey 
z.  B.  der  Winkel  a  zz:  o^;  alsdann  fallen  die  Linien  b  und  c  zusaninien, 
und  wir  haben  b  zu.  c  und  0  zz:  o;  also 
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sin. 

0"  : 

=  0 

COS. 

o»   ; 

^Z    1 

tg- 

0°  : 

=:  0 

cot. 

0°   : 

=::  oo 

finden  ^ 

(«rir 

sin. 

90° 

I 

COS. 

90° 

z=z  o 

tg- 

90° 

o 

cot.  90°  :z:  o. 
In  der  That ,  der  Sinus  des  Winkels  a  nimmt  immer  mehr  zu  ,  je 
mehr  sich  der  Werth  von  a  einem  rechten  Winkel  nähert;  wenn  an: 90® 
wird,  so  ist  klar,  dass  sin.  a  zzz  i  ^  weil  a  :=z  c  wird.  Wird  a  >  90*^, 
so  nimmt  a,  das  heisst  das  Perpendikel  auf  die  Verlängerung  der  Seite  3, 
(siehe  Fig.  2)  ab;  folglich  ist  der  Sinus  des  Winkels  a,  wenn  er  >  90^ 
wird,  kleiner  als  die  Einheit.  Der  Cosinus  des  Winkels  a  nimmt  ab,  je 
mehr  der  Werth  von  a  sich  90*^  nähert,  wird  a  z=:  90°,  so  ist  offenbar 
COS.  a  ziz  o  ^  dsi  6  zz,  o.  Wird  a  >  90**,  so  fängt  d  wieder  an  grösser 
zu  werden,  aber  in  entgegensetzter  Richtung,  und  wird  folglich  negativ; 
also  der  Cosinus  des  Winkels  a,  wenn  sein  Werth  zwischen  90*^  und 
180^  fällt,  ist  >  o  und  <  i  und  negativ.  Eben  so  klar  ist  es,  dass 
—  eben  so  gut  der  Sinus  des  an  a  anliegenden  Winkels  oder  der  Sinus 
von   180®  —  a  ist,    als   der  Sinus   von  a  selbst;    und  —  ist   der  Cosinus 

c 

von   180®  —  a,  wie der  Cosinus  von  a  ist  (siehe  Fig.  2). 

Wir  haben  also : 
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sin.  a  rz  sin.  (i8o°  —  a) 
COS.  a  zz  —  COS.  (i8o^  —  a) 
tg.  a  =  —  tg.  (i8o^  —  a) 
cot.  a  zu  —  cot.  (iBo®  —  a) 

Was  die  Winkel  betrifft,  die  kleiner  als  o,  oder  negativ  sind,  so  ist 
klar,  dass  das  Perpendikel  a  negativ  wird,  indem  die  Seite  6  dasselbe 
Zeichen  behält.        Es  folgt  daraus,  dass 

sin«  —  am  —  sin.  a 

COS.  —  an:         COS.  a 

tg.     —  a  :zz  —  tg.    a 

cot.  —  a  z^  —  cot.  a. 

3.  Diese  Vorbereitungen  reichen  hin,  um  die  drei  allgemeinen  For- 
mein  zu  finden,  welche  die  zwischen  den  verschiedenen  Stücken  eines 
Dreiecks  stattfindenden  Verhältnisse  geben.  Es  sey  Fig.  3  irgend  ein 
rechtwinklichtes  Dreieck;  man  will  die  Verhältnisse  wissen,  die  zwischen 
seinen  Winkeln  A^  B^  C  und  seinen  Seilen  a^  b^  c  stattfinden.  Fällen 
wir  aus  dem  Winkel  C  ein  Perpendikel  p  auf  die  Seite  c^  so  ist  aus 
dem  Vorigen  klar,  dass  ^ 

^  =  sin.  B 


a 

=   Sl 


^   —  -in.  A 


b   " 
also  p  zzi  a  sin.  B  "zz  b  sin.  A  und 

a  sin.  B  ZU  b  sin.  A. 
Diese  Gleichung    giebt    uns   das  Vcrhältniss    zwischen   zwei  Winkeln    und 


I 


den  gegenüberliegenden  Seiten,  und  kann  uns  als  erste  allgemeine  Formel 
dienen. 

Sind  a^  c  und  Ji  gegeben,  so  findet  man  leicht  b%  Es  ist  klar,  dass 
p  ZZL  a  sin.  jB,  und  y  "zz  a  cos.  B;  da  nun  b^  zu  p^  '■\'  (c  —  yY  ist,  so 
folgt  daraus,  dass  ä^  zz:  «^  -|-  c^  —  20t  cos.  B. 

Das  ist  die  zweite  allgemeine  F'ormel. 

Es  bleibt  uns  noch  übrig,  den  Winkel  j4  zu  finden,  wenn  die  bei- 
den Seiten  «,  c  und  der  eingeschlossene  Winkel   B  gegeben  sind. 

Offenbar  ist  tg.  -^  :^  —  iz:  — ^.  Setzt  man  in  diese  Gleichung  für 
p  und  j  ihre   oben  gefundenen  Wcrthe ,    so  hat  man 

,  ^  j  «  sin.  B 

^  C  —  a   C08.   B 

welches  die  dritte  und  letzte  allgemeine  Formel   ist. 

Hier  sind  also  die  drei  allgemeinen  Formeln,  welche  hinreichend  sind, 
um  alle  Aufgaben  der  ebenen  Trigonometrie  aufzulösen  : 
I.     a  sin.  B  ZZL  b  sin,  A 
II.     b"^  zu  a^  -\-  c^  —  2.ac.  cos.  B 

m.          j                «  sin.  B 
.        tg.    ^    — 7,- 

^  c  —  n    COS.    B 

Es  ist  von  selbst  klar,  dass  man  in  diesen  Formeln  a  für  b  und  c 
setzen  kann,  wenn  man  zugleich  A  für  B  und  C  setzt;«  das  hiesse  nur 
die  Ordnung  der  Buchstaben  ,  welche  in  der  Figur  die  Seiten  und  Win- 
kel bezeichnen,  verändern,  was  erlaubt  ist,,  da  die  Formeln  ganz  allge- 
mein sind. 

4.  Ehe  wir  uns  an  den  Gebrauch  dieser  Formeln  wenden,  wollen 
wir  aus  der  ersten  derselben  einige  Folgerungen  ziehen« 
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Die  Formel  L  kann 


a  sin.  B 
c  sin.  B 
Nun  ist  aber 


b  s 
b  s 


n  zwei  verschiedenen  Formen  ausgedruckt  werden« 
n.  ^  .  .  .  .  (i) 
n.  C  .  •  •  .  (2). 


C  —  180^  —  (A  ^  B), 


also 


sin.  6'  zi:  sin.  (-<^  +  •^* 
Setzt  man  diesen  Werth  von  sin.  C  in  die  Qleichung  (2),  so  findet  man 

sin.  {A  '\-  B)  zzL  Y  •  ^^^*  ^* 
!Nuii  ist  aber  auch 


c  zzL  a  COS.  jB  -j-  i  COS.  A^ 


il 


also 


sin.  (-^  -j-  ü)  :=  ("^  COS.  J5  -f-  ^os.  ^  sin.  jB, 

und  da  wir  aus  der  Formel  (i)  -7-  iz:  -7-^  haben, 

^  '    b  8in.  -« 

SO   ist 

sin.  {A  -j-  B)  ziz  sin.  -/  cos.  B  -f-  cos.  ^7  sin.  B 
Da  ferner 


.  .  (I). 


COS.'   {A  J\-  B)  —  1  —  sla.'  (^  +\ß), 
so  folgt  aus  der  so  clien  gefundenen  Gleiclinng,  dass 

cos.'(^7-)-jB)ii:i — sin.''^.cos.''5 — cos.'./7sin.'B — 2sin-^cos.ßcos.^sin.jB, 
oder  da   I  iz:  sin.  ^A  -f-  cos.  ^A 
cos.'^(A-\-B)z:zs\n.^A  sin.^ J5  +  cos.Mcos.^ß  —  2 sin.  .7 sin.  B  cos.  ^cos.  JB, 
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nd 


cos.  (A  -\-  B)  :=.  COS.  A  COS.  J5  —  sin.  A  sin.  B  .  .  .  (II). 
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Ferner ,  da  tg.  (^  +  ^  =  '""- ^fA?< 

'  *o     V         I        /  COS.  (^  +  Ä) 

nnd  cot.  (^  +  ^  '-^444!' 

SO  findet  man  leicht  ^ 

'«•  (-^  +  B)  =  n^vi^^rs  •  •  •  •  C")         - 

und 

cot.  (^  +  /i)  =  L:^i5i4^i£_^  =  cou^ot.  B  -  1  ^  ^  ^ 

^  '         ^  tg.  ^>/  -|-  tg.  /?  cot.  --/  +  cot.  y?  ^      ' 

Um  sin.  (j4  —  B)  und  cos.  (^4  —  B)  zu  finden,  braucht  man  in  den 
obigen  Formeln  nur  B  negativ  zu  nehmen;  so  haben  wir,  da  sin.  —  B 
:zz  —  sin.  B  und  cos.  —  B  zzz  cos.  B;  tg.  —  B  zu  —  lg.  B  und  cot. 
—  jB  n:  —  cot.  B  : 

sin.  (.4  —  -^  ^^  ^'"*  -''  ^^^'  -ß  —  ^os-  -^  ^*'^»  -ß  •  •  •  (V) 

COS.  (-^  —  ^  ^^  c^^*  -''^  cös.  Zi  -|-  sin.  ^4  sin.  Ä  .  .  .  (VI) 

lg.    (^A  -  B)—     tg.  .>/  -  tg.  ^ .^.jj 

^     ^  ^        1  +  tg.  -^ .  lg.  /<  ^      ^ 

cot.  lA  —  Zft  zu s 9  •  •  •  (vlll) 

^  f  cot.  Ä  —  cot.  A  '  V  / 

Setzen  wir  in  diesen  Gleichungen  A  zzl  B^  so  bekommen  wir 
sin.  1  A  "zz,  1  sin.  -^  cos.  A 

COS.  1  A  z:z,  cos.^A  —  sin.^-^  m  i   —  2  sin.'-^  zz  2  cos.^-4 — i 

^  2  tg.  -^/ 

tff.    1  A  zu  2 — - — 

°  1  —  tg.  2^/ 

^  cot.  ^^  —   1 

cot.  1  A  zzi T-. 

2  cot.  A 

Es  giebt  noch  eine  grosse  Menge  von  trigonometrischen  Gleichungen, 
die  den  eben  entwickelten  ähnlich  sind,  und  die  man  häufig  in  der  Rech- 
nung braucht.      Ein  grosser  Theil  derselben  ist  in  der  Tafel  I.  zusammen- 

« 

gestellt  worden,  ohne  die  Beweise    zu  geben,    die  man  leicht  selbst  finden 
kannf« 
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5.  Es  bleibt  uns  noch  übrig,  einiges  über  den  Gebrauch  der  drei 
allgemeinen  Formeln  in  Nr.  3  zu  sagen.  Bei  trigonometrischen  Rechnun- 
gen bedient  man  sich  immer  der  Logarithmen;  es  ist  also  nothwcndig» 
den  obigen  Formeln  eine  filr  die  Rechnung  mit  Logarithmen  bequeme  Form 
zu  geben. 

Die  erste  Formel  braucht  nicht  verändert  zu  werden.  Die  zweite 
kann  auf  zwei  Arten  umgewandelt  werden ,  je  nachdem  man  die  Seite  b^ 
oder  den  Winkel  B  sucht. 

Ist  es  die  Seite  ^,  die  unbekannt  ist,  und  die  man  aus  dem  gegen- 
iiberliegenden  Winkel  B  und  den  beiden  Seiten  ö,  ^,  die  ihn  einschlies- 
seil ,  berechnen  will ,  so  verfahrt  man  auf  folgende  Weise. 

Da 

cos. ßzz:i — 2  sin/.^JBiz:2  cos.^jjB — i, 
so  haben    wir 

oder  -- 

b^zizia-^cy  —  l^ ac  •  cos."^ ^B  •   •  •   •   (2). 
In  dieser. letzten  Gleichung  setze  man; 

4^^«  COS.  ^iBlz:(«-^^)  sin.^y, 
so  hat  man 

b  zu  (öf  -|-  ^)  COS.  ^(p , 
oder 

worin  (f    durch  die  Gleichung 
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2  COS.  Iß  Vtte 

Sin,  CO   zzz T 

bestimmt  ist. 

Wenn  es  der  Winkel  B  ist,  den  man  sucht,  so  haben  wir 


««  -f-  «^  —  b^ 

"■"  2ac 


COS.  B  —  ^_        , 


oder 


I  -|-  COS.  B  zu  1  COS.  *JZ/ 


iT/it; 


und 


—  COS.  B  zu  1  sin.  ^iZi 


2«t 


Die  dritte  Formel  kann  auf  eine  solche  Art  umgeändert  werden ,  dass 
man  die  beiden  unbekannten  AVlnkel  /l  und  (^.  zugleich  findet,  wenn  ^/,  c 
und  B  gegeben  sind.     Wir  haben  nach  der  Grnndformel 

j  «  sin.  B 

tanff.  A  ZU  Y, 

^  c  —  a  COS.  Ji 

und  eben  so 

^  c  sin.  B 

tanff.  (j  zz '■ — ^» 

O  a   —  c  COS.    /j 

Da  nun  sin.  A  —  l/I^^—  und  sin.  C  —  V ^-^j-, 

1  +  tg.  '^  1  -j-  tg.  ^^ 


so  ist 


.  a  sin.  ^ 

Sin.  A  zz: 


also 


^(«3-1-1»  —  2oc  COS.  i^) 
^  ^__^  r  sin.  Ä 

Sin.  f.  —  >/(«24.,^i:  2flc  COS.  By 


sin.  ^/  -{•  **"•  ^'  "  +  c 


sin.  w^  —  sin.  C  "  —  c 

und  da  nach  der  Tafel  I. ,  die  sich  am  Ende  dieses  Buches  befindet, 

sin.  u4  -f-  sin.  C  tg.  4  (A  -f-  C) 

«in.  ^I  —  sin.  C  tg.  J  (-.^  4"  O 

ist;    so  hat  man 


II 


tu.  i(^  +  C) 

tg.  4  u  -  C) 
oder  da  uiTenbar 


"  + 


u 


tg.  .i,{A-\-C)  —  cot.  i  B, 


so  ist 


lg.-(^_0  =  <^>.cot.iÄ 

Hai  man  erst  den  Wertli  von  ;  (.i — C) ,  so  Ist  es  leicht  A  und  C 
zu  finden.  Man  erhält  den  Werth  von..^/,  wenn  man  J  {A-^  C)zil  90®  —  5  B 
zu  l  {A  —  C)  addirt;  man  bekommt  C,  wenn  man  i  (-^  —  C)  von 
i  (^  4.  6)  =  90"  —  ^  jB  abzieht. ' 

Man  kann  diese  Formel  auch  aus  der  ersten  Grundformel  ableiten. 
Nach  dieser  hat  man 

j  a  sin.  B 

Sin.  A  rz:  — r — 

b  * 

g^  e  sin.  -B 

sm.  L  zu : 


nJso 

sin.  A  4-  sin.  C  (a  -f"  ^) 

«in.  A  —  sin.  C        '   («  —  c) 

6.     Hier  ist  eine  Tafel,  die  alle  möglichen  Aufgaben,    welche  die  Be- 
rechnung eines  ebenen  Dreiecks  betreffen,  nebst  ihren  Auflösungen  enthält: 


Es  wird  gegcl)en. 


a,  /;, 


Es  wird  gesucht. 


B 


Formel,  welche  den  Zusammenhang  der 
gegebenen,  und  gesuchten  Stücke  giebt. 


\B 
IB 

cos. 
oder 

/(«-|.A-fc)(«-fc-|-c) 

^                        .'flC 

sin. 

l/(«  +  ''- 

-r)(/,+  r-«) 
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Es  sind  gegeben. 

Es  wird  gesucht. 

Formel,  welche  den  Zusammenhang  der 
gegelienen  und  gesuclilen  Stücke  giebt. 

a,  / ,  B 

A,  C 

tg.  i  C  /  -  fJ)  _  <^_j-l>  .  cot.  yß 

i  (-•/  +  C)       <,o"  -  4/i 

J  _  ',{.4  +  0  +  L(-i  -  0 

/';      .i(.-/  4-  6)  -  i(-'  -  0 

a,  i,  Ji 

b 

Ä              (^/    -|-    6*)    COS.    y 

2  C08.  -i^  r  «f 

a,  h,  A 

B 

sin,  B  — -  •  sin.  A 

h 

Nli.     B  kann  zwei  Wcrthe  haben, 
weil  sin.  B sin.  (i8o° — B). 

./,  C,  b 

ö,-  c 

h  sin.  A 

^           sin    (-7  -)-  O 
/'  sin.   C 

^            sin.  (^/  +  C) 

7.  Was  den  Flächeninhalt  Q  des  Dreiecks  Fig.  3.  betrifft,  so  kann 
man  ihn  leicht  finden,  wenn  die  Seiten  ^/,  c  und  der  eingeschlossene  Win- 
kel B  gegeben  sind  ;  man  findet 

und  d^  p  zzz  ^  sin.  B :  y 

Q  "^^  i  (IC  sin.  B» 
Man  findet  ^  auf  eine  ganz  ähnliche  Art,  wenn  nicht  diese,  sondern 
andere  Stücke  des  Dreiecks  gegeben  sind. 


I 
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B.     Sphärische  Trigonomeirit,  ,  •  . 

8.  In  der  spkärischea  Trigonometrie,  wie  in  der  gradlinigtcn,  haben  wir 
allgemeine  Formeln,  welche  zur  Auflösung  aller  Aufgaben  dieser  Art  hin- 
reichend sind:  aber  hier  haben  wir  deren  vier,  weil  der  Fall  hinKMriU,  wty 
man  aus  den  drei  Winkeln  eines  sphärischen  Dreiecks  seine  Seilen  berechncV 
und  welcher  bei  dem  gradlinigien  Dreieck  nicht  vorkommen 'kann. 

Es  ist  nicht  sch^ver,  die  vier  (inindfürmeln  der  sphärischen  Trigonome- 
trie zu  entwickeln.  Ich  bediene  mich  dazu  der  Methode  von  Gauss,  wie  er 
sie  in  seinen  Vorlesungen  ül>er  die  sphärische  Astronomie  zu  geben  pflegt  und 
Avelche  mir  die  einfachsle  scheint.  \ 

Es  sey  Fig.  4  irgend  ein  sphärisches  Dreieck  auf  der  Oberfläche  einer 
Kugel  gezeichnet.  "Wir  wollen  drei  Ebenen  durch  die  Seiten  fl,  i,  c  de^ 
Dreiecks  und  durch  den  Mittelpunct  der  kugel  legen.  Es  sey  Fig.  5  die 
Ebene,  die  durch  die  Seite  a  und  durch  den  Mittelpunct  /üf  der  Kugel 
geht.  Es  sey  1)  der  Durchschnittspunct  einer  Linie,  die  Jnan  sich  senk- 
recht aus  der  Spitze  des  sphärischen  Dreiecks  (oder  aus  dem  Puncte  A 
Fig.  G)     auf   diese    Ebene  gefällt  denkt:     wir  werden  diese  Linie  mit  AÜ 

■ 

bezeichnen  ,  indem  wir  <lcn  Buchstaben  A  an  die  Spitze  des  sphärischen 
Dreiecks  setzen,  die  sich  über  die  Ebene  FMG  erhebt,  wie  man  es  Fig.  4 
abgebildet  sieht. 

Es  sey  überdiess  HD  senkrecht  auf  MF ;  DK  senkrecht  auf  MG  ; 
Dr  parallel  mit  Hg^  und  Kq  parallel  mit  HD* 

Jetzt  ist  es  klar,  dass  FMGzzlü  ,  FMAzz:b,  GMAiz;t;  AHDz:zC\ 
AKD  =  B. 


\ 


i4     - 


./ff 


Dieses  frslqrcselzl,  haben  wir  u4JJ  zu  y/// sin.  C.  oder  da  — r-zusin.i: 

^/)  zr  -</iW  sin.  b    sin.  C. 
Kon  Isl  aber  aurli  ^/>  iz:  j^K  sin.  Ä,  oder  da  j4/{  rz  ^ilf  sin.  ir: 

>#/>  zz:  .^iV  sin.  c  sin.^« 
Diese    beiden    Werlbe    von    y4D    combinirt,     geben   die    erste    allgemeine 
Cileichung 

sin.  If  sin.  C  ziz  sin.  c  sin.  li. 
Es  ist  ferner  klar,     dass 

M(f  iz:  MK  cos.  a  zz  -^-Äf  cos.  c  cos.  ^ : 
Tfoil    MK  zz  -^-W   COS.    c:     überdies^    ist    gH  zz  DK    sin.  ö.     oder     da 
DK  zz  y^A'  COS.  7)  zz  ^4M  sin.  6*  cos.  B: 

4/f/  zz  //yfcT  sin.  c  sin.  /7  cos.  jB  ; 
i^ir  haben  auch 

,     HM  zz    4M  cos.  ^ 
Nun  ißl  aber 

.  .    y/.*r  —  .1///  -f  7/7, 

also 

COS.  i  zz  co6.  c  cos.  //  -f-  sin.  c  sin.  flr  cos.   Ä, 
welches  die  -/.weile  allgemeine  Formel  isl. 
Die  drille  ist  in  der  Gleichung 

HD  =  Kq  -     rK 
enthalten.  .      Ks  ist  namlicli 

AV/  zz   VA    sin.  a  zz  ^^  cos,  c  sin.  ir 


und 


/A   zz  DK  cos.  ö  zz:  /^M  sin,  t   cos.  ß  ci>s.  ^ 


^    , 


—       1,^      — 

femer 

'         HD  zu  j4D  rot.  C  zz  AM  sin.  c  sin.  B  cot.  C.  • 

Die  Gleichung  J7Z)  m  Ä'^  -|-  /*Ä'  nimmt  also  folgende  Form  an: 

cot.  C  sin.  B  zz  cot.  c  sin.  0  -—  cos.  B  cos.  tf. 

Die   vierte   allgemeine  Formel    findet   man  durch  die  Combination  der 
ersten  Formel  mit  einer  der  obigen  Gleichungen. 

Wir  haben  nach  der  ersten  allgemeinen  Formel 

**"-^  _   sin.  Ä  sin.  C 

.süi.  «   """^  sin.  /'  Ki'ii.  I- 

11  nd  nach  dem  Vorigen 

HD  zz  Kq  —  rK  zz  AM  (cos.  <:  sin. //  —  sin,  £:  cos.  ö  cos.  U); 
da  nun  HD  zz  AM  sin.  b  cos.  C,  so  ist  \ 

sin.  b  cos.C  zz  cos.  c  sin.  a  —  sin.  c  cos.  a  cos. /^  .  .  (D\ 

1  sin.  n  sin.  ß   p,,       •        ,  1    sin.  n  sin*  C  /*..       •  .    . 

oder  wenn  man  — : — :; —  lur  sin.  b,  und  — r- lur  sm.  c  setzt : 

Sin.  w  sm.  yf 

sin.  B  COS.  C  z^  sin,  A  cos.  c  —  sin.C  cos*  B  cos.a»  •  (Ay 

Diese  Gleichung    kann    in    eine  andere  ganz  ähnliche  umgeändert  wer- 

den,  wenn  man  in  derselben  A  fiir  C  und  a  für  r ,  und  umgekehrt  selzt, 

wie  es  erlaubt  ist.        Wir  haben  alsdann 

sin.  B  COS,  A  zz  sin.  C  cos.  a  —  sin.  --/  cos.  B  cos.  c 
oder 

sin.  C  COS.  a  zz  sin.  B  cos.  ./  -f'  sin.  ./^  cos«  B  cos.  c. 

Substituirt    man    diesen    Werth    von   sin.  C  cos.  a    in  dem  dritten  Gliede 
der  Gleichung  (^A^  bo  hat  man : 

sin.  B  cos.  C  zz  sin.  A  co.s.  t*  —  -  sin.  B  cos.  yi/  cos.  £ 

• —  sin.  A  COS.  c  cos.   jB 
oder 

sin.JB  cos.C  zz  sin.  ^  cos.  c  sin.   A  • —  sin.  B  cos.  £  cos.  A^ 


—       i6      — 

Diese  Gleichung,  durch  sin.  B  dividirt,  gieht 

COS.  C  zrz  sin.  B  sin.  A  cos.  c  —  cos^  B  cos.  A. 
Hier  sind  lieisammen  die  vier  Grundformcln ,    welche  hinreichen,    nlle 

■ 

Aufgal)en  der  sphärischen  Trigonometrie  aufzulösen: 
1.  sin.  u4  sin.  b  zzz  sin.  a  sin.  B: 
II.  cos.  a  zzz  cos.  b  cos.  c  -}-  sin.  b  sin.  r  cos.  A; 
III.  COS.  A  cos.  /:  m  cot.  b  sin.  6*    —   cot.  B  sin.  -r^; 

l^ .  <:os.  A  ':zz  —  COS.  B  COS.  C  -[-  ^i"*  ^^  ^i*^*  ^  ^o^*  ^• 
9.     Es  hieiht  uns  noch  übrig,    diesen  Gleichungen    eine  liir  die  Rech- 
nung mit    Logarithmen  bequeme  Form  zu  geben. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  braucht  nicht  verändert  zu  werden. 
J)ic  drei  andern  sind  so  beschaffen ,  dass  sie  den  Sinus  und  Cosinus  des- 
selben  Winkels  in  zweien  ihrer  Glieder  enthalten.      Dieses   giebt    uns    ein 

■ 

leichtes  Mittel    an    die  Iland  ,    diese  beiden  Glieder  in  einen  Ausdruck  za 
vereinigen,  der  nur  aus  Factoren  .besteht.     Es  sey  im  Allgemeinen 

/{  iz:  P  cos.  //  +  O  sin.  h 
die    aufgegebene    Gleichung,    der    man    eine  der  licchnung  bequeme  Form 
geben  soll.     ]\laii  mache 

so  hm  iiKiii 

I 

V        Ji.  zz:  M  (sin.  y  cos.  //  -f"  cos.  (p,  sin.  //^  ~  M  sin.  (jf  -f-  hj^ 
und  da  M  ZZ.--    - 

sin.  (p 

wi_   P  «*iil.   (V  4-  Ä)  /  D\ 

si».  9  ' 

Oder  man  mache  ^ 
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PzzM  COS.  9 
Q  zzM  sin.  9) , 
so    bekommt  man    . 

RzuJH  (eos*  A  cos«:  9>  -{-  sin.  ^  sin«  9)) 
izAf  COS.  (9 — ■  Ä) 

,_^    P  CM.  (9 i) 

CO».  9 


(Q. 


9 

Der  Hülfswinkel  q>^  den  wir  eingeföhrt  haben,  ist  uns  bekannt,*  da 
wir  aus  den  obigen  Annahmen  tg.  ym:^  (ur  die  Gleichung  (JB)  und 
ig.  9  rz  -p  für  die  Gleichung  (C)  finden. 

Die  Anwendung  dieses  Verfahrens  auf  die  -Gleichungen  II,  III  und  lY 
giebt : 

(11  )    COS.  a  :zii         — , 

N     af  »111.9  ' 

wobei  cot.  q>  ZZ  t%*6  cos*  A. 

wobei  ebenfalls  cot.  9  ir:  tg.  ^  cos.  .^. 

^11^  cot.  3 = f^i^^^^^A^     ;     .  •) 

wobei  tg.  tf  IZ  COS.  a  tg.  f . 

/T^r  V  Ä  CO».  B  »in.  (C  —  y) 

(I\)    cos.^  =  ^^r^ 

wobei  cot.  9  =:  tg.  jS  cos«  a. 

Die  Formeln  II.  und  III«  können  noch  auf  eine  andere  Art  umge- 
ändert  werden,  wenn  man  aus  der  ersten  den  Winkel  A^  und  aus  der 
zweiten  die  Seite  a  finden  will« 


•*)  Diese  Formel  i»t  aiu  der  Formel  III.  gefunden,  nichdem  man  in  derselben  A  VSa  C  ^    a  f ür  r^ 
«ad  «mcekehrt,  »ulMtituirt  hat. 


i8 


Aus  der  Formel  IL  haben  wir: 


A  COS.  a  —  «o«.  b  cof.  e 

COS.  A  ZU,     ■ '  • .  '      .■     ■  *  ■ 

»in.  o  Uli.  c 

oder 

cos»  «^  n  a  coa.  'i-^  c:         ■.    .  .     ^ 

*  sia.  0  nn.  c 

oder  aucK 


I  —  £os«  ^  =:  2  sin«  ^i^A 


ton»  (6  —  c)  —  CO«,  a 


"*  «kl*  6  tin.  c  / 

Man  sifht  nber  ms  4er  Tafel  L,  am  Ende  dieses  Bandes,  dass 
cos«  'A  —  tos.  B  zz.  7.  sin.  \(A  +  JB)  sin.  ä(B  —  .^ 
also 

sin«  \A  z^ 


ClB. 

M^ 

+  6 

*«•  c)  «in. 

4(«  +  c  - 

*) 

sin.  6  «in. 

C 

/•iiL 

\(a 

(  +  6 

-J-  c)  «in. 

Vb-\-c- 

"^ 

tg,  .^  —  y»i'>.  4(^ + 1  - «)  »in- k' + '  -  fr) 

*&•  a'*    —     ^  .:^   1/«  _L  I.  _L  i-\  .:«   \(h^^r ^v 


sin.  \{a  4-^4"^)  •">•  S(^  nr  ^  —  *) 

Die  Um'anderung  der  Fomel  lY..  geschieht  auf  dieselbe  Weise.^     Man 
findet 

cos«   ijö    ,..•.       r  2,    .      ^ 

*  Sin.  jy  sm.  o 

sin.ia^*^ ^        ^ili^c 


»9      — 


Hier   sind   alle   zur   Auflösung  der   sphärischen  Dreiecke   nothwen£ge 
Formeln,  in  einer  Tabelle  zusammen  gestellt: 


Es  wird  gegeben 


fff  ^x  c 


A,  b,  c 


,  Ä,  A 


B,  C,  c 


B,C,  a 


Man  sttcht 


■*■  > 


Formeln. 


:  sin«  lA 


. — r — . 

.    im.  h  nn«  c 


,    A  i/iin.  4(«  -L  6  -L  c)  sin.  ^(6  4«  c* —  a) 

C06.  4^  ::i   r  — 2^~i — v   ^  ■; — ^---^^ -^ 


a,    B 


. 


A,  b 


cos.  a 


^  CO«.  6  sSn.  (9  -}•  c) 
sin.  9) 

worin  cot«  9  z=  tafiig»^  co$*A 

^     z>  coL^#. cot. (ä)-|«c) 

cot.  If  ZZ  -^  ■     ■  ^     '-^ 

CM.  9 

worin  cot.  9^  rr  tang.  i  cosi^A 


sin.  JB 


maJ^$m.b 


nn.a 


•        ^       I      X    CO*,  a     • 

Sin.  (9  +  ^)  rz  ^-^  sin.9 

worin  cot.  9)  =;  tang.^  cos.  ^ 

sin.  (y-f-C)  iz:  cot.  fl  sin.  y  tang.b 

worin  tang.  9  ~  cos.  3  tang.  ^ 


^mmm^mmm^ 


sin.  b  n 
COS.  Qp-^-o)  zzz  — 


sin.  JB  sin.  c 


Ulk  6 

cot.  C  COS.  y  tang.  B 
worin  cot.  9  iz  tang.  c  cos.  £ 

,    >  .     COS  C  »in.  9 

worin  cot.  9)  =:  tang.  £  cos.  c 


CQUA 


COS.  jff  sin.  {C  —  9) 


sin.  9 

worin  cot  9  ZI  tang,  B  cos. « 

-  cot.  a  sin.  (9  -f-  O 

cot.  b  ZZr .  ■    ■■     ■ 

tin.  9 

worin  tang.^  m  coa.a  lang.f 
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Fs  wird  gegeben 


A.  Ä  C 


Formeln. 


sin  ia  n: 


cos«  ia 


^—  cot.  \(a+BJ^C)  coi.  i(iNf-  c 

sin.  J9  sin.  C 


-A) 


i/co».  ^(^  -j-  J  —  g)  CO».  ^.^  -f:  C 

•m.  jy  sin.  6 


--ff) 


10«  Aus  den  vier  Gmndfonneln  entwickelt  man  leicht  die  Gleichungen, 
welche  den   Zasammenhang   zwischen   den   Stücken   eines   rechtwinklichten 
sphärischen  Dreiecks  ausdrücken*    Siehe  Fig.  7. 
i)     COS.  h  zz  COS.  f  cos.  g. 

2)  cos-  Ä  tg.  JP  tg.  G  zz  I. 

3)  sin.  h  sin.  F  z^  sinyi 

3)  sin.  b  sin.  G  zu  sin.  ^.  '        ' 

4)  tg.  Ä  cos.  F  =:  tg.  ^. 
4  J  lg.  Ä  COS.  G  =  lg.  /. 

5)  lg.  F  sin.  ^  =  lg.  /. 
5^  tg.  G  sin./zz  lg.  ^; 

6)  sin.  F  COS.  ^  zi:  cos.  G.    ^ 
6^  sin.  G  COS.  /  zi!  COS.  J^# 

It.    Für  die  sphärischen  Dreiecke,    bei   denen  eine  Seite   :=:  90^  ist, 
finden  wir  folgende  Formeln«    Siehe  Fig.  8. 
i)    COS.  g  zz  sin.  /  COS.  G. 

sin.  g  COS.  F0 
;  cot.  F  sin.  G. 
;  cot.  G  sin.  i^. 
z  —  cot.  g  cot.  y*. 
I  sin. .  g  sin.  H. 


ij  COS./Z 

2)  coi.  y : 
2^  cot.  g^  : 

3)  COS.  H 

4)  sin.  G 
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4  J  sin.  F  ZU  sin.  /  sin.  H. 

5)  cot.  H  zu  —  cot.  G  cos.  y. 

5  )  cot«  H  zzL  —  cot.  F  cos.  g. 

6)  cos.  H  zz  —  cos.  G  COS.  F. 

12«  Gauss  hat  uns  in  seiner  Theoria  motus  corporum  coelestium  vier 
Formeln  zur  sphärischen  Trigonometrie  gegeben,  die  in  vielen  Fällen  ausser- 
ordentlich bequem  sind«  Diese  Formeln  finden  sich  in  dem  eben  ange- 
führten  Werke  ohne  Beweis;  ich  gebe  ihn  hier,  wie  Gauss  ihn  in  seinen 
Vorlesungen  über  sphärische  Astronomie  giebt. 

Es  sey  der  Einfachheit  wegen; 

% 

p  zz:  COS.  la  sin.  \(B  +  C). 
g  rz:  sin.  ia  sin.  i(B  —  C)* 
t  zz:  COS.  ia  COS.  i{B  +  C). 
5  zz:  sin.  ia  cos«  i{B  —  C). 
P  r=  COS.  iA  cos.  i{6  —  c)^ 
Q  :zz  COS.  iA  sin.  i(3  —  c)^ 
R  =  sin.  iA  COS.  i(b  +  ^)« 
S  zz  sin.  iji  sin.  i(p  +  ^)» 


Wir  haben  jetzt  nach  der  ersten  Grundformen 

9 

sin.  a  sin.  B  ZZ,  sin.  ^  sin.  6 
sin.  a  sin.  C  ZZ  sin.  ^  sin.  ^ 


(j). 


Addirt  maü  diese  beiden  Gleichungen  zusammen,  so  hat  man: 

V 

sin.  a  (sin.  ß  -f-  sin.  C)  =;  siiu  ^  (sin.  6  4*  "«•  «)  t 
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oder  da 

sin.  B  -f  sin.  C  =2  sin.  j(JB  +  Q  cos.  i(Ä  —  C\ 
und 

sin«  A  zz.  n  sin.  |^  cos.  iA: 
sin.  ,fl  cos.4flsini  i(B-j-C)  cos.  J(Ä — C)=:sin.  \A  cos.  Jy^  sin.  i(^-+<)co8.i  (i — c) 

oder 

ps  —  PS        .        •        .        (I). 

Zieht  man  die  Gleichungen  (A)  von  einander  ab,  so  findet  man,  wenn 

» 

man   zugleich    2  sin.  ^  (ß  —  C)  cos.  i  (ß  -f"  O   ^'^    *^^*  ^  —  ^^*  ^  ^^^ 

2  sin.  iA  COS.  iA  für  sin.  ^  setzt: 

sin.  ia  COS.  iö  sin.  i(B — C)  cos.  i(ß-|-C)r=:sifi.  ^^cos.  I^siii.  i(i — r)cos.  J(A+^) 

oder 

rgzzRQ       •       •       •       (II); 

Wir  haben  im  Vorhergehenden  (s.  die  Hummer  8^.)  folgende  Gleichung 
gefunden,  die  wir  mit  (D)  bezeichnet  haben : 

sin.  a  cos.  ß  =  cos.  ^  sin.  r  —  sin«  ^  cos«  c  cos.  >#    •    *    (D)» 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  C  i&f  B  und  c  för  i,  und  umgekehrt, 
substituirt,  so  bekommt  man : 

sin.  fl  cos.  C  ~  cos.  c  sin.  l  -»  sin.  c  cos.  6  cos.  A  •    •    ifO)» 

A'ddirt  man  diese  beiden  Gleichungen  zusammen,  so  indet  man  : 
sin.a  (cos.  ß-|*cos.  C)  i=:cos.  ^sin.i: -^cos.csin«  ^— cos.>^(sin.^cos.  c-f- co$.^sin.c) 

zi:(i  —COS.  A)  sin,  (i-^c) ; 

oder   indem  man  2cos.i(ß-{-0   cos.  4(ß  —  C)  für  cos.  ß -|^  cos.  C ,    und 
2  sin.  *  liA  für   i  —  cos.  A  setzt : 

sin.  ia  cos.  {a  cos.  J|(ß-f^)  eos.  j(ß:— C).rr  sin.  i{t^)  c«».  l(44-^>sin. '  {A 


—         23         — 

oder 

rs=:RS       .       •       .       (III). 

Zieht  man  die  Gleichungen  (C)  nnd  (D)  von  einander  ah,  so  findet  man: 

sin«  a  (cos.  C — cos.  B)  =:cos.  c  sin.  6 — cos.  6  sin.  c  —  (cos.  6  sin.  c — cos.  c  sin.  b)  cosw^ 

rz  (i -j-cos.-/^)  san.(3  — c) 

oder,   wenn  man  2  sin.  l(B  —  C)  sin.  i(J5  +  C)  für  cos.  C  —  cos.  £,    und 
2  COS.  ^  lfj4  für  I  4"  COS.  A  setzt : 
sin.  jfl  COS.  Ja  sin.  j(ß — C)  sin.  i(Ä+C)  zzcos. '  J-^  sin.  i(Ä — c)  cos.  1(6  —  c) 

oder 

pg=^PQ      .       .      .      (IV). 

Die  Gleichung  (A)   in  der  8«  Nummer  giebt  von  sich  selbst,  wenn  man 
^  in  ^  und  C  in  JS  und  umgekehrt  verwandelt,  folgende  zwei  Gleichungen: 

sin.  j4  cos«  6  ziz  cos«  B  sin«  C  -f-  sin*  B  cos.  C  cos.  a 
sin.  y^  cos«  c  zu  cos«  C  sin«  B  4*  ^^i^*  ^  cos«  B  cos.  a 
welche  tusammenaddirt,  folgende  Gleichung  geben : 

« 

sin.^  (cos.^4-cos.r)zz:cos«J3sin.C-4-cos.6'sin.J}-)-'Cos.a  (simÄcos«C4-sin.Ccos.J?) 

zz:  ( I  -|-  cos.  ä)  sin.  {B-^  C). 

Substituirt   man  in   dieser   Gleichung    2co&ti(^-f-0   c^^*  ^(^  —  ^)   ^^ 
ces«  b  4^  COS.  Cy  so  findet  man  : 

siu.  ^A  co&.\A  COS. ^(^4*0  co8.i(Ä — cy  iz:  cos!  *iÄsin.  j(J?4-Ocoß.i(J54-C) 
oder 

pr:=zPR        •        •        •        (V). 

«        ' 

Zieht  man  die  obigen  Gleichungen  von  einander  ab,  so  hat  man : 
sin.^  (cos«c — cos«3)  n:cos.C*sin.£-— €os.£  sin.C  4"  (sin.C*  cos.J?  •—  ain^  oas.6')  cos.a 

zz  (i  4-cos.fl)  sin.(B  —  C). 


-       a4       - 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  2 sin.  i(A—'c)  sin.  i(B'^c)  für  cos.<:  — cos.^ 

so.  bekoinmt  m^fi: 

sin.  i^cos.  j v/sin.  ^(6 — c)  sin.  i(6-\-c)  zz sin.'  je  sin.  i(B — C)  cos.  j(ß — C) 
oder 

yj  =  ^5        .        •        .        (VI). 
Diese  sechs  Gleichungen,  nämlich: 
(I)  ps  rr  P5 
(ll)r9=BQ 
(III)  r5  =  fi5 
(I\-)  /,<^  =  F^ 
(\')  pr  —  PR 
(VI)  y.  =  ^5 
geben : 

ppgs-PPQS 

qqpr  =  QQPR 
rrqs  —  RRQS 
sspr  —  SSPR 
und     ' 

R*  =  r' 

folglich : 

P=:^p 

Q  =  ^9 
R  =  ^^r 

s  =l^^  s. 
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Da  die  Winkel  der  sphärischen  Dreiecke,  mit  denen  wir  in  der  Kry- 
stallographie  zu  thun  haben,  immer' kleiner  als  i8o^  sind,  so  sind  für.  uns 
P^  Q^  fi,  S  immer  positiv. 

Hier  sind  also  die  vier  Gaussischen* Formeln  zusammengestellt: 
i)  COS.  \a  sin.  Kji-^C)  zz  cos.  lA  cos.  i(b  —  c) 

2)  sin.  ia  sin.  i(B — C)  m;  cos.  iA  sin.  i(b  —  c) 

3)  COS.  ia  COS.   l(Z?4-0  ^^  ^^^'  ^^  ^^^*  i(Ä-|-^) 

,  4)  sin.  ia  COS.  i(ß  —  O  ^^  sin.  iA  sin.  i(b  -|-  c). 

Diese  Formeln  können  mit  grossem  Vortheil  in  allen  den  Fällen  ge- 
braucht  werden,  wo  ein  Winkel  und  die  einschliessenden  Seiten  oder  eine 

« 

Seite  und  die  einschliessenden  Winkel  bekannt  sind,  und  man  alle  übrigen 
Stücke  wissen  will.        Man  wendet  sie  in  folgender  Gestalt  an : 

/7)»Wenn  eine  Seile  und  die  einschliessenden  Winkel  bekannt  sind: 

y,  V  Sin.  i(B  —  C) 

tg.   iii  -c)-  tg.   ia  .  ;r^^~^i^ 

....  .  COS.  \(B  —  C\ 

tg.  .!(*  +  .)  =  lg.  ia  .  ^:p^' 

j  .  »in.  L(B  —.(7) 

COS.   iA  n:  sm.  ia  •  -. — ~ -^ 

siii.  J  (6  —  c) 

m 

h)  Wenn  zwei  Seilen  und  der  eingeschlossene  Winkel  gegeben  sind  : 

tg.  {(B  —  C)  zu  cot.  iA  .        '^       ^ 
tg.  ÜB  +  O  =:  cot.  iA  s        ^.,  ,    ^ 

A         sin.  '(/»  —  c) 

sm.     Jfl    IZ:    cos.    iA^*    - — 77T— 7'v* 

sin.  \^{^B — 6) 

i3.    Es   sey  E  der  Inhalt  des   sphärischen  Dreiecks  ABC  Fig.  9,    die 

■ 

Oberfläche   des   ganzen    Kegel    gleich    3Go^  gesetzt,    so   ist  dieser  leicht  auf 


sin.  5(^  -j-  ^) 
COS.  \{lt  —  f) 


folgende  Art  zu  finden. 


4 
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Man  denke  sich  alte  drei  Seiten  a^  h^  c  des  Dreiecks  iit>er  die  ganze 
Kugel  hin  verlängert,  so  dass  drei  grÖsste  Kreise  gebildet  werden,  deren 
Ebenen  sich  unter  den  Winkeln  des  Dreiecks  A^  B^  C  schneiden«  Es 
ist  klar,  dass  das  Stück  Kügelflä^he,  das  zwischen  }e  zwei  dieser  Ebenen 
enthalten  ist,  sich  zur  ganzen  Oberfläche  der  Kugel  verhält,  wie  die 
Winkel,  die  die  zwei  Ebenen  machen,  zu  36o®;  und  da  wir  die  ganze 
Kugeloberfläche  gleich  36o°  gesetzt  haben,  so  ist  offenbar  das  Stück  Kugel- 
fläche  zwischen  den  verlängerten  Seiten  a  und  b  gleich  C*,  das  Stück  zwi- 
sehen  a  und  c  gleich  B  und  das  Stück  zwischen  b  und  c  gleich  A. 

Von  den  verlängerten  Seiten  des  Dreiecks  wird  oflenbar  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  der  Kugel  ein  ganz  gleiches  und  ähnliches  Dreieck 
gebildet,  als  dieses;  den  Flächeninhalt  jedes  dieser  Dreiecke  bezeichnen 
wir  mit  E»  Man  sieht  nun  leicht  ein,  dass  die  ganze  Oberfläche  der  Kugel 
zusammengesetzt  ist: 

i)  Aus  den  beiden  Stücken  Kugelfläche,  welche  zwischen  den  aus  der 
Verlängerung  der  Seiten  b  und  c  entstehenden  grössten  Kreisen,  die  sich 
in  zwei  Polen  schneiden,  enthalten  sind,  und  deren  beider  Inhalt  zusam- 
men gleich  2,A  ist* 

2)  Aus  den  beiden  Stücken  Kugelfläche,  welche  zwischen  deji  aus  der 
Verlängerung  der  Seiten  a  und  c  entstehenden    grössten  Kreisen   enthalten 

sind,   und   deren  beider  Inhalt  zusammen  gleich  2JB  ist,    weniger  den  In- 

« 

halten  der  beiden  gleichen  und  ähnlichen  sphärischen  Dreiecke,  die  man 
sich  von  dem  Durchschnitt  der  grössten  Kreise  auf  beiden  entgegengesetzten 
Seiten  der  Kugel  gebildet  denkt^   und  deren  Inhalt  zusammen  nE  beträgt« 
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3)  Aus  den  beiden  Stücken  Kugelfläclie ,  welche  zwischen  den  aus  der 
Verlängerung  der  Seiten  a  und  b  entstehenden  grösstcn  Kreisen  enthalteh 
sind,  und  deren  beider  Inhalt  zusammen  gleich  2C  ist,  weniger  dem  Inhalt 
der  beiden  sphärischen  Dreiecke,  die  für  beide  2^  beträgt. 

Da  wir  nun  die  ganze  Oberfläche  der  Kugel  gleich  36o^  gesetzt  haben, 
so  bekommen  wir  folgende  Gleichung: 

360^  =   2v^  +   2iB   —   2£  +   2C  —   2£ 

oder 

Ezn  h{A  -\-  B  -{•  C  —  180"  ). 

Will  man  die  Oberfläche  der  Kugel  gleich  der  Einheit  setzen,  so  di- 
>idirt  man  das  2te  Glied  dieser  Gleichung  durch  36o\ 


:■  0 


n.   ANALYTISCHE  GEOMETRIE  DER   EBENEN 


Da  die  Krystalk  von  Ebenen  begrenzt  sind,  so  ist  klar,  dass  die  Geo- 
metrie   der    Ebenen    von    Wichtigkeit    für    die  Krystallonomie    seyn    miiss. 

In  der  That,    alle  Forihelu  der  spbärischen  Trigonometrie  ,    die  man  jeden 

* 
Augenblick    braucht,    lassen    sich    aus    den    Grundsätzen    der    analytischen 

Geometrie  der  Ebenen  entwickeln.     Es  wird  deshalb  gut  seyn ,     uns  in  der 

Einleitung   zur   Krystallonomie    mit    der  Theorie    der   Ebenen    bekannt    zu 

.  machen. 

Wir  besitzen  eine  grosse  Anzahl  von  Werken,  die  von  diesem  Gegen 

stand  handeln;    aber  überall  hat  man  vorausgesetzt,   dass  die  Coordinaten- 

Ebenen  sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden.    Da  diese  Annahme  in  den 

Aufgaben  der  Krystallonomie  nicht  immer  zulässig  ist,    so  werden  wir  hier 

*  *    keine  solche  Voraussetzung  machen. 

14.    Es  seyen    also^,  u,  v   die  Winkel   der  Coordinaten,    das   heisst  \ 

der  Winkel  der  Axq  des  x  und  der  Axe  des/,  jii  der  Winkel  der  Axe  der  x 

und»  der  Axe  der  z,  und  v  der  Winkel  der   Axe   der  y  und  der  Axe  der  z. 

Die  allgejneine  Gleichung  der  Ebene,  die  sich    auf  diese    Coordinaten    be- 

ziehtj  sey: 

Ax-^By-^-Cz^B  —  o. 
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Eine  genaue  Analyse  dieser  Gleichung  wird  uns  alle  Eigenschaften  der 
Ebene  kennen  lehren,  welche  der  Gegenstand  der  nachstehenden  Aufgaben 
seyn  kann. 

1      Aufgabe.      Man    finde    den    Durchschnitt    zweier  Ebenen ,    deren 


Gleichungen  : 


Sl 


nd. 


Auflösung.  Es  seyen  3/ 1  y\  z'  die  Coordinaten  eines  Punctes  im 
Durchschnitt  der  beiden  Ebenen.  Es  ist  klar,  dass  diese  Coordinaten  bei- 
den Gleichungen  Genüge  leisten  müssen;  man  hat  also: 

.   Ax'     +1?/     +  Cz^     -^D     —o 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  x^,  y  und  z^  nacheinander,  so 
findet  man  folgende  drei  neue  Gleichungen: 

von  denen  die  beiden  ersten    hinreichen ,    die  Lage    des  Durchschnitts   der 

ff 
beiden  gegebenen  Ebenen  zu  bestimmen. 

•  * 

Es  ist  klar,  dass  dieser  Durchschnitt  eine  graJe  Linie  ist;    wir  wollen 

ihren   Gleichungen   folgenden  Ausdruck  geben,    welche»  zugleich    die  allge- 
meine Form  der  Gleichung^en  ^ner  graden  Linie   ist  : 
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cx  -^  az  '\-  a  zz  o 
ty  '\-  bz  -^^  ^  :zz,  o 
bx  '\-  ay  -V-  y  m;  o  ; 


indem  wir 


setzen. 

Von  diesen  Gleichungen  sind  zwei  hinreichend,  um  die  Lage  der  graden 
Linie  zu  bekommen^  da  man  die  Coefficienten  der  dritten  Gleichung  aus 
den  beiden  andern  bestimmen  kann* 

2*  Aufgabe«  Man  finde  den  Durchschnitt  dreier  Ebenen,  deren 
Gleichungen  folgende  sind : 

* 

Ax  -\-    ß/  +    Cz  -\-    D  =:  o 

Auflösung.  Man  sucht  erst  die  Durchschnittslinie  der  ersten  und 
zweiten  Ebene;  es  seyen 

ex  '-\-'  az  ^  a  ^z:  o 

cy  -^  bz  -■{-  ß  zi:  o 
die   Gleichungen   dieser  Durchschnittslinie ,    wie   im  Vorhergehenden.     Die 
Werthe  von  a,  3,  c^  a,  ß  sind  durch  die  Formeln  (4)  gegeben.   Man  findet 
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auf  gleiche  Weise  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  der  ersten  und 
dritten  Ebene 

c'x  +  oft  -f-  a^  zu:  o 

deren  Coefficienten  a\  V^  c^,  a,  ^  ebenfalls  durch  die  Formeln  (4)  gege- 
ben sind,  wenn  man  in  denselben  den  Exponenten  (i)  in  (2)  verwandelt. 
Jetzt ,  um  den  Durchschnitt  dieser  beiden  graden  Linien  zu  finden,  sub- 
slituiren  wir  die  Coordinaten  j/,  y,  zf  dieses  Durchschnittspunctes,  welche 
beiden  Gleichungen  Genüge  leisten  müssen,  in  allen  vier  Gleichungen  für 
die  Veränderlichen  x,  j,  z ;    und  wir  haben ; 


CXf    -f-    CLZ^   -|-    «    ^^   ^ 

r/  -}-  Ar'  +  /9  =  o 
<^x'-\-  arxf-\-  a'—o'  ' 


ifl) 


Eine  leichte  Elimination  gicbt  uns  folgende  Werthe  der  Coordinaten 
x\  y\  z*  des'Durchschnittspunctea  der  beiden  Linien,  oder,  was  dasselbe 
ist,  des  Durchschnittspunctes  der  drei  Ebenen  *^ 


«a'- 

-  a'a 

a'c- 

-ac' 

h^^ 

l/ß 

b'c  — 

he 

a'c^ 

aJ 

»  J       V^     —    U^  ,-v 

j    ^^  a'c^acf  ßfc-^  ßc^ 

"^   ui/  —  a^c   ""^    b^  ^  b'c 

Es  ist  eben  so  leicht,,  die  Bedingungen  zu  finden »    unter  welchen  sich 
n  Ebenen  in  demselben  Functe  schneiden« 

Es  seyen: 
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Jx  -i-    ßr   +    <^'^   +    D   :=  o 

-^(0^+  ^(0>'+  ^(0^+   ^(0=  ^ 
(a)        I  (aK      I  <a)       '  (a) 


die  Gleichungen  dieser  n  Ebenen.  Man  sucht  erst  die  Coordinaten  x\  y\  z* 
des  Dnrchschnitlspuncles  der  drei  ersten  Ebenen,  und  da  dieser  Punct  sich 
in  allen  andern  Ebenen  finden  muss,  so  müssen  seine  Coordinaten  allen 
andern  Gleichungen  Genüge  leisten ;  es  muss  also  im  Allgem'einen ,  dainit 
der  Durchschnitt  dieser  n  Ebenen  in  demselben  Puncte  statt  finden  könne, 
die  Gleichung  der  (/-|-i)ten  Ebene  folgende  Form  annehmen  können: 

welches  die  licdingungsgleichung  ist,  unter  welcher  die  Ebene,  deren  Gleiclning 

ist,  dnrch  denselben  Punct  geht,  als  die  drei  ersten  Ebenen,  nämlich  durch 

« 

den  Punct,  dessen   Coordinaten  j/,  y\  z    sind. 

Setzt  man  die  Coordinaten  des  Durchschriittspunctes  x\  y\  z'  der  Linien, 

welche  «-ms  dem  Durchschnitt -der  Ebenen  entstehen,  unendlich,  so  hat  man 

ein  System    von  Ebenen,    die    sich  in  mehrere^  Linien  schneiden,    welche 

parallel    untereinander    sind.     In    diesem  Fall    bekommen  die  Formeln  (5) 

folgende  Form : 

nc  —  ad  zn  0  und  b'c  —  bc    zr  o 
ac  —  ac'  zz  o  und  b*^c  - —  bd*  n:  o 

d'6  —  ad'  —  o  und  b'c  —  bd'  —  o 
u.  s.  w- 
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Die  Werthe  von  a  und  ^  sind  durch  die  Formeln  (4)  gegeben;  o"^  und 
1/  bedeuten,  was  a  und  b  wird,  wenn  man  in  ihren  Ausdrücken  den  Ex- 
ponentcn  (i)  in  (2)  verwandelt;  af^  und  }/^  bezeichnen,  was  aus  a  und  h 
wird,   wenn  man  in  ihren  Ausdrücken  den  Exponenten  (i)  in  (3)  verwan«     • 
delt  und  ^  fort« 

Es  ist  klar,  dass  die  vorhergehenden  Gleichungen,  welche  sich  auf  die 
Durchschnittslinien  mehrerer  Ebenen  beziehen,  im  Allgemeinen  auf  alle 
grade  Linien  anwendbar  sind,  weil  man  jede  grade  Linie  als  den  Durch- 
schnitt zweier  Ebenen  ansehen  kann*  Die  Gleichungen  (5)  sind  also  eben 
so  gut  die  Bedingungsgleichungen,  unter  welchen  sich  zwei  grade  Linien, 
deren  Gleichungen  in  {a)  gegeben  sind,  in  einem  Punct  schneiden  ,  dessen 
Coordinaten  xf^  y",  xf  sind«  Die  Gleichungen  (6)  geben  uns  den  Zusam- 
menhang, der  zwischen  den  CoefGcienten  der  Gleichungen  mehrerer  graden 
Linien  statt  findet,  welche  untereinander  parallel  sind. 

3'  Aufgabe.  Die  Bedingungsgleichungen  zu  finden,  unter  welchen 
sich  n  Ebenen  in  derselben  Linie  schneiden« 

Auflosung.     Es  seyen: 

^x  +  By    -f    C^    +    Z)    r:  o 


die  Gleichungen  dieser  n  Ebenen.  Wir  haben  im  Vorhergehenden  die 
Gleichungen  der  Durchschnittslinie  der  beiden  ersten  Ebenen  gefandeQ; 
sie  sind: 
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ex  -\-  az  '\-  a  zu  o 
cy   '\'  bz  -^^  ^  -ZL  0  \ 
Wir  fanden  ebenfalls,  dass  die  Gleichungen  derDurchschnlttslInie  der  ersten 
*  .  und  dritten  Ebene  folgende  sind: 

c^x  -f-  afz  -j-  a  ZI  o 

'  die  Wcrlhe  von  a\  ä,  c^  a,  /?  sind  durch  die  Formeln  (4)  gegeben ;  a\  b\  c\ 
a^ /S"  bezeichnen ,  was  aus  a,  b^  c^  a^  ß  wird,  wenn  man,  in  ihren  Aus- 
drucken den  Exponenten  (i)  in  (2)  verwandelt. 

Man  findet  auf  dieselbe  Weise   die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie 

der  ersten  Ebene  mit  der  vierten : 

c  X  — j-  a  z  -j-  a    zz  o 

indem  man  mit  a\  h\  c\  a\  /9"  die  Werthe  von  ä,  3,  c^  a,  ß  bezeichnet, 
nachdem  man  in  ihren  Ausdrücken  den  Exponenten  (i)  in  (3)  verwan- 
delt hat. 

So  werden  wir  nach  und  nach  die  Gleichungen  der  /i  —  i  Durch- 
schnittslinien der  //  Ebenen  finden;  und  da  wir  annehmen,  dass  alle 
Ebenen  sich  in  einer  Linie  schneiden,  so  haben  wir  offenbar; 


//  ttr  itir 


a  ZZL  a  y     a  ziz,  a  ^     a  zz,  a  ^     a  zu  a      etc. 

//  =  b\     b  —  b';   b  =  h'\     b  —  b"  etc^ 

t^;6,     c  ZU  c  ^     c  zz  c    ^     c  zz  c      etc. 

a  zz  a.     a  zz  a  ^     a  zz  a  ^     a  zz  a     eic. 

ßzzßT,     ß  =  ß\    ß  zz  ßf\    ß  zz  r  ^^c- 
indem  man  mit  d  bezeichnet,  was  aus  a  wird,  wenn  man  in  dem  Ausdruck 
desscIbeUi  der  in  den  Formeln  (4)  gegeben  ist,  den  Exponenten  (i)  in  (2) 
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verwandelt:  mit  d\  was  aus  a  wird,  wenn  man  in  dem  Ausdruck  von  a 
den  Exponenten  (i)  in  (3)  verwandelt;  mit  d'\  was  aus  a  wird,  wenn 
man  in  dem  Ausdruck  desselben  den  Exponenten  (i)  in  (4)  verwandelt, 
und  so  fort« 

Macht  m^n  den  Durchschnitt  der  n  Ebenen  unmöglich,  so  hat  man 
die  Bedingungen,  unter  welchen  die  n  Ebenen  untereinander  parallel  sind. 
Dm  diess  hervorzubringen  ,  braucht  man  nur  ö,  ä,  c^  a\  b\  c\  d\  V\  c\ 
etc.  gleicl^i  Null  zu  machen,  oder,  was  dasselbe  ist : 

U.    S.    W« 

Bicss  sind  die  Bedingungsgleichungen ,  welche  erfüllt  seyn  müssen, 
damit  sich  n  Ebenen  parallel  seyn  können. 

4^*  Aufgabe.  Man  finde  die  Entfernung  D  zwischen  zwei  Puncten 
im  Raum,  deren  Coordinaten  x\  y\  z    und  x\  y\  z     sind. 

Auflösung.     Wenn  man  durch  die  Coordinaten  des  ersten  Punctes 

#  ■ 

drei  Ebenen  legt ,  die  parallel  mit  den  Coordinatenebenen  sind ,  so  wird 
ein  Parallelepiped  gebildet,  dessen  ebene  Winkel  X,  jtt,  v  und  dessen  Selten- 
linien gleich  x\  y[^  z  sind,  und  dessen  Diogonale  der  Entfernung  des 
Punctes  vom  Anfangspunct  der  Coordinaten  gleich  seyn  wird,  dasselbe 
gilt  von  den  Coordinaten  x\  y\  z'  des  andern  Punctes :  Ebenen,  die  man 
durch  dieselben  parallel  mit  den  Coordinatenebenen  legt ,  bilden  mit  den 
Coordinatenebenen  ein  ähnliches  Parallepiped,  dessen  ebene  .Win^^^  gleich 
X,  \k^  V,  dessen  Seitenlinien  gleich  x\  y\  z\  sind   und  dessen  Diagonale 
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gleich  ist  der  Entfernung  des  Punctes  vom  Anfangspuncte  der  Coordinaten. 
Es  ist  ferner  klar,  dass  man  die  Entfernung  der  beiden  Puncte  als  die 
Diagonale  eines  Parallelepipeds  von  denselben  Winkeln  ansehen  kann, 
dessen  Seitenlinien  gleich  x — x\y  -^f^  und  z  —z  sind.  Es  gilt  also 
diese  Diagonale  zu  finden* 

Man  kann  diese  Diagonale  direct  berechnen;  einfacher,  wenn  auch 
nicht  schärfer,  ist  folgende  Methode,  sie  zu  finden.  Man  sucht  erst  die 
Diagonalen  der  Seitenflächen  des  Parallelepipeds,  deren  Quadrate  gleich  sind: 

ö'  -f-  ^*  -}-  HQC  COS.  a 
^'-f-  ^'  -f-  ibc  COS.  v\     ' 
indem  man  z  —  -r"  zu  a^  y  — y"  zzb^  z  —  z'  —  c  setzt. 

Jetzt  ist  es  klar,  dass  man  das  Quadrat  der  Diagonale  des  Parallepi> 
peds  findet,  wenn  man  zum  Quadrat  eines  der  drei  Diagonalen  der  Seiten- 
flächen desselben  hinzufügt: 

1  das  Quadrat  der  dritten  Seitenlinie  des  Parallelepipeds,  welche  nicht 
in  dem  Ausdruck  der  gewählten  Diagonale  der  Seitenfläche  vorkommt; 

2  eine  Grösse,  ^,  k'  oder  k'\  die  uns  unbekannt  ist,  weil  wir  den 
Winkel  zwischen  jener  dritten  Seitenlinie  des  Parallelepipeds  und  der  ge- 
wählten Diagonale  seiner  Seitenfläche  nicht  kennen. 

Man  hat  also,  je  nachdem  man  die  erste,  zweite  oder  dritte  Diagonale 
wählt,  folgende  drei  Ausdrucke  für  das  Quadrat  der  gesuchten  Diagonale 
des  Parallelepipeds : 
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Ä>  ^  3>  4.  ^*  4.  o.ab  COS.  X  ^k 

Ä'  +  i'  +  ^'+  ^aC   COS.  jl*  +  ^ 

a^  j^y^c^-^  2ic  COS.  r  +  kf'. 

Da  diese  drei  Ausdrücke  unter  einander  gkich  sind,  so  ist  klar,  dass 
der  Ausdruck  von  k^  2.ac  cos.  jit  und  !ibc  cos.  v  enthalten  muss;  der  Aus^ 
druck  von  k^  muss  2,ab  cos.  X  und  übe  cos.  v  enthalten,  und  der  Aus- 
druck von  k"  muss  2,ab  cos.  X  und  nac  cos.  /x  enthalten. 

Nun  aber,  wenn  JLz^jiirzvzrgo®;  oder  cos.  X  zz  cos.  /l^  rr  cos.  y 
m  o  ist ,  so  ist  das  Quadrat  der  gesuchten  Diagonale  des  Parallelepipeds 
gleich  a'  -}-  Ä'  +  tf':  in  diesem  Fall  ist  also  k  '^:,  k  'zn  k"  zzl  o.  Wenn 
hingegen  X  zz  fi  'zz,  v  ^z  o  oder  cos.  X  zz  cos.  fi  zu  cos.  r  z::  i  ist ,  so 
ist  offenbar  das  Quadrat  der  Diagonale  des  Parallelepipeds  gleich  (o-^b^cy 
oder  gleich  0'  -f-  Ä'  -f-  ^'  +  2ab  -j-  2ac  +  2bc ;  also : 

k    ZZ,  2ac  -f-  2bc 

k  zz:  2ab  -f-  2bc 

W  ZZZ  2ab  -|-  20  c. 

Hieraus  kann  man  schliessen,  dass  diese  drei  unbekannten  Grössen  im 
Allgemeinen  keine  andere  Bedeutung  haben  können,  als  folgende: 

k  zz  2ac  COS.  fi  -f-  2bc  cos.  v 
k  :=:  2ab  cos.  X  4*  ^^^  ^^^  ^ 
k'  zz  2ab  COS.  X  -f"  2^^  ^ö^  i'*» 

Bezeichnet  man  also  mit  D  die  Diagonale  eines  Parallelepipeds,  dessen 
Seitenlinien  gleich  a^  b^  c^  und  dessen  Winkel  gleich  -X,  /i,  v  sind,  dass 
faeisst,    wo  der  Winkel  zwischen  o  und  b  gleich  JL,   der  Winkel  zwischen 
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a  und  c  gleich  /i  und  der  Winkel  zwischen  b  und  c  gleich  v  ist,    so  ha- 
ben wir 

/)'  zz:  a'  -j-  3'  +  c'  "f-  2fl3  COS.  i  +  lac  cos.  jtt  -f-  ibc  cos.  v. 
Die  Entfernung  zwischen  zwei  Punclen,    deren  Coordiuaten  x\  y\  z    und 
X  ^  y  ^  z    sind ,  ist  also 

y[{x  -  x'y  4-  (/  _/')'  +  (z'  -  z-y  +  2  (x'  -  i")  (/  -  /')  ca..  ;l 

-}-  2(x  —  or")  (c'  —  z')  COS.  /^  -f-  2(/  — y)  {z   —  z")  cos.  r]. 
Macht  man  x'  zz  y  m  ^"  :^  o,  so  findet  man  die  Enifernung  eines 

runctes ,  dessen  Coordinaten  x\  y\  z   sind,  vom  Anfangspunct  der  Coordi- 

naten : 

Y[x''  -|-y*  -f-  z  ^  -|-  nx'y   COS.  X  +  2XZ   COS,  jtt  -["  ^Z^'  ^^s.  r]. 
5^'  Aufgabe.     Man  finde   den  Winkel  zwischen  zw<ei  graden  Linien« 

deren  Gleichungen 

ex  -{-  az  -^^  a  zz  o 
cy  -^  b  z  -^  ß  z=:  o 
ex  -|-  ß^  -j-'  a   zu  o 

sind, 

Auflösung.  Wir  wollen  mit  x\  y\  z  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnittpunctes  der  beiden  Linien  bezeichnen,  so  haben  wir  aus  dem  ^or- 
hergehenden 

f  ticf,    —  a  (i 

ac  —  ac' 

_  bßf  -  b'ß . 

y    —    b'c-bc'  ^" 

f  ac  —  ac     ^^^^^  pc  —  ßc' 

^    —   aJ  —  a'c    —   U'^^^^c 

Wir  wollen  jetzt  zwei  Puncte  auf  den  beiden  Linien  annehmen,  deren 
Coordinaten  x'\  y\  z    und  x"',  /',  z"  sind,    und  welche  gleich  weit  von 
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dem  Durchschnitt  der  beiden  Linien  entfernt  sind.     Die  Entfernung  dieser 
Puncle  vom  Durclischnitlspunct  der  Ebenen  sey  zu  i.     \Vir  werden  Laben: 

1*"'    Da  sich  die  beiden  Puncte  auf  den  beiden  Linien  befinden: 

ex    -\-  az    -f-  a  zz:  o 
:f  J^  bz     4-/9  =  0 


^2) 

c X    -Y  az   ^  a  ziz.  o 


hieraus  und  aus  den  Gleichungen  (i)  findet  man  : 

nc'  {«'  —  c")  —  «V  (z'  —  z") 


tt  rrf 

X     X 


ctf 


he  («' — Vo  —  h'c  («'—  z'") 
j   —  y.  = 


//         /// 


2  '     Da   ihre  Entfernung   vom  DurcbschniiLspuncte    der    beiden  Linien 
r=  I   ist : 

I  =(^^-0-^)' + (/-/r + {^-'^y + 2(y-:.o  (/-/o  COS.  xj 

H-2(^''  — i^0(^''  — -^'')C0S./t4-  2(/— /■)   (i^  — «^0  COS.  v! 
+  2<X^  —  X^^-)  (^—  Z''')  COS.  /*  +  2(/— >'0  (^— «''''0  COS.  *) 

3  '    Wenn   man  p   die  Entfernung   der   beiden  Puncte  nennt ,    deren 
CoordJnaten  >,  f,  3^'  und  3^'\  f',  zf^'  sind : 


+  2(X^''— i^-'O  (i^^— i^''')  COS.  jtl  4-  2{/^—f')  (^^— *^'0  COS.  A 


Jetzt ,    wenn  man  in  den  Gleichungen  (3)  für  die  Coordinaten  a/^.,  /^ 

t 

und  3f^\/^^  ihre  durch  die  Gleichungen  (2)  gegebenen  Weflhe  substituirt, 
und  zu  gleicher  Zeit  für  die  Coordinaten  x^^  /^  zf  ihre  durch  die  Glei- 
chungen  (i)  gegebenen  Werthe  setzt,  so  findet  man  (man  muss  in  dieser 
Fiechnung  nicht  vergessen,  dass  '^ J  3  ^a'c  ^"  u'  I^  v    "^  ^^  '**)  ' 
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t 

I  n  4-  (^-^  ^y  \^  +  *'  +  ^*  4"  ^^*  ^^®'  ^    ^^^  cos.  jti  —  ÜÄC  COS.  v] 

und 

I  —  ^  (^—  -2^'0'  E^''  +  ^^  +  ^''  +  2fl^y  COS.  r.  —  2öV  COS.  ]IA  —  2*^C^  COS.v] 

oder^  wenn  man 

fl'  +  iJ'  4"  ^'  4"  2flÄ  COS.  X  —  ^lac  COS.  ]Et  —  nbc  cos.  v  'iz:  j4 
und 

ß'»   -|«   i'»   -|-   C'*   -f-   20^3^    COS.   X    — •    2flV    cos,   ^    —    2i^^   C0&.   V    =    -r^'' 

setzt 

folglich  • 

und  (siehe  die  Gleichung  (2)  ^ 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  Gleichungen  (4)f  so  findet  man 
nach  den  gehörigen  Reductionen: 

Da  die  Entfernung  der  beiden  Puncte  vom  Durchschnlttspuncte  der 
beiden  Linien  gleich  Eins  bt«  so  ist  klar,  dass  ^  gleich  ist  dem  Quadrate 
des  Sinus  der  Hälfte  des  Winkels,  den  die  beiden  graden  Linien  mit  ein- 
ander machen,  oder  wenn  wir  diesen  Winkel  mit  P^  bezeichnen ; 

^  =  sin.  'iF 
und  da 

COS.  ^  rs  I  —  2  sin.  '  iP^ 


Macht  man  in  diesem  Ausdruck  ai^a\  bzüzb^   cizff ^   so  lal  man 
COS.  ^n:  I    oder  V'ZZo\    das  sind  also  die  Bedingungen,    unter  welchen 

zwei  Linien  einander  parallel  sind« 

•>» 

Die   beiden  Linien    machen  einen  rechten  Winkel  miteinander  ^    wenn 

alsdann  ist  cos.  F'zizo  und  /^nzgo*^.  Das  ist  dieBcdingungsgleichung, 
welche  erlullt  scyn  mnss,  wenn  zwei  grade  Linien  senkrecht  aufeinander 
seyn  sollen. 


6'  Aufgabe.  Die  Gleichung  einer  Ebene  zu  finden,  welche  durch 
einen  gegebenen  Pnnct  auf  einer  gegebenen  Linie,  senkrecht  auf  diese 
letztere,  gelegt  ist. 

A  u  f  I  o  s  u  n  g.        Es  seycn 

ex  -A-  az  ^  a  ZU  0 

.    .    (i) 

cy  -{-  bz  -^  ß  ZIZ  o 
die  Gleichungen  der  g|egebenen  graden  Liniet 

Es  seyen  überdiess 

* 

c'^x  +  af'z  4-  a  rz  o 

•  •  (2) 

c'f  +  b'z  J^  ß^zizo 

die  Gleichungen    einer   anderen  Linie ,    welche   senkrecht  auf  die  gegebene 
ist.     Es  folgt  aus  der  vorhergehenden  Nummer,  dass 
aa''-^bb^'j-cc^'j-(a''b-{'ay)co8.X—(ä^c—ac'')cos.fi  —  (bc^~^  •  •  (3) 

Es  seyen  j/,  y^,  j^  die  Coordinaten  des  Punctes  auf  der  ersten'  Linie, 
durch  welche  die  Ebene  gelegt  ist.     Da  die  zweite  Linie  auch  durch  diesen 
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Puncl  geht,    so  müssen  seine  Coordinaten  auch  der  Gleichung  dieser  Linie 
Genüge  leisten;  wir  haben  also 


r     - 
1  I 


(4) 

Wenn    man    die    Gleichungen  (2)  und  (4)    von    einander   abzieht,    so 
findet  man: 

cf  {x  —  x^)  Ar  n'  (z  —  z^  -=.  o 

^'  (j  -  /)  +  ^  {^  -  ^')  -  o 
oder 

{•  —  -) 

Substituirt  man  diese  Werlhe  von  //  und  ^  in  die  Gleirliung  (3), 
so  hat  man : 

oder 

oznx  (ö-|-^cos.  \  —  c  cüs.a)-j-/  (^"H'  ^^^•^-  —  ^  cos.*/)  -[--c  ( — c-\-a  cos.^a-f-Äcos.r) 

x^  {a  Ar  ^  ^^^*  ^  —  ^*  ^ö^*  A*) 
—   \  +  j'^  (^  +  ''  COS.  X  —  c  cos.  r)        •         •        C^) 

-f-    C^( — cAr  O'    cos.    li  +   Ä    CQS.    V) 

Das  Ist  die  Gleichung  der  Ebene,  welche  der  gemeinschaftliche  Ort 
aller  graden  Linien  ist,  die  durch  den  Punct  gehen,  dessen  Coordinaten 
xf%  '/y  'Zusind,  und  die  senkrecht  auf  irgend  einer  graden  Linie  sind,  deren 
Gleichungen  '.  ,    ,.,    1,4 
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ex  -\-  az  -^  a  ZZL  i 
cy  -\-  bz  -^^  'ß  zz:,  t 


sind. 


7*  Aufgabe.      Man    finde    die    nöthigen  Bedingungen,     damit    eine 
grade  Linie  senkrecht  auf  einer  Ebene  sey. 

Auflösung.     Es  sey 

^jc  4-  %  -f-  C^  -f  jD  =  o 
die  Gleichung  der  Ebene.      Vergleicht    man  diese  Gleichung  mit  der  Glei- 
chung (5)  in  der  vorhergehenden  Nummer,   welche  die  Auflösung  des  um- 
gekehrten Prohfenis  enthält,  so  findet  man: 


A  ZIZ  a  '\-'  h  cos.  X  —  c  cos-  \i 
H  ZU  b  '\-  a  cos.  ).  —  c  cos.  v 
C  zzL  —  ^  -f-  fl  COS.  ^  -[-  ^  cos.  V 


ip) 

(a) 

(r)' 


Man  folgert  aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  (p)  und  (q) 

____    y/  8?n.  'y  -f-  ^  (r09.  A  cos.  v  —  tos.  ju)  -^  B  (cos.  v  cos.  //  —  co$.  ^) 

"""  1   cos.   ^>i  COS.   ^  fl  COS.   ^V  ~\-  2  cos.  ^  cot.  ßl  COS.  V 


b  — 


B  sin.  *a  -|-  /7  (cos.  /  cosl  //  —  cos.  r)  -|-  j4  (ccs.  //  cos.  v  —  cos.  /) 
1  —  cos.  ^^  —  COS.  ^/i  —  cos.  ^y  -J-  2. cot.  >i  cos.  /i  cos.  v 
C  sin.  ^-^.  -{-  ^-Z  (cos.  X  COS.  y  —  cos.  /m)  -f-  j?  (cos.  ^  ro».  p  —  cos.  l) 
1  —  COS.  ^X  —  cos.  ^/i  ••  COS.  *y  -T  2  cos.  X  cos.  '/x  cos.  y 


Das  sind  die  Wcrthc  von  /7,  b  und  ^:  in  den  Gleichungen 

^x  -j-  ör  -}-  a  m  o 

O^  +  ^^  +  /5  =  0 
einer  graden  Linie,  die  senkrecht  auf  die  Ebene  ist,    deren  Gleichung  wir 
gleich  im  Anfange  dieser  Nummer  gegeben   haben. 

8     Aufgabe.       Man    finde    den  Winkel  XJ   zwischen    einer    graden 
Linie  und  einer  Ebene. 
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Auflösung.       Es  seyen   wieder 

ex  -^  äz  -x-  ci  ^L  e 

cy  -|-  3z  -f-  /9  ZZ  o 
die  Gleidiungen  der  graden  Linie,  und 

Ax  -\-  By  -\-  Cz  ^  D  -zz  0 
die  Gleichung  der  Ebene. 

Wir  denken  uns  ein«  Linie,  deren  Gleichungen 

c^x  -f-  ^^  +  a  ZZ  o 

^y  '\-'bU  '\-  ^  zu  o 

seyen,  und  welche  senkrecht  auf  die  Ebene    ist;    also,    nich    der    vorher- 
gehenden Nummer : 

/   ^_____  A  «m.  ^v  ^  C  (cos.  A  co».  v  —  cos.  fi)  -^  B  (co».  v  cos.  ju.  —  i-os.  x) 

"~"  1   —  COS.    ^^  —  COS.    ^fl  COS.    ^f  -|-  2  COS.  Ä  COS.  fl  COS.  V 

1/  ____  B  si«.  ^fiJ^C  (cos.  ^  ««OS.  ß  —  COS.  y)  -j-  ^  (cos.  ^  co«.  y  —  cos.  x) 

"""  1  —  COS.  2>l  —  cos.  ^/4  —  COS.  ^y  -|-  2  cos.  ^  cos.  /<  cos.  y 

• C  »in.  *-^-  -^  A  (coi.  -^  cos.  V  —  COS.  /w)  -|-  iff  (cot.  -^  cot.  pt,  —  cos.  y) 

""*  1  —  cot.  2/i  —  cot.  ^yu  —  cot.  ^¥  -^  Z  cos.  ^  cot.  /<  cot.  V 

Es  ist  klar,  dass  der  Winkel  zwischen  diesen  beiden  graden  Linien 
gleich  ist  dem  Complement  des  Winkels  zwischen  der  ersten  Linie  und 
der  Ebene  zu  go**-  Wir  haben  aber  in  Mummer  (5)  gefunden,  dass,  wenn 
wir  den  Winkel  zwischen  den  beiden  graden  Linien  mit  ^bezeichnen: 

cos» A  —   i ,    «  ,  .  ^  . — r-T-T — r- \ — ■ ■     t.   .-  .     .-   . — TT-'. rr: —.  , 


ist.     Substituirt  man   in   dieser  Gleichung    für  a^  und  ^  ihre   eben   ange- 
führten Werthe,  und  setzt  man   sin.  U  fiir  cos.  /^,  so  hat  man : 

s\ti.U— Aa^Bh^Cc ^  ^   .^ 

/(a^4^a^<;:'^2ö^cot./l— ^accos..tt— 26«;cos.y)/(^a4m.'»y4./?3sln.V+6'^«in.2^  ^   J 

*^2jiB{cQ^v  cos.^— cos.<<^) 
J^2AC{co%.X  ros.v — cos.,u) 
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Macht  man  in  dieser  Gleichung 

A  tan,  3y  -i-  ^  (coÄ.  ^  co*.  y  —  co».  fx)  J^  B  (cos.  v  cö*.  ^/  —  co5.  ?.\ 

Q     — ^  ' 1. — ! i ' 1. 

""^  1  —  cof.  ^^  —  CO»,  ^/i  —  COS.  'y  -|-  2  cos.  ^  cos.  /«  cos.  v 

,    _^_^   J5  sin.  */A  -f-  C  (cos.  >l  co§.  ß  —  CO*,  y)  -|-  A  (cos.  /k  cos.  y  —  cos.  Ä) 
'  1  —  COS..  ^>l  —  COS.  ^fd.  —  COS.  2y  -j-  2  cos.  Jl  cos.  /*  cos.  y 

^^_^         ^ sin.  ^-^  -^  y/  (cos.  A  COS.  y  —  cos.  fx)  ^  B  (cos.  ^  cos.  /u  —  cos.  y) 
1  .«.  COS.  ^X  —  cos.  ^/«  —  COS.  'y  -^  2  cos.  ^  cos.  ytc  cos.  y 

SO  findet  man  sin,  f/  =:  i    oder    17  n:  go^   was  Tollkommen  damit  über- 
einstimmt, was  wir  in  der  ]^ummer  (7)  gefunden  haben« 

Macht  man  hingegen 

j4a  '■{-  Bb  —  Cc  :iz  o 
so   wird    sin,    U  ZZ  o    und    V  'ZZ  o.        Diese  Gleichung    enthält   also   die 
Bedingungen,  unter  welchen  eine  grade  Linie  einer  Ebene  parallel  ist. 

9^'  Aufgabe.     Man  finde  den  Winkel  zweier  Ebenen« 

Auflosung.     Es  sey^n 

Ax     -{-  iBfjr     ^  Cz     -]-  D  —  o 

^(x)^+  Kyy+  ^0)^+  ^  =  ^ 
die  Gleichungen    der  beiden  Ebenen. 

Man    denke    sich    jetzt    zwei    grade    Linien    senkrecht    auf    die  beiden 
Ebenen;  die  Gleichungen  dieser  graden  Linien  seyen: 

ex  '\-  az  ^  a  'zz  0 

cy  -\-  bz  -^  ß  ZU  0 

i/x  '\-  af z-^-  ti  -zz  o 

€^y  -|"  ^'^+  ^  "HZ  o* 

Da    sie    senkrecht    auf   beiden  Ebenen    sind,    so    hat    man  nach  dem 
Vorhergebenden  3 
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A  5in.  '^v  -\-  C  (co«.  X  CO«.  —  COS.  /i)  A-  B  (cos.  r  cos.  /x  — r  co».  X  ) 

-"'  1  —  cos.  ^>l  —  cos.  V  —  cos.  ^y  -|-  2  cos.  >i  cos.  /i  cos.  v 

B  sin.  */i  -|- /7  (cos.  X  COS.  /ti  —  cos.  v^-^-A  (cos.  ^  ros.r  — cos./.) 
■■^'  1  —  cos.  ^X  —  cos.  ^fi  —  cos.  ^y  -U  2  cos.  k  cos.  /*  cos.  y 

/7  sin.  ^X  -^  >/  (cos.  X  COS.  V  —  ros.  |i)  -f-  jff  (ro«.  ^.  cos.  //  —  co».  i') 

"■^  1  —  COS.  ^X  —  COS.  ^in  — cos.  *y  -|-  2  cos.  ^  cos.  /£  cos.  V 

^  ^_^   ^/(i)  sin.  ^y -f- ^(i)  (cos.  -^  cos.  v  —  co«.  //)  ^  B(\)  (ros.  r  co».,,«/  —  ro<.  ^) 
*  1  —  COS.  */i  —  cos-  ^/t  —  cos.  *y  -|-  2  CO:*.  /.  cos. n  cos.  V 

1 COS.  ^X  —  COS.  ^  fl  COS.  2*'  -4-  2  COS.  z'.  COS.  /U  COS.  V 

^  Cu)  sin.  ^X -f- ,-^(1)  (cos.  -^  COS.  V  — co». ßt)  -|- B(i)  (cos.  x  cos.  /a  —  cos.  i) 

^   '^™—  .1  ■  ■  ..  ■        ■■ 

1  —  cos.  ^/i  —  cos.  ^yu  —  cos.  ^y  -|-  2  cos.  A  cos.  /i  cos.  r 

Der  Winkel  zwischen  diesen  beiden  graden  Linien  ist  offenbar  gleich 
dem  Complemenl  des  Winkels  zwischen  den  beiden  Ebenen  zu  i8o°.  Be- 
zeichnen wir  diesen  Winkel  mit  f"!^ ^  so  ist  klar,  dass  wir  — cos.  //'  be- 
kommen werden,  wenn  wir  in  der  Gleichung  (4)  der  5ten  Kummer  für 
o,  Ä,  c  und  fl^  3^  c^  die  eben  entwickelten  Werthe  dieser  Grössen  sub- 
stituirt.     Man  findet  auf  diese  Welse: 

•y r -^-/fi)  «in.^y -[-  BB(i)  sln.^fi  -f-  CC(i)  sin. 2^.  -j-  (ABd)  ^-  ^j  i^,Ä)  (ros^  cos.  r  —  ro*.  /') 


V  (A  ^sin.^v-X-B^sin.  ^/M-j-6'^sin.  ^^-|-2.Yi5(cos./icos.r — cos.>?.)-|-2.if6'(cos./'.cosy — co%.u)  -i^ZJJl'  (ros./.<os.  u — to*.> 
-f-  (-^^(i)-}--'^(i)0  (cos.^.  cos.y  —  cos.M)-f-  [ß^^^C  -^  BC{i))  (cos.^  ro-«..«  —  cos.i) 
>/(^»sin.2)^-ifa  sin. 2/^4^.'^  sin. ^/.4'2^(vi?(^j(cos.Mco$.i--cos./.)-f-2  — co6./j)^2B.    C,Aco>./.ct»>.'t     «o^».! 

Macht  man  A-zzA^  ^^BznB^  ,^CziiC^  ,,  so  findet  man  — cos.//'zz  i 

<i)'  (r)'  (1)' 

oder   FJ'^zlZiSo^*      Das   sind   die    Bedingungen,    unter   welchen    die  zwei 

Ebenen  parallel  untereinander  sind.     Man  erhält  co^.PV zz.o  oder  f'F zz: tp'^ ; 

wenn  man 

4^y^^,jsin.'y-^-JBß^j^sin.'/x4-^^(i)Sip.^Jt+(>^5(,)  +  -^^,)/^)(cos.rcos.u — cos./i) 

']-^AC^^^'\-A^^^C)  (COS.X.COS.V — cos-ju.)-(-(-ß^(r)-f-^/i)0  (cos.Jlcos.a C0S.)/)=ZÖ. 

Das  ist  die  Bedingungsgleichung,  welche  erfüllt  seyn  muss,  damit  zwei 

Ebenen  senkrecht  auf  einander  seyn  können. 

Nola.    Es  ist  klar,  dass  von  den  zwei  Winkeln,  die  zwei  Ebenen  mit- 


-      47       - 

einander  maclien ,  und  die  sich  zu  i8o°  complemenliren,  in  der  obigen 
Entwickelung  derjenige  gemeint  ist,  der  dem  Anfangspunct  der  Coordinaten 
zugekehlt  ist,  oder  innerhalb  dessen  Oeffnung  sich  der  Anfangspunct  der 
Coordinaten  befindet. 

x5.  Aus  der  letzten  Formel  ,  welche  den  Cosinus  des  Winkels  giebt, 
den  zwei  Ebenen  mitein:aader  machen  ,  kann  man  alle  vier  Grundformeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  ableiten*  Man  kann  sich  nämlich,  wie  schon 
in  Nro.  8  dargethan  ist,  jedes  sphärische  Dreieck  so  construircn,  dass  man 
diel  Ebenen  durch  den  Mittelpunct  einer  Kugel  legt.  Diese  drei  Ebenen 
schneiden  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  ein  sphärische^  Dreieck  ab,  dessen 
Winkel  den  Neigungswinkeln  der  Ebenen,  und  dessen  Seiten  den  Winkeln 
zwischen  den  Durchschnittslinien  der  Ebenen  gleich  sind.  Die  Neigung 
der  Ebenen  ist  aber  der  Gegenstand  der  eben  entwickelten  Formel  ;  sie 
niuss  also  alle  Aufgaben  der  sphärischen  Trigonometrie  ebenfalls  zu  lösen 
im  Stande  seyn. 

Wir  wollen  also  drei  Ebenen  wählen,  die  sich  unter  beliebigen  Win- 
keln schneiden,  und  den  Zusammenhang  ihrer  Winkel  und  der  Winkel 
ihrer  Durchschnittlinien  aus  der  eben  entwickelten  Formel  ableiten.  Um 
die  Sache  recht  einfach  zu  machen,  so  mögen  die  Coordinatenebenen  selbst 
diese  Ebenen  seyn:  da  die  Werlhe  der  Winkel  X,  a,  y  ganz  willkiihrlich 
sind,  so  können  sie  allerdings  alle  mögKchen  Winkel  gegeneinander  an- 
nehmen, und  sind  deshalb  zu  unserm  Zweck    geeignet. 

Erst  suche  mau  die  Werthe,  ^ie  j4,  B,  C,  D  in  der  allgemeinen 
iileichung  der  Ebene  annehmen,  wenn  die  Ebene  eine  der  Coordinatenebe- 
nen selbst  seyn  soll.      Es  ist  klar,  dass  die  Gleichunff  der  Ebene  der  x;  y 
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50  beschaiFen  seya  muss,  dass  z  für  jeden  Werth  von  x  und  y  gleich  Kuli 
wird«      Also: 

■~  —  ^; 

Diese  Gleichung  kann  nicht  anders  für  alle  Werthe  von  x  und  ^  statt 

finden,  als  wenn 

Eben  so  findet  man  für  die  Ebene  der  jt,  y 

D  ziz  0^    C  zi:  Oj    Azzo 

und  für  die  Ebene  der  j,  z 

D  zzL  0^  B  zz  Oj  C  zzo. 
Bezeichnet  man  also  mit  Z  den  Winkel  der  Ebene  der  xz  mit  der 
Ebene  der  jr;  mit  M  den  Neigungswinkel  der  Ebene  xy  mit  der  Ebene  der 
yz;  mit  N  den  Winkel  der  Ebene  xy  mit  der  Ebene  der  xz;  so  muss 
man,  um  diese  Neigungswinkel  zu  finden,  in  der  Gleichung  der  vorher- 
gehenden Nummer,  welche  den  Cosinus  der  Neigung  zweier  Ebenen  gicbt, 
deren  Gleichungen 

Ax    -\-  By    +    Cz  +  D    =  o 

(I)     >       (ly   »       (X)     •        (I) 
sind,    den  Grössen  A.   Ä,    C,   A   ,,    /i,  ^ ,    C   ^     nacheinander    folgende 

Werthe  geben: 

Um  cos.  L  zu  finden:     C  ZU  o,     j4  zzi  o^  /?      zz  o,     C   .  n:  o; 

Um  COS.  M  zu  finden:     B  ziz  o/  C  ZZ  o,  B  ,  ZZ  o,     A^  ^zz  o\ 

Um  COS.  A''  zu  finden:     A  zz  o^    B  zz:  o^  A      zz  o,     C      zzz  o; 

subslituirt    man    diese  Werthe    nacheinander  in  die    obige  Formel  ,    so 

findet  man  : 
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ZCOS.  U  CO«.  ¥  —  COS.  X 
:^    — : ; — 

sin.  yu  sjn.  y 

TUT  _    CO«- ^  COS.  y  —  COS.  ^  ..»v 

—  COS.  m  zz, : — -r-i ^    •     •    (IT) 

Sin.  A  Sin.  V  ^      ' 

mr    COS.  X  COS.  /*  —  COS.  V 

—  COS.  N  ~  : — r-' • 

sin.  X  sin.  (A 

diess  ist  eine  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie. 
Man  findet  aus  den  eben  entwickelten  Formeln: 

3  T a  r    ^   *  ""  C«*S.  ^j4  —  COS.  ^1* COS.  *F  -l-  2  cos.  -^  COS.  i«  COS.  V 

Sm.   'X  =r   I    —  COS.  'X  =r  ■— r— r-i- 

sin.  ^/u  sm.  *v 

« 1^  a  Ä>r 1  ""  "*••  ^^  ~~  COS.  ^u  —  COS.  ^vAr2  «o$.  ^  ros.  i/  cos.  y 

Sin.  '^zz  I  —  cos,'iw  =: .    a.  .    7^ i^ 

sm.  ^A  sin.  2y 

«  «r  a  mr  1  —  CO».  *^  —  COS.  ^ß COS.  *y  +  2  COS.  X  COS.  I<  COS.  Iß 

Sin.  Nzz  i  —  COS.  ir  :=:  .   ^-  .    ^ ' 

un.  'a  sin.  '/i 

fol^ich  : 

sin.  X  sin.  X 


zin.ßf  sin.  /i 

sin.  Z  sin.  ^ 


sm,N  sin.  y 

nnjif  sin./» 


(J) 


sm,N  ^**  sin.  V 

welches  die  andere  Grundformel  ist. 

Man   kann   die  erste  von  den  Gleichungen  (/i)  auch   unter  folgende 
Form  bringen  : 

^_^     cot.  ß  COS.  V  COS.  X 


—    COS.    L  IZ 


sin.  V  sin.  ß  sin.  v 


Diese  Gleichung  mit  cos«  v  multiplicirt  giebt: 

-  cot.  ß  cot.  *y  COS.  X  COS.  9 

—    COS.    L   COS.   V    ZU   : —   -: : 

sin.  y  sin.  ß  sin.  v 

cot.  ß  .  COS.  X  COS.  y 

^:  -: —    cot  U,   sm.  V :^ : 

sin.  y  *^  un.  /i  sm.  y 

oder  da  cos.  X  cos«  v  ZU  —  cos.  M  sin.  fi  sin.  X  -}-  cos.  fi; 

Z.                 I      COS.  ^  sin.  X  f  vNv 

COS.  V  =:  —  cot.  a  sin.  v  +  — : ;     •     •     \u) 

T     ^       ^  sin.  X   sin.  L 

und  da  ferner  -; —  ZZ  -r— =>; 

sm.  ß  $m*Ja 

cos.  Z  cos.  V  zz  cot.  jti  sin.  v  —  cot.  ilf  sin.  L^ 
welches  die  dritte  Grundformel  ist. 
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Man  Lann  die  vierte  Grundformel  finden,  indem  man  die  Gleichung 
(D)  mit  sin«,  fn  multiplicirt.    Man  findet : 

cos«  M  sin«  X  :z:  cos«  fi  sin«  v  — -  cos«  L  sin«  fi  cos.  v« 

^    «      •     •    .  •       !•  nti»  /i  B\n,9   4H«        •        «  >  sin.  7  sin.  jtf^   ^. 

Suostitmrt  man  m  dieser  — l  ■■^--  für  sm«  J.  und  — >    ^  ■  für  sin.  u, 
SO  findet  man : 
sin«  Z  cos«  mt  n:  sin«  N.  cos«  fi  —  cos«  L  sin«.  M  cos«  v    ♦     »    (^ 

Diese  Gleichung  ist  dieselbe,  die  wir  schon  bei  der  Entwickelong  der 
yierten  Grundformel  der  &ph*äriM:hea  Trigonometrie  In  Nummer  (8)  benutzt 
und  ebenfalls  mit  (A)  bezeichnet  haben«  Wenn  man  nämlich  in  dieser 
Gleichung  M  (ur  N  und  v  für  fi^  und  umgekehrt,  setzt,  was  immer  er- 
laubt ist,  so  hat  man : 

sin«  L  cos«  N  =z  sin.  M  cos«  v  —  cos«  L  sin.  N  cos.  fi 
oder 

sin«  M  cos»  V  zz  sin«  L  cos«  iV^  -f-  cos«  L  sin.  N  cos.  ju* 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  sin«  M  qos«  v  in  das  dritte  Glied 
der  Gleichung  (^,  so  hat  man: 

sin«  L  cos.  M  =z  sin«  N  cos«^  fi  sin  ^L — '^in«  L  cos«  L  cos.  iK; 
oder,  nachdem  man  auf  beiden  Seiten  mit  sin.  Z  dlvidirt: 

cos«  M  zzz  sin«  N  sin«  Z  cos«  ja  —  cos.  Z  cos.  iV^ 

welches  die  vierte  Grundformel  Ist« 

•* 

16«  Die  la  der  i4  Nummer  entwickelten  Formeln  werden  ungleich 
einfacher,  wenn  man  X  zzz  fi  zz  v  zz  90^  oder  cos«  3L  =:  cos«  fi  zz  cos.  v 
zz  o  setzt ;  das  helsst,  wenn  man.  die  Coordlnaten  rechtwinklicht  nimmt» 

Es  seyea 


i 

J 
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Ax    -{-  By    4-Cz    4-Z>    =ro 

^(0-+  ^(.,r+  ^(o^H-  ^*o=  0 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen,  und 

ex  -^  az  -}-  a  "HZ  0 
cy  -^^  Iz  -\-  ^  zz  o 
xfx  +  afz  '\-  ti  "ZZ  0 

€fy    ^  l/z  ^  ^  —O 

die  Gleichungen  zweier  graden  Linien«    Wenn  man  diese  Gleichungen  auf 
rechtwinklichte  Coordinaten  bezieht,  so  hat  man  : 

i**'  Wenn  man  mit  V  den  Winkel  der  beiden  graden  Linien  bezeichnet : 

COS.    K    y(aa-j.6^4.c2)  ■}/ (a'^ J^^^T^* 

Die  Bedingungsgleichung,  welclie  erfüllt  seyn  muss,  damit  diese  beiden 

graden  Linien  einen  rechten  Winkel  machen,  ist : 

aa^  -^^  by  -^  ccf  ZZ  o\ 

und,  wenn  sie  mit  einander  parallel  sind,  so  haben  wir: 

j 


a  zz  a' .     b  zz  1/  %    c  zz  (^0 


2  '  Wenn  man  mit  U  den  Winkel   der   ersten   graden  Linie  mit  der 
ersten  Ebene  bezeichnet : 

TT  Ja-UBb  —  Cc 

sm.  U  ZZ        - — 


Macht  man  a  zzA^  bziB^  "-^  c  zzC^  so  wird  sin.  1/  :zz  i  oder 
V  zz  90^)  und  die  Linien  machen  einen  rechten  Winkel  mit  der  Ebene« 
Setzt  man  hingegen 

Aa  -^  Bb  ^^  Cc  ZZ  o 
se  wird  sin.  Uzzo   und   Uzzo;    in    diesem  Falle   sind   also   die  Linien 
und  die  Ebene  einander  parallel« 
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3^'  Es  sey  Vf'^  der  Winkel  der  beiden  Ebenen,  so  hat  man: 

COS.    #/^    «.   y,(A^J^B^^C-)V(Al^^Jr^l,'{'(^l^ 

Setzt  man  cos.  fV  ziz  o,  so  ist  fV  zz  go^  tind 

^^(.)+  *^(0+  ^^(0=  ''• 
Setzt  man  hingegen 

so  wird  —  COS.  fV  zz  i    oder  fJ^  ziz  i8o**,  und  die  beiden  Ebenen  sind 
einander  parallel. 
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III.    EINIGE  ERKLÄRUNGEN  AUS  DER  STEREOMETRIE. 


Man  benennt  alle  von  Ebenen  begrenzte  Körper  nach  der  Anzahl  und 
der  Form  dieser  Ebenen,  zum  Theil  nach  ihrer  respectiven  Lage,  wenn  sie 
sich  hierin  von  den  übrigen  auszeichnen.  In  allen  Formen,  die  bei  den 
Krystallen  vorkommen,  sind  immer  je  zwei  Flächen  einander  parallel,  mit 
sehr  wenig  Ausnahmen« 

i)  Das  vierseitige  Prisma,  von  sechs  Flächen  begrenzt ,  von  denen  sich 
je  zwei  und  zwei  parallel  sind,  und  die  sich  so  schneiden,  dass  die  Be- 
grenzungsflächen Parallelogramme  sind,  d.  h.  Rhomben  oder  Rhomboide, 
oder  Rechtecke.  Man  nennt  bekanntlich  Rhombus  oder  Rhomboid  Vierecke, 
in  denen  je  zwei  und  zwei  Seiten  einander  parallel  sind;  beim  Rhombus 
sind  alle  Seiten  einander  gleich;  beim  Rhomboid  nur  je  zwei  und  zwei 
gegenüberliegende* 

Man  denkt  sich  gewöhnlich  das  Prisma  auf  eine  seiner  Flächen  ge- 
stellt, und  nennt  diese  die  Basis ;  man  begreift  noch  die  obere  ihr  parallele 
Fläche  mit  unter  diesem  Namen«  Die  übrigen  Flächen  heissen  Seitenflächen 
des  Prisma.  Eine  Linie,  die  durch  den  Mittelpunct  des  Prisma  allen  Sei- 
lenflächen parallel  geht»  heisst  die  Axe  des  Prisma*  Man  nennt  die  Durch- 
schnittslinien oder  Kanten,   die  die  Basis  mit  den  übrigen  Flächen    bildet. 
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Basiskanten  (Endkanlen)  ;  diejenigen  Kantea  hingegen,  die  aus  dem  Durch- 
schnitt  der  Seitenflächen  untereinander  entstehen  und  mit  der  Axe  parallel 
laufen,  Seitenkanten  (oder  auch  S'aulenkanten,  iadem  die  Seitenflächen  eine 
Art  Säule  bilden). 

Man  unterscieidet  verschiedene  vierseitige  Prismen  : 
A.    Grade  Prismen^  deren  Seitenkanten  rechte  Winkel  mit  den  Basis- 
kanten machen,  oder  deren  Seitenflächen  Kechtecke  sind« 
d)  Grades  Prisma  mit  quadratischer  ^Basis« 
^)  Grades  Prisma  mit  rectangulärer  Basis* 

c)  Grades  Prisma  mit  rhombischer  Basis. 

d)  Grades  Prisma  mit  rhomboidischer  Basis« 

B.  Schiefe  Prismen^  4eren  Seitenflächen  Khomben  öder  RhomboVde 
sind,  deren  Basis  also  einen  schieTen  Winkel  mit  der  Axe  macht.  Eine 
Ebene  durch  die  vordere  Seitenkante  und  die  Axe  gdegt ,  macht  einen 
rechten  Winkel  mit  der  Basis,  und  alle  Seitenflächen  sind  untereinander 
gleich  utid  ähnlich« 

d)  Schiefes  Prisma  mit  rhombischer  Basis« 
b)  Schiefes  Prisma  mit  rectangulärer  Basis. 

C.  Dnrcgelmässige  Prismen,  deren  Flächen  Rhomboide  sind,  von  denen 
nur  je  zwei  und  zwei  parallele  einander  gleich  sinfd:  die  Axe  macht  also 
einen  schiefen  Winkel  mit  der  Basis,  und  eine  Ebene,  durch  die  vordere 
Seitenkante  und  die  Axe  gelegt,  macht  keinen  rechten  Winkel  mit  der 
Basis. 

2)  Das  Octaedcr,  von  acht  Dreiecken  begrenzt«  Man  denke  sich  drei 
Linien    von    beliebiger  Länge,    die    sich  in  ihren  Mitten  unter  beliebigen 
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Winkeln  schneiden,  und  verbinde  die  sechs  Endpuncte  derselben  durch 
Ebenen ,  so  hat.  man  ein  Octaeder.  Die  drei  Linien  heissen  Axen  des 
Octaeders;  eine  von  ihnen  unterscheidet  man  als  Hauptaxe,  stellt  sU 
vertical,  und  nennt  sie  schlechtweg  Axe-;  die  beiden  andern  Linien 
beissen  Unteraxen  oder  Basisaxen,  weil  man  die  Ebene,  die  man  sich  durch 
diese  beiden  Axen  gelegt  denken  kann,  Basis  nennt  (sie  ist  in  der  That 
die  Basis  der  Doppel pyramide ,  als  welche  man  auch  jedes  Octacder  an- 
sehen kann).  Die  Kanten,  welche  die  Basis  bilden,  nennt  man  Basiskan- 
tcn,  die  übrigen,  die  zu  vier  in  den  zwei  Endpuncten  der  Hauptaxe  zu- 
sammenkommen. Endkanten.  Man  unterscheidet  wieder  mehrere  Arten 
Octaeder. 

^»    Grade  Octaeder,  deren  Axen  rechte  Winke!  untereinander  machen. 
a) .  Das   reguläre  Octaeder ,    von   acht  gleichseitigen  Dreiecken  be- 
grenzt, und  dessen  Axen  untereinander  gleich  sind. 

£)  Das  Quadratoctaeder  oder  Octacder  mit  quadratischer  Basis, 
dessen  Basisaxen ■  untereinander  gleich,  aber  von  der  Hauptaxe  verschieden 
siniL    Es  ist  offenbar  von  acht  gleichschenklichten  Dreiecken  begrenzt. 

c)  Das  Rhombenoctaeder  oder  Octaeder  mit  rhombischer  Basis, 
dessen  Axen  alle  drei  von  einander  an  Länge  verschieden  sind,  von  acht 
gleichen,  aber  ungleichschenklichten  Dreiecken  begrenzt. 

B)  Die  Basisaxen  machen  rechte  Winkel  untereinander,  aber  die 
Hauptaxe  ist  schief  gegen  die  Basis  geneigt,  so  dass  sie  zwar  einen  rechten 
Winkel  mit  der  einen  Basisaxe  macht,  aber  nichtmit  der  andern.  Man 
denkt  sich  dieses  Octaeder  immer  so  gestellt ,  dass  die  Hauptaxe  vertical 
steht,  und  diejenige  Basisaxe,  die  einen  stumpfen  Winkel  mit  der  Hauptaxe 
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macht,  nach  vorn  gekehrt  ist.  Schiefe  Oclaeder:  Einzige  Gattung:  schiefes 
Rhombenoctaeder ,  in  welchem  alle  drei  Axen  von  einander  an  Länge  ver- 
schieden sind. 

C.  Die  Axen  machen  alle  drei  schiefe  Winkel  untereinander.  Schie- 
fes Rhomboidoctacder  oder  unsymmetrisches  Octaedcr. 

Man  kann  noch  unterscheiden:  das  Rectangularoctaeder,  dessen  Basis 
ein  Rechteck  ist.  Es  kann  grade  und  schief  seyn,  d.  h.  die  Basis  kan« 
«inen  rechten  Winkel  mit  der  Hauptaxe  machen  oder  nicht.  Wenn  man 
in  diesen  Octaedern  Ebenen  durch  die  Hälfte  der  Basiskanten  und  die 
Spitze  legt,  so  bilden  diese  Ebenen  Rhombenoctaeder ,  grade  oder  schiefe, 
je  nachdem  das  Rectanguläroctaeder  ein  grades  oder  schiefes  war.  Wir 
werden  weiterhin  sehen,  dass  in  der  Krystallographie  die  Rhomben-  und 
Rectanguläroctaeder  zu  derselben  Klasse  von  Formen  gezählt  werden. 

Wenn  man  sich  beim  Octaeder  vier  Ebenen  denkt«  die  durch  seine 
Basiskanten  gehen  und  mit  der  verticalen  Axe  parallel  sind,  und  noch 
zwei   andere,   die  durch  die    beiden  Endspitzen  gehen   und  mit  der  Basis 

■9 

parallel  sind,  so  entsteht  ein  Prisma,  dessen  Winkel  von  den  Winkeln  des 
Octaeders  abhängen.  So  entsteht  aus  dem  regulären  Octaeder  ein  Würfel, 
aus  dem  Quadratoctaeder  ein  grades  Prisma  mit  rhombischer  Basis ,  aus 
dem  schiefen  Rhombcnoctacder  ein  schiefes  Rhombenprisma,  aus  dem  un- 
symmetrischen Octaeder  endlich  ein  unsymmetrisches  Prisma. 

Wenn  man  sich  abwechselnde  Octaederflächen,  zwei  oben  und  zwei 
unten,  über  die  andern  vier  hinweg  so  verlängert  denkt,  dass  sie  sich 
schneiden,  so  entstehen  vierflächige  Körper,  die  man  deshalb  Tetraeder 
nennt.     Diese    unterscheiden   sich  von  den  bisher  aufgezählten  Formen  be- 


i 
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3onders  dadurch,  dass  keine  Fläche  der  andern  parallel  ist,  indem  von 
jedem  Flächenpaar  nur  eine  da  ist«  Das  reguläre  Octaeder  giebt  ein 
reguläres  Tetraeder,  das  von  vier  gleichseitigen  Dreiecken  Begrenzt  ist«  Aus 
den  übrigen  Octaedern  entstehen  mehr  oder  wenige  unregelmässige  Tetraeder. 
Von  andern  Formen  mit  unvollzähligen  Flächen  wird  weiterhin  die 
Rede  scyn.  *) 

3)  Das  Rhomboeder,  von  sechs  gleichen  Rhomben  begrenzt.  Man 
denke  sich  durch  den  obcrn  Endpunct  einer  Verticallinic  drei  Ebenen 
gelegt,  die  gleiche  Winkel  unter  sich  und  mit  der  Linie  machen;  durch 
den  untern  Endpunct  der  Verticallinic  lege  man  ebenfalls  drei  Ebenen, 
die  den  obern  parallel  gehen ;  die  Form,  die  daraus  entsteht,  ist  ein  Rhom- 
bocder,  die  Verticallinic  seine  Axe«  Der  Durchschnittslinien  der  obern  und 
untern  Ebenen  sind  sechs,  sie  liegen  nicht  in  einer  Ebene,  sondern  im 
Zikzak;  man  nennt  sie  Basiskanten,  zum  Unterschiede  von  den  Durch- 
schnittslinien, die  durch  die  Endpunkte  der  Axe  gehen  und  die  man  End- 
kanten  nennt.  Legt  man  eine  Linie  durch  eine  Ecke  an  der  Basis  und 
den  dritten  Thell  der  Axe,  so  ist  sie  rechtwinkllcht  mit  der  Axe. 

4)     Das  Dlhcxaeder ,    sechsseitige  Doppelpyramide,    von  lauter  gleichen 
und  ähnlichen  Dreiecken  begrenzt. 

a)  Gleichschenklichte  Dlhexaeder,  oder  schlechtweg  Dlhexaeder, 
von  zwölf  gleichschenkllchten  Dreiecken  begrenzt.  Die  Basiskanten  liegen 
in  einer  Ebene  und  bilden  ein  reguläres  Sechseck.  Jeder  Schnitt  durch 
die  Axe  gelegt  glebt  einen  Rhombus. 


*)  Siehe  den  AlMchnitt  vom  regulären  Syttein. 

8 


i 
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b)  Ungleichschenklicliles  Dihexaed^r  (Drei*  und  Drcikantnen /^mj)^ 
von  £wölf  gleichen  ungleickßckeoklicfaten  Dreiecken  begrenfti ;  die  Neigniigs* 
Winkel 'di>r  Flächen^  an.  den  ^ndkanlen  sind  nur  abwechselnd  einander 
gleich-;  die  Basiskanten  Hegen  im  Ziksak.  Jeder  Schnitt  durch  die  Axe 
und  eine^  Endiante  gelegt  giebt  ein  Rhomboidr 

5)  Das  reguläre  sechsseitige  Prisma ,  ein  grades  Prisma ,  dessen  Basis 
ein  reguläres  Sechseck  ist. 

Von  den  übrigen  Formen,  die  noch,  bei  den  Krystallen  vorkommen, 
kann  erst  weiterhin  die  Rede  seyn* 
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ETER    LEHRE    VON    Dr^N    KRYSTALUIN 


j:  11  ST  ES     CAPITEL. 


^Begriff  und  Ablhülungm  der  Wissenschaft.    Erklärungen* 

I.  Die'Krystallonomie  im  engeren  Sinn  lehrt  uns  die  mathematisdien 
Verhältnisse  des  Krystallbaues.  kennen,  und  in  so  fern  ist  sie  nichts  weiter 
als  die  Anwendung  der  Geometrie  der  Ebenen  auf  gewisse  Tälle,  deren 
Anzahl  dadurch,  dass  bei  allen  diesen  Bildungen  eine  gewisse  Symmetrie 
gefordert  wird,  sehr  beschrankt  ist.  Die  Krystallonomie  im  weitern  Sinn 
hingegen  begreift  auch  die  physikalischen  und  chemischen  Elgeaschaften 
dieser  unorganischen  Wesen:  sie  ist  also  eine  Mineralogie,  welche  die 
unkrystallinischen  Substanzen  ausschliesst.  Die  Entwickelung  aller  Er- 
scheinungen, die  hieher  gehörea,  aus  einem  einzigen  Naturgesets,  würde 
endlich  eine  dritte  Unterabtheilung  der  Krystallonomie,  eine  Mechanik  der 
Krystalle,  abgeben,  wenn  uns  etwas  mehr  hievon  bekannt  wäre,  als  noch 
2U  bestätigende  Beziehungen  der  äussern  und  innern  Constitution  der 
Krystalle,  deren  tiefere  Bedeutung  man  noch  nicht  kennt* 

Wir  setzen  uns  vor,  unseren  Gegenstand  in  dieser  Ordnung  zu  be- 
handeln« Nachdem  wir  erst  unser  Feld  näher  bezeichnet,  wollen  wir  For- 
meln erfinden,   die  uns  mit  Leichtigkeit   von   den   uns  als   schon   bekannt 
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vorausgesetzten  Dingen  zu  den  unbekannten  fuhren;  eine  ohne  alle  Vor» 
aussetzung  durchgeführte  Analyse  wird  uns  die  allgemeinsten  Beziehungen 
der  Winkel  untereinander  geben;  wenn  wir  so  den  Krystallonomischen 
Calcul  völlig  in  unserer  Gewalt  haben,  wollen  wir  uns  an  die  Mittel 
wenden,  wie  man  die  zu  denselben  nothigen  Data  durch  Messungen  auf 
das  genaueste  finden  kann;  hiemit  wird  der  erste  Theil  geschlossen  seyn« 
Im  zweiten  Theile  setzen  wir  uns  vor  uns  mit  den  physischen  und  chemi- 
schen Eigenschaften  der  Krystalle  zu  beschäftigen,  nämlich  wie  sie  sich  gegen 
das  Licht,  gegen  die  Wärme,  gegen  die  Electricität  etc.  verhalten;  die 
Formen,  in  denen  sie  vorkommen,  ihr  specifisches  Gewicht,  ihre  Härte, 
ihr  Glanz  und  endlich  ihre  chemische  Zusammensetzung  wird  mit  Sorgfalt 
angegeben  werden.  Das  Wenige,  was  sich  bis  jetzt  über  den  theoretischen 
Zusammenhang  der  mannigfaltigen  Erscheinungen,  die  sie  darbieten,  er- 
geben hat,  wird  dem  zweiten  Theile  angehängt  werden« 

2.  Eyi  Krystall  ist,  wenn  man  bloss  auf  seine  mathematische  Be- 
deutung Kücksicht  nimmt,  ein  von  Ebenen  begrenzter  Körper,  bei  dem 
diese  Ebenen  um  eine  Linie  her,  die  man  Axe  nennt,  und  der  in  den 
meisten  Fällen  mehrere  Ebenen  (Säulenflächen  genannt)  parallel  gehen, 
mit  einer  gewissen  Symmetrie  geordnet  sind«  Jeder  Fläche  geht,  mit  sehr 
wenig  Ausnahmen,  eine  andere  parallel,  die  sich  am  entgegengesetzten  Ende 
des  Krystalls  befindet.  Man  spricht  deshalb  nur  von  einem  Ende  des 
Krystalls,  weil  das  andere  Ende  eben  so  gebildet  ist. 

Die  Durchschnittslinien  der  Flächen,  die  den  Krystall  begrenzen,  nennt 
man  Kanten;  die  Spitzen,  die  aus  dem  Durchschnitt  von  mehr  als  zwei 
Flächen  in  einem  Puncte  entstehen,  heissen  Ecken«     Die  Flächen,    die  mit 
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der  Axc  einen  Winkel  machen,  folglich  eines  ron  ihren  Enden  durch- 
schneiden, nennt  man  Endflächen ;  die  Flächen ,  die  parallel  mit  der  Aie 
sind,  Seitenflächen  oder  Säulenflächen.  Die  Kanten,  die  aus  dem  Durch- 
schnitt d^r  Endflächen  entstehen ,  heissen  Endkanten ,  die  Durchschnitts- 
Hnien  der  Seitenflächen  Seltehkanten  (oder  Säulenkanten),  die  Durch- 
scfanittslinien  der  End  -  und  Seitenflächen ,  oder  der  obern  und  untern 
Endflächen,  Kanten  an  der  Basis  oder  Basiskanten«  Die  Ecke,  welche  aus 
dem  Durchschnitt  der  Endflächen  entsteht  und  sich  am  Ende  der  Axe  be- 
findet, nennt  man  die  Endspitze*  Wenn  durch  die  Kante  zweier  Flächen 
ausserhalb  derselben  eine  dritte  gelegt  ist,  so  nennt  man  die  letztere  die 
Abstumpfungsfläche  der  Kante;  es  Ist  eine  grade  Abstumpfung,  wenn  die 
dritte  Ebene  mit  jeder  der  beiden  andern  denselben  Winkel  macht  *); 
ist  das  nicht  der  Fall,  so  ist  es  eine  schiefe  Abstumpfung.  Wenn  durch 
die  Kante  zweier  Flächen  zwei  andere  Flächen  gelegt  sind,  die  einen 
grosseren  Winkel  untereinander  machen,  als  die  beiden  ersten,  so  nennt 
man  diess  eine  Zuschärfung  der  Kante.  Abstumpf ungsflächsn  und  Zuschär- 
iungsflächen  der  Ecken  sind  Flächen,  die  durch  den  Durchschnittspunct 
mehrerer  Flächen  gelegt  sind.  Ein  Krystall  ist  zugespitzt,  wenn  mehrere 
Flächen  durch  denselben  Endpunct  gehen ;  er  ist  an  der  Spitze  zuge- 
schärft,  wenn  dieser  Flächen  nur  zwei  sind;  es  ist  eine  schieflaufende 
Zuschärfung,  wenn  die  Durchschnittslinie  der  beiden  Zuschärfungsflächen 
(die  Zuschärfungskante)  keinen  rechten  Winkel  mit  der  Axe  macht. 

In  Betreff  des  Yerhältpisses    der  Endflächen   zu   den  Seitenflächen,    so 
kann    eine    Endfläche  mit  einer  gewissen    Seitenfläche    eine    mit   der  Axe 


*)  Wir  werden  indets  beim  ichiefeii  OcU)$der  eine  Amnahme  von  diesem  Sprachgebrauch  machen. 


l 
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rechlwiiiUichte  Kaote  bilden^  und  iit  dann  grade  auf  ik  SeiteafiitW  auf- 
gesetzt;  151  dieser  WiniLel  kein  rechter,  so  .ist  es  eine  schiefe  AulaeUoflg. 
Dasselbe  gilt  von  -den  Seitenkaolen ,  auf  die  ^  die  Eudfläcben  a«eb  grtde 
oder  vscbief  aufgesetzt  seyii  kojtnen,  je  nachdem  die  EadflSche  imt  einer 
durch  die  Kante  und  die  Axe  gelegte  Ebeae  eijien  rechtea  Winkel  macbt 
oder  , nicht«  Eine  gradangesetzte  Endfläche  ist  eine  soldhe,  die  eineo  rech* 
ten  Winkel  mit  den  Seitenflächen  macht;  bei  der  schie£aflgesetrtf».EAd* 
fläche  ist  dieser  Winkel  <  90% 


Einlheilung    der    Krjr stall/ormen. 

3«  An  jedem  vollständigen  Krystall  giebt  es  grösstentheilst  ausser 
den  Säulenflächen,  die  mit  dm*  Axe  parallel  sind,  noch  mehrere  Endflächen, 
die  dieselbe  Neigung  gegen  die  Axe  haben.  Wenn  dieser  Flächen  mehr 
als  zwei  sind,  so  bilden  sie  zusammengenommen,  und  hinlänglich  veHän- 
gert,  bis  sie  sich  schneiden,  einen  einfachen  Körper ;  man  sieht  sie  deshalb 
als  Flächen  von  derselben  Art  an,  und  bezeichnet  sie  in. den  Abbildungen 
der  Krystalle  mit  denselben  Buchstaben,   wenn   sie  aich  von  den  iibrigc;^ 

■ 

Flächen  auch  durch  eine  gleiche  physikalische  Beschaffenheit,  das  heisst, 
durch  ein  gleiches  äusseres  Ansehea  und  besonders  dadurch  unterscheiden, 
dass  die  blättrigen  Bruche,  die  ihnen  parallel  gehen,  von  gleicher  Voll- 
kommenheit  sind,  was  gewöhnlich  der  Fall  ist«  Bei  den  Seitenflachen,  die 
alle  parallel  mit  der  Axe  gehen,  und  wo  die  gleiche  Neigung  gegen  die 
Axe  kein  Unterscheidungszeichen  der  zu  derselben  Art  gehörigen  Flächen 
abgeben  kann,  sind  die  eben  angegebenen   physischen  Merkmale,    ver»ebie- 
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denev  Slanz,  oft  vencbiedene  Harte  and  Verschiedenheit  der  Winkel,  die 

1 

sie    «atereiBander    bilden ,     ausreichend,    um   die«  Flächen    venBc&iedener 
Art  Tan'iikiander  sb  nnterscheideBw 

4^'  Hin  kannF  al£e  Krystalllbrraen ,    so   gross    auch  ihre  Mannigfaltig- 
keit  «tt    naeb  der  Art  der  Anordnung  ihrer   Flachen-  um  die  Axe  her, 
unter  folgende  Abtheilangen^  bringen: 
14  Hehrei^  Eadfl%<shen,  dieren  immer  mehr  als   zwei  sind,    machen    dt^n- 
aelben  Winkel  untereinander  und  denselben  Winkel  mit  der  Axe. 
m.  Dieser  Endflachen  sind  drei    oder  sechs :   System  der  Rhomboeder 
(rhomboedrieches  System«   IVeis^  und  Mohs).    Man  kann  noch  das 
eigentlich'  rhomboSdrische  System   vom  dihexaedrisehen  (dirhoraboe- 
drischen«  Mohs^  sechsgKedrigen.  FFeiss)  unterscheiden«     Beim  ersten 
sind  der  Flachen,  die  eine  gleiche- Neigung  gegen  die  Axe  habeaund 
gleiche  Winkel    untereinander   machen  ^   drei ,   beim  anreiten  sind 
ihrer  sechs«    Man- findet  indess  zuweilen  beide  FJUe   zugleich   an 
demselben  Krystall,    z;  B«  am  Eisenglanz;   wcfebes  beweisst,   dass 
iktui  Trennung  nicht  ganz  wesentlich  ist. 
H  Dieser  Endflächen  sind   vier :   System   der  Quadratoetaeder  (vier- 
gBedriges  System.  fVeiss^  pyramidales  System.  Meks). 
7s^  Die  Endflächen ,  die  um  die  Endspitze  her  liegen^  haben  keine  gleiche 
Neigungen  untereinander  (prismatisches  System.  Mohsy 
a.   AHe    Endflächen    des  Krystalls  sind    so  geordnet;   däss  immer  je 
vier  Flächen  eine  gleiche  Neigung  gegen  die  Axe*  hoben    und   von 
Reicher  physikalischer  Beschaffenheit  sind;    Sind'  nur  zwei  Flächen 
von  gleiehf r  <  Art ,    das  heisst  von  gleicher  Neigung  gegen   die  Axe 


i 
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und  von  gleicher  physikalischer  Beschaffenheit,  da,  so  macht  ihre 
Durchschnitislinie  einen  rechten  Winkel  mit  der  Axe«  System 
der  Rhombenoctacder  mit  vollkommener  Symmetrie  der  Endflächen 
(zvei  -  und  zweigliederiges  System«  FVeiss\  prismatisches  System 
mit  prismatischen  Combi  nationen«  Mohi).    Grade  Rhombenoctacder« 

b.  Die  Endflächen  gleicher  Art  sind  so  angeordnet,  dass  nur  Je  zwei 
dieselbe  Neigung  gegen  die  Aze  haben,  und.  ihre  Kante  einen 
spitzen  Winkel  mit  der  Aze  macht.  Finden  ^ich  zuweilen  zwei 
Flächen  von  gleicher  Feigung  gegen  die  Aze«  deren  Kante  einen 
rechten  Winkel  mit  der  Axe  macht«  so  sind,  sie  stets  von  ver- 
schiedener physikalischer  Beschaffenheit  ^  oder  ihnen  gehen 
Brüche  von  verschiedener  Vollkommenheit  parallel«  System  der 
Rhombenoctaeder  mit  halber  Symmetrie  der  Endflächen  (zwei-  und 
eingliedriges  System«  fVeiss^  prismatisches  System  mit.  hemi prismati- 
schen Combinaiionen.  Mohs).    Schiefe  Rhombenoctaeder« 

c.  Es  giebt  gar  nicht  mehrere  Endflächen  derselben  Art  oder  von 
derselben  Neigung  gegen  die  Axe:  oder  jede  Endfläche  von  irgend 
einer  Neigung  gegen  die  Axe  oder  ii^nd  einer  physikalischen  Be- 
schaffenheit kommt  nur  einmal  vor«  System  der  unsymqietrischen 
Octaeder  (ein  -  und  eingliedriges  System,  fVeiss  \\  prismatisches 
System  mit  telartoprismatischen  Combinatianen.  Mohs)*  Unsymme« 
trisches  Octaeder« 

Die  Charactere  dieser  Abtheilungen  sind  so  leicht  mit  den  gewöhn- 
lichen Sinnen  t\\  fassen,  dass  man  bei  einiger  Tebung  und  Umsicht  von 
jedem  Krystall,  den  man  sieht,  leicht  bestimmen  kann,  zu  welcher  Abthei- 
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long  er  gehört.  Es  kommt  hauptsächlich  darauf  an ,  die  Axe  richtig  tu 
erkennen,  weil  ihre  Lage  darüber  entscheidet,  ob  gewisse  Flächen«  die  man 
ins  Ange  fasst,  zu  den  Endflächen  oder  zu  den  Seitenflächen  gehören,  und 
die  Charactere  mehrerer  der  obigen  Abtheilungen  sind  bloss  von  den  End« 
flächen  hergenommen«  Das  ist  aber  nicht  schwer,  weil  die  meisten  Kry- 
stalle  Flächen,  die  der  Axe  parallel  sind,  das  heisst  Säulenflächen,  besitzen; 
sie  sind  gewöhnlich  in  der  Richtung  der  Axe  mehr  ausgedehnt.  Man 
kann  grösatentheils  schon  von  den  Sänlenflächen  sicher  schliessen,  ^zu  wel- 
cher Abtheilung  der  Krystall  gehört;  besonders  wenn  man  auf  die  physi 
kaiische  Beschaffenheit  derselben  Rücksicht .  nimmt.  Das  System  der  Rhom- 
boeder  bat  immer  sechs  Säulenflächen  (selten  drei)  von  gleicher  physikali- 
scher Beschaffenheit  und  die  sich  unter  gleichen  Winkeln  schneiden.  Das 
System  der  Quadratoctaeder  hat  vier  oder  acht  Säulenflächen  ebenfalls  von 
g^lcher  Neigung  gegeneinander,  von  denen  je  vier  und  vier  abwechselnd 
von  gleicher  physikalischer  Beschaffenheit  sind  und  sich  unter  rechten 
Winkein  schneiden.  Beim  System  der  Rhombenoctaeder  kommen  auch  in 
der  Regel  vier  Säulenflächen  vor,  die  sich  aber  gewöhnlich  unter  schiefen 
Winkeln  schneiden ,  von  denen  je  zwei  uud  zwei  einander  gegenüberlie- 
gende einander  gleich  sind;  wenn  sie  sich  unter  rechten  Winkeln  schnei- 
den, so  sind  die  Flächenpaare  von  verschiedener  physikalischer  Beschaffen- 
heit: dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  ihrer  sechs  oder  mehr  sind.  Das  System 
der  Rhombenoctaeder  mit  vollkommener  Symmetrie  der  Endflächen,  kann 
man  von  demjenigen  der  Rhombenoctaeder  mit  halber  Symmetrie  der  End- 
flächen nur  an  den  Endflächen  oder  den  ihnen  correspondirenden  Brüchen 

unterscheiden.     Giebt   es   zwei    blättrige  Brüche   von  gleicher  Vollkommen- 

9 
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heil,  die  auf  den  stumpfen  oder  scharfen  Winkeln  der  Flächen  der  viersei- 
tigen Säule  unter  demselben  Winkel  aufgesetzt  sind,  so  gehört  der  Krystall 
Eum  System  der  Rhombenoctaeder  mit  vollkommener  Symmetrie  der  End- 
flächen; giebt  es  nur  einen  solchen  Bruch,  der  einen  rechten  Winkel  mit 
der  Axe  macht,  m  gehört  der  Krystall  zu  derselben  Abtheilung;  macht 
aber  dieser  einzige  blättrige  Bruch  einen  schiefen  Winkel  mit  der  Axe,  so 
gehört  der  Krystall  zum  System  der  Rhombenoctaeder  mit  halber  Symme- 
trie der  Endflächen«  Die  letzte  Abtheilung  endlich,  das  System  der  un- 
symmetrischen  Octacder  erkennt  man  an  Säulenfläohen  von  denen  nur  je 
zwei  parallele  einander  in  Hinsicht  ihrer  Läge  und  ihrer  physikalischen 
Beschaffenheit  gleich  sind ;  eine  Ebene ,  die  senkrecht  auf  die  Axe  queer 
durch  die  Säule  gelegt  wird,  wird  von  den  Säulenflächen  nie  in  einem 
Rhombus,  sondern  immer  in  Rhomboiden  geschnitten« 

Das  reguläre  System  (homosphaeroedrisches  System.  fVeiss^  tessularfte 
System«  Mohi)  schliesst  sich  an  die  eben  genannten  an,  und  lässt  sich, 
ohne  Messungen  anzustellen,  nur  durch  Mittel  erkennen,  mit  denen  wir 
uns  gleich  beschäftigen  werden.  Der  Würfel  zum  Beispiel  kann  so  gut 
zum  System  der  Rhomboedcr  als  zum  System  ^er  Quadratoctaeder  gezählt 
werden,  je  nachdem  man  eine  Linie,  die  durch  zwei  gegenüberliegende 
Ecken,  oder  eine,  die  durch  die  Mitte  zweier  gegenüberliegenden  Flächen 
geht,  als  Axe  nimmt.  Man  kann  ihn  selbst  zum  System  der  Rhomben- 
octaeder zählen,  wenn  man  ihn  als  mittleres  Glied  in  der  Reihe  der  recht- 
winklichten  Säulen  betrachten  will,  bei  welchem  der  physikalische  Unter- 
schied zwischen  den  Säulenflächen  verschwindet* 


-      67      - 
fom    Gesetz    der    Symmetrie. 

5.     Die  meisten  Krystalle  sind  bloss  an  einem  Ende  auskrystallirt  und 
sitzen    mit  dem    anderen    auf.     Indessen   giebt  es  auch  welche,    die  rund 
umher  aaskrystallisirt  sind,  und  an  diesen  findet  man,   sehr  wenige  ausge- 
nommen,  dass  die  Lage    und   physikalische  Beschaffenheit   der  Flächen   an 
einem  Ende  der  Axe  durchaus  dieselbe  ist,   als  am  entgegengesetzten  Ende 
derselben.    Diess  kommt  daher,  weil  jeder  Fläche,    wieder  mit  höchst  we- 
nigen Aasnahmen,  eine  andere  ihr  parallele   gegenüber  liegt.    Denkt   man 
sich  nun  erst  beim  rhomboedrischen  System  die  sechs  Flächen,  die  zu  drei 
gleichmässig  um  jede^  Ende  der  Axe  her  und  so  Tertheilt  sind,  dass  immer 
je  zwei  einander  parallel  laufen,  so  weit  verlängert,  bis  sie  sich  schneiden, 
so  sieht  man  leicht  ein,    dass  sich  ausser  den  beiden  Ecken  an  den  Enden 
der  Axe  noch  sechs  andere  bilden  werden ,    welche   regelmässig  im  Zikzak 
um  dieselbe  her  liegen:  einen  solchen  Korper  nennt  man  ein  Rhomboeder, 
und  daher  die  Benennung  des   ganzen  Systems«     Von   diesen    sechs  Ecken 
liegen  sich  immer  je  zwei  einander  gegenüber,  und  man  kann  sie  sich  eben 
so  durch  eine  Linie  verbunden  denken,  wie  die  beiden  Ecken,    die  an  den 
beiden  entgegengesetzten  Enden  der  Axe  liegen,  durch  diese  Axe  verbunden 
sind.     Diese    drei  Unteraxen  (man  kann  sie  so  nennen,    zum  Unterschiede 
von    der  Hauptaxe,    die   wir   bisher  schlechtweg  Axe  genannt  haben)  sind 
untereinander  gleich ;    sie  machen    auch   alle    denselben  Winkel    mit  der 
Hauptaxe,    sie    sind  der  letzteren  aber  nicht  an  Länge  gleich,   wenn  man 
den  Fall   ausnimmt,   wo  sich   die  Ebenen    der  Bhomboeder  unter  rechten 
Winkeln  schneiden  oder  wo  er  ein  Würfel    ist :    man   zählt   deshalb   den 
Würfel  nicht  zu  den  eigentlichen  Rhomboedern. 


i 
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Dehnt  man  diese  Betrachtungen  auch  auf  das  dihexaSdrische  System 
aus,  so  findet  man,  dass  der  aus  der  Verlängerung  der  zwölf  Flachen,  die 
zu  sechs  um  die  beiden  Enden  der  Axe  her  liegen ,  und  von  denen  immer 
je  zwei  einander  parallel  laufen,  entstehende  Körper  eine  sechsseitige  Dop- 
pelpyramide, d»  h.  ein  Dihexaeder  ist,  oder  ein  Körper,  den  man  sich  aus 
zwei  gleichen,  graden,  sechsseitigen  Pyramiden,  die  mit  ihren  Basen  anein- 
ander haften,  gebildet  denken  kann.  Hier  haben  wir  ebenfalls  drei  Unter- 
azen  ron  gleicher  Länge,  die  denselben  Winkel  miteinander  machen ,  die 
aber  alle  in  einer  auf  die  Hauptaxe  senkrechten  Ebene  liegen,  Sie  sind 
stets  an  Länge  von  der 'Hauptaxe  verschieden,  ohne  Ausnahme.  *). 

In  der  Abtheilung  j) ,  6)  bekommen  wir  durch  dasselbe  Verfahren 
ein  grades  Octaeder  oder  eine  grade  doppelte  vierseitige  Pyramide,  mit 
quadratischer  Basis  (Quadratoctaeder),  bei  welchem  also  die  beiden  IJnter- 
axen,  d.  h.  die  Diagonalen  der  Basis,  einander  gleich  sind.  Die  Haupt- 
axe, die  mit  den  ersteren  einen  rechten  Winkel  macht,  ist  nur  beim  regu- 
lären Oclaeder  (das  man  nicht  zu  den  eigentlichen  Quadratoctaedern 
rechnet)  den  ersteren  gleich ,  sonst  bei  allen  übrigen  ^  von  denselben  an 
Länge  verschieden. 

Ift  der  Abtheilung  2),  a,  und  6.  bekommen  wir  ein  Octaeder,  dessen 
Basis  ein  Rhombus  ist  (Rhombenoctaeder) ,  bei  welchem  also  die  beiden 
Unteraxeu,  d«  h.  die  Diagonalen  der  Basis,  einander  nicht  gleich  sind; 
sie  sind  auch  von  der  Hauptaxe  verschieden;  denn  in  dem  Fall,  wo  diess 
nicht  wäre,  braucht  man  nur  diejenige  Axe,    die    von   den    beiden  andern 


*)  Beim  Smaragd  sind  die  Axen  einander  sehr  nahe  ^eicb,  tind  Haiiy  nimmt  unter  denselben  eine 
▼QÜige  Glfichlieit  an;  ich  habe  aber  durch  genaue  Messung  gefunden,  dass  dieses   nicht  der  Fall  i$t. 
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unter  sich  gleichen  verschieden  ist,  zur  Hanptaxe  zu  machen,  und  wir 
hätten  einen  Krystall  aus  der  Abtheilung  i),  i)  vor  uns,  in  welcher  die 
beiden  Unteraxen  einander  gleich  sind«  Die  Basis  der  Bhombenoctaeder 
ans  der  Unterabtheilung  (a)  der  zweiten  Abtheilung  ist  senkrecht  auf 
die  Hauptaxei  oder  die  Rhombenoctaeder  sind  grade;  in  der  Unterabthei- 
Inng  (i)  sind  hingegen  lauter  schiefe  Rhombenoctacder,  deren  Basis  schiefe 
Winkel  mit  der  Hauptaxe  macht :  doch  einige  von  ihnen  sind  auf  grade 
Rhombenoctaeder  reducirbar,  wie  wir  weiterhin  sehen  werden. 

Die  letzte  Abtheilung  2),  c.  endlich  giebt'^ein  ganz  unsymmetrisches 
Octaeder,  ein  schiefes  Octaeder,  dessen  Basis  ein  Bhomboid  ist,  oder  ein 
schiefes  Rhomboidoctaeder.  Die  drei  Axen  sind,  wie  beim  Rhombenocti- 
S^er,  einander  nicht  gleich  ;  die  beiden  Unteraxen  machen  weder  einen 
rechten  Winkel  unter  sich,  noch  mit  der  Hauptaxe. 

6.    Betrachtet  man  die  Flächen,  die  um  die  beiden  Enden  jeder  dieser 
drei  oder  vier  Axen  her  liegen,  mit  einiger  Aufmerksamkeit,  so  findet  man 
einen  merkwürdigen  Unterschied  in  ihrer  Anordnung,  die  in  einem  unmit- 
telbaren Zusammenhange  mit  der  Länge  dieser  Axen  steht.     Sind   nämlich 
alle    Axen   einander    gleich ,    so    ist   auch   die  Anordnung  der  Flächen  an 
allen  Enden  derselben  gleich ;  das  ist  beim  regulären  System  der  Fall,  und 
dadurch  unterscheidet  sich   dieses  System   auf  eine    sehr   kenntliche  Weise 
von  allen  andern.     In  allen  übrigen  Systemen   wird   die  Ungleichheit  der 
Axen  durch  eine  ungleiche  Anordnung,  gewöhnlich  auch    durch    eine    un- 
gleiche physikalische  Beschaffenheit  der  um  sie  her  liegenden  Flachen,  mit 
grosser  Bestimmtheit  angedeutet.     Bei  den  Krystallen  zum  Beispiel,  die  zum 
rhomboedri sehen    oder    quadratoctaedrischen    System    gehören  ,    sind    die 
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FIärlii>n,  die  sich  um  die  beiden  Enden  der  Hauptaxe  her  bilden,  in  der 
Anordnun((,  in  den  Winkeln,  in  dem  Glänze  etc.  Ton  denjenigen,  die  sich 
um  die  Knden  der  übrigen  Axrn  her  bilden,  völlig  verschieden;  die  An- 
ordiiunK  ^^-^  Flächen  an  den  Tnleraxen  ist  hingegen  an  der  einen  eben 
Mi  wir  an  der  anderen,  weil  die  IJnteraxen  einander  gleich  sind.  In  der 
y.weitra  Abtheilun«;  ist  die  Anordnung  und  physikalische  Beschatfenheit 
iiarli  allni  diTi  Uicl  tun{;cn  der  Axcn  verschieden,  indem  diese  selbst  von 
riiiaiulrr  versrhirdrfi  sind. 

Hurrii  dicsios  (leselz  sind  wir  im  Stande,  ohne  alle  vorhergehende 
^Villk^t^lessun^; 

i)  das  re«;uläro  System  von  allen  übrigen  zu  unterscheiden; 

-j)  KU  brstimnicn  ,  zu  wehlira  von  den  übrigen  Systemen  ein  Krystall 
^ilifirr»  ^\\Us\  \\vi\\\  die  dir  divi  Abtheilungen  characterisirenden  Flächen 
Llilrii.  \\w  t.  lU  boim  l\vanit,  eine  rechtwinklicht  vierseitige  ^ule,  die 
iilli  ubai'  iu  dir  Kwrttr  Abihrihing  gehört,  wegen  des  physiUIuchen  IJnter- 
»iliicdi^  ibr  Miirhonpaare,  die  sich  rechtwinklicht  schneid»  and  die  an 
(<l.i«i/.  iiiul  llaili*  Hehr  verschieden  sind. 

iKi  M«4  (irsetz  hat  Ilaiiy  das  Gesetz  der  Symmetrie  genannt  (loi  de  sym- 
Ulli  IM');  «H  nU'ld  uns  leicht  bemerkliche  und  sich  deutlich  aussprechende 
kihint'it'Uvn  der  Kryslallsysleroe,  die  uns  selbst  da,  wo  grobe  Messungen, 
Hl«  man  ihren  gewöhnlich  mit  dem  Carangeau*schen  Goniometer  vornimmt, 
üo^  im  .Stiche  lassen,  noch  eine  richtige  Anzeige  geben« 

7.  Die  lienennung  dieses  Gesetzes  kommt  daher,  weil  man  eine  solche 
rr-zrlmäüsige  Anordnung  der  Begränzungsflärhen  eines  Körpers,  die  sich  auf 
^j-w'ih^  Aitn  bezieht,  welche  man  sich  im  Innern  des  Körpers  gelegt  denkt, 
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Symmetrie  nennt«  Die  oben  angeführten  Körper,  das  Rhomboeder ,  dss 
Quadratoctaeder  und  Rhombenoctacder «  welche  aus  der  Verlängerung  der 
die  beiden  ersten  Abtheilungen  characterisirenden  Flächen  entstehen,  heissen 
symmetrische«  Hier  ist  der  Ort,  den  Begriff  der  Symmetrie  näher  zu 
bestimmen« 

Man  achneide  irgend  eine  Figur,  bei  der  weder  alle  Seiten,  noch  alle 
Winkel  einander  gleich  sind,  z«  B«  das  RhomboVd  JBCD^  Fig«  lo,  aus 
Papier;  man  mache  die  eine  Seite  des  Papiers  schwarz,  um  einen  Unter- 
schied zwischen  den  beiden  entgegengesetzten  Seiten  des  Papiers  einzusetzen« 
Jetzt  schneide  man  noch  ein  eben  solches  BhomboVd  aus ,  schwärze  es  auf 
derselben  Seite,  und  lege  die  weisse  Seite  des  einen  Rhomboid*s  auf  die 
weisse  Seite  des  andern,  oder  die  schwarze  Seite  des  einen  Rhomboid  s  auf 
die  schwarze  Seite  des  andern :  man  wird  finden,  dass  sich  die  RhomboVde 
auf  diese  Art  keineswegs  decken«  Legt  man  aber  die  schwarze  Seite  des 
einen  Rhomboid's  auf  die  weisse  Seite  des  andern,  so  decken  sie  sich  voll- 
kommen« Man  sieht  hieraus,  dass  ein  Unterschied  zwischen  den  beiden 
entgegengesetzten  Seiten  desselben  Rhomboids  statt  findet ;  in  beiden  Rhom- 
boiden  sind  die  Winkel,  die  Seiten  und  der  Flächeninhalt  dieselben,  aber 
das  weisse  Rhomboid  ist  nach  rechtshin  geneigt,  das  schwarze  nach  links, 
wie  Fig.  II  zeigt:  und  es  sind  grade  die  entgegengesetzten  Rhomboide,  die 
sich  decken  und  die  völlig  gleichen  decken  sich  nicht«  Jetzt  schneide  man 
eins  von  den  Rhomboiden  nach  der  Linie  CB  in  zwei  Hälften  und  man 
wird  wieder  dasselbe  finden,  nämlich,  dass  sich  die  weissen  Hälften  keines- 
wegs  decken  und  eben  so  wenig  die  schwarzen;  die  schwarzen  Hälften 
decken  aber  die  weissen  und  umgekehrt ;    eine   und   dieselbe   weisse  Hälfte 
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wird  also  von  zwei  scliwarzen  Hälften  gedeckt,  wahrend  diese  sich  unter- 
einander nicht  decken,  woraus  man  deutlich  den  Unterschied  zwischen  sich 
decken  (in  dem  gebrauchten  Sinne)  und  sich  gleich  seyn  wahrnimmt:  da, 
wenn  zwei  Dinge  einem  dritten  gleich  sind,  diese  beiden  Dinge  auch  unter 
sich  selbst  gleich  sind« 

Diess  festgesetzt,  ist  es  leicht,  den  Begriff  einer  symmetrischen  ebenen 
Figur  aufzustellen«  Eine  symmetrische  Figur  ist  nämlich  eine  solche, 
welche  sich  von  einer  gewissen  Linie  aus  nach  zwei  entgegengesetzten  Rieh* 
tungen  auf  dieselbe  Art  begrenzt,  oder  welche  von  einer  gewissen  Linie 
(welche  man  die  symmetrische  Ate  nennt)  in  zwei  Hälften  getheilt  wird, 
die  sich  decken  oder  einander  genau  entgegengesetzt  sind  *).  Das  Quadrat 
ABCD  Fig.  12  zum  Beispiel  ist  eine  symmetrische  Figur,  v^eil  die  Linie 
FG  sie  in  zwei  Hälften  theilt,  die  sich  (im  oben  erklärten  Sinne  des 
Worts)  decken,  oder  sich  genau  entgegengesetzt  sind.  Dieses  Quadrat  ist  nach 
mehreren  Richtungen  symmetrisch,  weil  die  Linien  fiC,  AD ^  HK  ganz 
dieselbe  Eigenschaü  haben,  als  die  Linie  F(t.  Das  Rechteck  ABCD  Fig. 
i3  ist  ebenfalls  symmetrisch,  aber  nur  in  den  Richtungen  der  Linien  FG 
und  HK.  Die  Linie  AD  hingegen  theilt  es  in  zwei  Hälften,  die  einander 
nicht  decken,  weil  die  Linien  und  Winkel  auf  der  einen  Seite  der  Linie 
AD  denjenigen  auf  der  andern  Seite  der  Linie  an  demselben  Orte  der 
letztern  nicht  gleich  sind.  Wollte  man  die  Hälfte  der  Figur  ABD  so  er- 
gänzen, dass  eine  Figur  daraus  entstände,  deren  symmetrische  Axe  die 
Linie  AD  wäre,  so  miisste  man,  wie  in  'Fig.  i4  geschehen  ist,  das  Dreieck 


*)  Diese  anschauliche  und  einfache  Entwickelunf  dM  Eegriffes  der  Symmetrie  f^hüft  roeUiem  vor- 
trefflichen  Lehrer,  Herrn  Prof.  "Weiss  in  Berlin. 
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ADL  anfägcn,  wo  ABB  rr  ALD,  BD  zz  DL  u.  s.  w.  Aus  derselben 
Ursache  ist  das  RhomboVd  ABCD  Fig.  i5  keine  symmetrische  Figur,  weil 
weder  die  Hälften  AFGC  und  FGDB,  noch  die  Hälften  ABHK  und 
CDHK,  noch  die  Hälften  ABC  und  BCD ,  noch  die  Hälften  ABD  und 
ACD  eiilander  decken.  Der  Rhozdbus  Fig.  i6  ist  symmetrisch  nach  zwei 
Richtungen,  d«  h.  er  hat  zwei  symmetrische  Axen,  AD  und  BC;  die  Li- 
nien HK  und  FG  hingegen  sind  keine  symmetrische  Axen. 

Die  gegebene  Definition  der  Symmetrie  ebener  Figuren  lässt  sich  leicht 
auch  auf  solide  Körper  anwenden.     Man  denkt  sich  erst  eine  Ebene  durch 
den  Mittelpunct  des  Körpers  gelegt,  die  ihn  in  zwei  Hälftea  .theilt;   senk- 
recht auf  diese  Ebene  legt   man    noch   eine  Menge    anderer  Ebenen;    sind 
die    ebenen   Figuren ,    welche    von   der  Oberfläche   des   in  Frage  stehenden 
Körpers  auf  diesen  Ebenen  abgeschnitten  werden,  symmetrisch,    so  ist  der 
Körper  auch   symmetrisch    in  Bezug   auf  die   erste  den  Körper  halbirende 
£bcne.     Solcher  Ebenen,  in  Bezug  auf  welche  ein  Körper  symmetrisch  ist, 
Lann    es   mehrere    geben,    so  wie  es  auch  bei  einer  ebenen  Figur  mehrere 
symmetrische  Axen  geben  kann;    ihre  Durchschnittslinicn  können  als  sym* 
metrische  Axen  angesehen  werden.     Der  Würfel  zum  Beispiel  ist  ein  sym* 
metrischer  Körper,    denn  wenn  man  eine  Ebene  durch  seinen  Mittelpunct, 
parallel  mit  einer  seiner  Seiten,  legt,  so  werden  alle  Ebenen,  die  senkrecht 
auf  dieser  Ebene  sind,  von  der  Oberfläche  des  Wurfeis   in    symmetrischen 
Figuren    (nämlich    in  Quadraten    und   Rechtecken)    geschnitten.      Da    man 
drei  verschiedene  Ebenen  parallel  mit  den  Seiten  des  Würfels   durch    des« 
sen  Mittelpunct   legen   kann,   die   alle   dieselbe  Eigenschaft   in    Bezug   auf 
die    auf  ihnen  senkrechten  Ebenen  haben,   so  hat  der  Würfel   drei   sym- 
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Dietrisciie  Axeh,  die  sich  uater  rechten  Winkeln  schneiden  nnd  den  Kaiteft 
des  Würfels  parallel  lanfen.  Andere  Linien,  die  durch  den  Mittelpiuitt 
des  Wfir£els  und  darch  die  Mitte  seiner  Kanten  gthei&,  und  noch  andere^ 
die  durch  die  entgegengesetzten  Ecken  des  Würfels  gehen,  koown  eben* 
falls  symmetrische  Axen  vorstellen.  Die  gradea  Octaeder  mit  qnadraiisdier 
und  rhombischer  Basis  sind  ebenfalls  aymmetriache  Körper;  und  ste  hftben 
auch  drei  auf  einander  senkrechte  symmetrische  Axen.  Das  aehiefe  PriMia 
mit  rhombischer  Basis  hingegen  ist  nur  in  Bemg  auf  eine  Ebene  aymme* 
trisch,  die,  senkrecht  auf  die  Basis,  durch  swei  gegenüberliegende  Seilen* 
kanten  des  Prisma  gelegt  ist ;  es  ist  unsymmetrisch  in  Bezug  auf  eine 
Ebene,  die  man  durch  seinen  Mittelpunct,  parallel  mit  der  Basis ^  legt: 
mit  einem  Wort,  die  auf  der  Basis  senkreckte  Ebene,  die  man  sieb  durch 
die  beiden  gegenüberltegenden  Seitenkanten  des  Prisma  gelegt  denken  kann, 
ist  die  einzige ,  in  Bezug  auf  welche  das  schiefe  Prisma  mit  rhombischer 
Basis  symmetrisch  ist. 

Das  Bhomboifder  endlich  ist  nur  in  Bezug  auf  die  Ebenen ,  die  durch 
die  Endkanten  und  durch  die  Axe  desselben  gehen^  symmetrisch;  die  Axe 
des  Bfcomboeders  ist  abo  die  einzige  synvatmetrische  Axe  des  Rhomboedei*s. 


Von  (kB  Formen  im  AUgememen ,    die  bei  den  Mr/^ntallen 

yorkomiuen. 

8.  Wir  haben  schon  durch  die  Vertheilung  aller  KrystaUformen  in 
zwei  AbtheiluHgen  angedeutet,  dass  es  nur  eine  gewisse  beschränkte  Anzahl 
▼on  Formen  giebt,  welche  bei  den  Krystallen  voikonunen.  Wir  wollen 
uns  jetzt  damit  beschäftigen^  das  Chaxacteristische  dieser  Formen  näher  zu 
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bestimjnen,  uiid  emllicb  den  Ziis&niviealiavg,  der  zwischen  den  verschiede- 
Aen  Winkeln  der  Fonnen  desselben  Korpers  statt  fittdet,  anfzndecke«. 

Wir  iiaben  scfioa  im  Vot*]ieiigebenden  gesehen ,  dass  es  t^ek  iwrsciiie- 
dene  HauplfoFBiea  gifht,  d»s  ßhombueder  und  das  üt!tifHler:  die  «rster« 
ist  imncr  grado,  «La«  heiAst  ihre  Axe  naclit  einen  rechten  Wink«!  mit  der 
ttasis;  das  Ortaeder  verfällt  in  dtiei  Ai^theiluugen ,  das  4^uadrato€taifd«r, 
das  fiJaosniienACtaeder  nnd  das  BiiomboidoctaMer,  von  denen  das' erste  iib* 
flier  f;rade,  das  leiste  iamer  schief  ist«  das  mittlere  bald  fir^de,  bald  «chi^f. 

Ausser  den  Flächen,  die  dJeee  Formen  begremen,  koanmen  nodi  viele 
andere  vor,  die  für  dch  neue  Formen  bilden,  wir  wollen,  ram  Th(eil  um 
die  Bco«nnangen  dieser  Formen  keiuien  zu  lernen,  zum  Theil  um  zn 
zeipaä^  wie  die  Katurin  Anordnung  dieser  Flächen  verfährt,  hier  eine 
aU^meiae  TJebersicht  dtfrsellien  geben.  '    V 

Wenn  man  an  eifiem  Krystall  erst  die  Hauptform  heranf^fnnd^n  hat, 
so  findet  man  gewöhjilicfa;  dass  die  übrigen  Fläcfaen  so  liegen,  dass  ihre 
Durciischnitlidintfui  mit  den  Flächen  der  Hauptlorm  den  Kanten  der  letztern 
f)ar;dlel  gehen.  Vi*rtritt  die  neue  Flache  die  Stelle  der  Kante  der  Baupt^ 
lurm«  so  nennt  man  sie  «ine  Abstoiftpfangsfläche;  liegen  zwei  neue  Flacbeii 
JEU  beiden  Seiten  der  Kante,  so  dass  sie  sich  in  derselben  durchschmiden, 
so  sind  es  Zuschärfungsflächon«  Die  meisten  Kristalle  erscheinen  also  in 
den  eben  beschriebenen  IlauptCbrmen  mit  'hinzutretienden  Abstun^ungs- 
nnd  ZoschärfiingfidarJien. 

4 

a»   Formen  des  rhombo'ediischtn  Systems» 
Am  Fihombocdei*  kommen  bäuüg  die  £ndkanien  |;rade  abgmtum^t  vor, 
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d.  h«  es  tritt  an  die  Stelle  jeder  Endkante  eine  Fläche,  die  gegen  beide 
Rhomboederflächen  gleiek  geneigt  ist,  deren  Neigung  gegen  die  Axe  also 
eben  so  gross  ist,  als  die  Neigung  der  Endkante  gegen  die  Axe.  Verlän- 
gert man  diese  sechs  Flächen  (drei  an  den  obern,  drei  an  den  untern  End- 
kanten), bis  sie  sich  schneiden,  so  erhält  man  wieder  ein  RhcHnboeder,  das 
aber  stumpfer  ist,  als  das  erste,  und  das  man  deshalb  das  nächst  stumpfere 
nennt«  Die  Endkanten  des  nächst  stumpfren  Rhomboeders  kann  man  sich 
wieder  abgestumpft  denken«  woraus  ein  neues  Rhomboeder  entsteht,  welches 
mau  das  xweiie  stumpfere  nennt  und  so  fort«  Es  ist  klar,  dass  die  End- 
kanten  des  nächst  stumpferen  Rhomboeders  über  den  Flächen  des  ersten 
Uhioiiboiders  (das  wir  Grundrhomboeder  nennen  wollen)  liegen;  die  End^ 
kanten  des  zweiten  stumpferen  hingegen  über  den  Endkanten  des  Grunde 
rhomboeders;  die  Endkanten  des  2  ,4  >  6  etc.  Rhomboeders,  liegen 
also  in  derselben  Ebene,  in  welcher  auch  die  End  kante  des  Grundrhom- 
bo^ders  und  die  Axe  liegt ;  die  Endkanten  des  i^  ,3^,5  «  7  ^  etc. 
Khoniboeders  hingegen  liegen  in  einer  andern  Ebene,  die  mit  der  ersten 
einen  Winkel  von  60^  macht,  und  in  welcher  auch  die  Diagonale  der 
GruAdrhomboederiläche  und  die  Axe  liegen«  Lässt  man  alle  diese  verschie« 
denen  Rhomboederflächen  durch  dieselben  zwei  Endpuncte  der  Axe  gehen, 
so  erscheinen  sie  als  in  einander  eingeschrieben. 

Man  kann  von  jedem  andern  Rhomboeder  als  Grundrhomboeder  aus-* 
gehen,  z.  B.  vom  ersten  stumpferen  :  im  Vergleich  mit  diesem  ist  das  frü- 
here Grundrhomboeder  schärfer;  man  nennt  es  deshalb  in  diesem  Bezüge 
das  nächste  schärfere:  seine  Flächen  gehen  durch  die  Längen  « Diagonalen  ^ 


*)  leb  aeime  LKiifcndUfoiMU  diejenige  Diagontle  einer  Rhombolfderfläche,  die  dorch  die  Endtpitie 
fcbt,  die  andtrc  da^eg«!  die  Quaerdiagonale. 
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je  zweier  benachbarten  Flächen  des  Grnndrhomboeders  oder  sie  kommen 
an  die  Stelle  der  Ecken  an  der  Basis.  Von  diesen  schärfei*en  Rhomboödern 
gilt  wieder  in  Hinsicht  ihrer  respectiven  Lage  dasselbe,  was  von  den  stum- 
pferen RhomboSdern  gilt;  die  Endkanten  des  2  ,  4^t  ^  ^^^*  schärferen 
Rhomboiders  liegen  mit  den  Endkanten  des  Grnndrhomboeders,  die  End- 
kanten des  I  ,3,5  etc.  mit  den  Endkanten  des  nächsten  sturopferen 
RhomboSders  in  zwei  Ebenen,  die  einen  Winkel  von  60^  miteinander 
machen.  . 

Ausser  den  Rhomboädern,  die  diese  grosse  Reihe  bilden,  können  noch 
andere  vorkommen,  deren  Endkanten  zwischen  den  Endkanten  der  genann- 
ten liegen;  nie  aber  kommen  welche  vor,  deren  Endkanten  in  andern 
£benen  lägen,  als  denjenigen,  die  durch  die  Endkanten  der  genannten 
RhomboSder  und  die  Axe  gehen. 

Noch  findet  man  im  rhomboedrischen  System  Zuschärfungsflächen  der 
Cadkanten  und  der  Basiskanten  des  Grund-rhomboeders  oder  irgend  eines 
andern.  Die  Zuschärfung  der  Endkanten ,  deren  es  überhaupt  sechs  giebt, 
drei  obere  und  drei  untere,  giebt  zwölf  Flächen ,  die  sich  in  zwölf  End- 
kanten und  eben  so  viel  Basiskanten  schneiden.  Von  den  Endkanten 
fallen  sechs  mit  den  obern  und  untern  Endkanten  des  Grnndrhomboeders 
zusammen;  die  übrigen  sechs  gehen  ebenfalls,    zu    drei,    durch   die   obere 

t 

m  

und  untere  Endspitze;  sie  liegen  aber  zwischen  den  Endkanten  des  Grund- 
rhomboeders  und  über  den  Längendiagonalen  seiner  Flächen.  Die  INeigun- 
gen  der  Flächen  an  denjenigen  Endkanten,  die  mit  den  Endkanten  des 
Gnindrhombotders  zusammenfallen,  können  schärfer  oder  stumpfer  seyn, 
als    die  Keigungen   der  Flächen    an   den    dazwischen  liegenden  Endkanten, 


i 
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sie  können  auch  alle  untereinander  gleich  seyn ;  in  den  beiden  ersten  Fällen 
liegen  die  Basiskanten  im  Zikzak,  im  dritten  Falle  dagegen  in  einer  Ebene; 
die  beiden  ersten  Fälle  bringen  ungleichschenklichte  sechsseitige  Doppelpy- 
ramiden (ungleichschenklichte  Diiiexaeder,  Drei-  und  Dreikantner)  hervor, 
der  dritte  Fall  erseugt  eine  gleichschenklichtc  sechsseitige  Duppelpyrantde 
(schlechtweg  Dihexaeder)» 

Sind  es  die  Iksiskanten  des  Grundrhomboeders ,  die  zugeschärft  sind, 
so  giebt  das  ähnliche  Körper,  deren  Basiskanten  mit  den  Basiskanteu  des 
Gruiidrhombocders  zusammenfallen,  und  deren  Endkanten  über  den  End- 
kauten  und  über  den  Längendiagonalen  des  Grundrhomboeders  liegen,  so 
dass  sie  durch  die  Basiskautcn  des  Grundrhomboeders  gehen,  und  sich  in 
einem  Puncte  auf  der  verlängerten  Axe  derselben  oberhalb  seiner  Ead- 
spitze  schneiden«  Da  die  Basiskanten  des  Grundrhomboeders  immer  im 
Zikzak  liegen,  so  können  die  Basiskanten  dicker  Di^i-  und  Dreikantner 
nie  in  einer  Ebene  liegen,  von  den  Endkanten  können  immer  nur  je  drei 
und  drei  von  gleicher  Länge  und  Neigung  gegen  die  Axe,  und  die  Winkel, 
die  ihre  Flächen  an  den  Endkanten  machen«  können  nie  alle  einander 
gleich  seyn  ;  oder  mit  andern  ^Y orten,  durch  Zuschärfung  der  Basi&kantea 
eines  Rhomboeders  kann  nie  ein  gleichschenk] ich tes  Dihexaeder  entstehen. 

Die  Flächen  des  rhomburdrischeu  Systems,  die  der  Axe  parallel  sind, 
bilden  reguläre  sechsseitige  Prismen  oder  Säulen«  deren  benachbarte  Flächen 
unier  120^  gegeneinander  geneigt  sind«  Diese  Säulen  sind  zweierlei  Art, 
sie  stumpfen  entweder  die  Basisecken  oder  die  Basiskanten  des  Grundrhom- 
boeders ab.  Kommt  das  Grundrhomboedcr  mit  den  Säulenflächen  dar 
ersten  Art    vor ,  so   sind   seine  Flächen  auf  die  Säulenflachen  grade  au^ge- 
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aeiwl;  Ul  es  die  Säule  zweiter  Art,  so  sind  die  GrundrhombuedcrflüGhen 
aof  doli  S&oleakanten  aufgesetzt ;  so  ist  es  leicht ,  die  beiden  Arten  von 
Säolea  von  einander  zu  unterscheiden« 

Alle  Flächen,  die  im  rhomboedrischen  System  vorkommen,  sind  also 
ealweder  Flachen  eines  Rhomboeders  oder  eines  Drei-  und  Dreikantner's, 
oder  einer  regulären  sechsseitigen  (oder  dreiseitigen)  Säule,  oder  es  ist 
gradangfaeUte  Endfläche  (eine  Fläche,  die  einen  reehten  Winkel  mit  der 
Axe  macht)«  In  gewissen  Fällen  können  die  ü^eigungswinkel  an  den  End- 
kanten  dts  Drei  -  und  Dreikantner  s  alle  einander  gleich  werden  oder  der 
Drei  *  und  Dreikantner  kann  ein  Dihexaedcr  seyn.  Hier  ist  ein  Uebergang 
des  rhomboedrischen  Systems  in  das  dihexaedrische  (sechsgliedriges  System« 
fVeiss^  rhombu^riaches  System  mit  dirbomboedrischer  Combination«  Mohs) ; 
eia  anderer  Uebergang  geschieht  auf  folgende  Art,  Verbindet  man  zwei 
gleiche  Rhomboeder  to,  dass  ihre  Axen  zusammenfallen,  und  dass  die  Eba- 
aen«  die  man  eich  durch  die  Endkanten  der  Rhomboeder  und  ihre  Axen 
gelegt  denken  kamt,  und  deren  es  in  beiden  Rhombo^dern  zusammen  sechs 
giebt,  ^iche  Winkel  miteinander  maehen,  d.  h«  Winkel  von  60^,  und 
achneidet  alle  die  Stucke  weg,  die  über  die  Durchschnitte  der  sechs  Flächen 
diiier  awei  RhomboSder  hinaus  liegen,  so  hat  man  ein  Dibexaeder«  Man 
arkält  dataelbe  Dibexaeder,  wenn  man  Ebenen  durch  die  Endspitze  des 
Rkomboiders  und  die  Hälfte  seiner  Kanten  an  der  Basis  legt,  welche  die 
Ecken  an  der  Basis  wegschneiden.  Verlängert  man  im  Gegcntheil  beim 
Dibexaeder  die  abwechselnden  Flächen  bis  zum  Durchschnitt,  so  dass  die 
daswischen  liegenden  verschwinden,  so  hat  man  ein  Rhomboüder.  Diesen 
Uebergang  aus    dem  Dibexaeder   ins  Rhomboi-der   findet   man   häufig   beim 
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Quarz;  den  ersten  Uebcrgang  aus  dem  Ithomboeder  ins  Diliexaederf  ver- 
mittelst eines  Drei  -  und  Dreikantner*s  der  zweiten  Art,  dessen  FlSchen 
Zuschärfungen  an  den  Endkanten  des  Rhombocders  bilden,  nehmea  wir 
beim  Eisenglanz  wahr. 

Die  Formen  des  dihexaödrischen  Systems  sind  nun  wieder  lauter  Mo- 
dificationen  des  Dihexaeders,  indem  die  Neigungen  der  Flachen  gegen  die 
Axe  sich  von  einem  zum  andern  ändern.  Werden  diese  Neigungen  mo^, 
so  haben  wir  die  reguläre  sechsseitige  Säule,  werden  sie  gleich  90®,  so 
haben  wir  die  grade  Abstumpfung  der  Spitze  des  Dihexaeders.  Man  kann 
sich  anch  die  Endflächen  des  dihexaedrischen  Systems  als  l^bergangsflächen 
von  den  Dihexaederflächen  zu  den  Säulenflächen  denken. 

Wir  haben  eben  gesehen,  wie  man  von  derjenigen  Dihexa&derfläche, 
die  die  grösste  Neigung  gegen  die  Axe  hat,  durch  eine  Menge  anderer 
Dihexaederflächen  durch,  zu  den  Flächen  der  sechsseitigen  Säule,  auf  welche 
alle  diese  Dihexaederflächen  grade  aufgesetzt  sind,  gelangt.  Man  kann 
eben  so  jede  Dihexaederfläche  zur  Säulenfläche,  welche  derjenigen,  auf 
welche  sie  grade  aufgesetzt  ist,  benachbart  ist,  hinüberföhren ,  indem  man 
ihren  Neigungswinkel  gegen  diese  Säulenfläche  immer  gix>sser  und  «ndlich 
zz  180^  macht.  Die  verschiedenen  Lagen,  die  die  DihexaederflSdie  bei 
diesem  IJebergange  annehmen  kann,  geben^  eben  so  viel  neue  Flachen  ab, 
deren  Durchschnittslinien  mit  der  Säulenfläche  alle  einander  parallel  sind, 
woran  man  sie  auch  erkennen  kann  *)•     Verfährt  man  so  mit  allen  Dihex- 


*)  Da  die  Säulenflache  riner  durrfi  zwei  ges;cnüberlieg^ndc  Endkanien  dei  DihexaVders  gelegten 
KWne  parallel  ist^  so  Ut  klar,  dass  die  Durch^chniUflinivn  der  neuen  Flächen  mit  den  DihexaKderflä'chen 
.luch  mit  der  cunäichstltegenden  Endkante  parallel  laufen   miisten 
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aederflächen,  so  ist  klar,  dass  die  Wege  zweier  benachbarten  Dibexacder- 
flächen  sich  durchkreuzen;  in  dea  Krenzungspnncten  selbst  fallen  immer 
je  zwei  Flächen,  die  von  zwei  benachbarten  Dihexaederflächen  herkommen, 
in  eine  zusammen,  und  bilden  sechs  neue  Dihexaedcrflächen ,  die  auf  die 
SSulenkanten  aufgesetzt  sind;  vor  und  nach  den  Kreuzungspuncten  hinge- 
gen bekommt  man  durch  hinlängliche  Verlängerung  der  Flächen  Formen, 
bei  denen  sich  zwölf  Flächen  in  einer  Endspitze  durchschneiden.  Es  ist 
merkwürdig,  dass  die  Flächen  vor  dem  Kreuzungspuhcte  nie,  die  Flächen 
nach  dem  Kreuzungspuncte  oft  nur  zur  Hälfte  vorkommen,  nämlich  ent- 
weder bloss  die,  welche  auf  der  linken  Seite  jeder  Säulenkante  liegen,  oder 
bloss  die,  welche  auf  der  rechten  Seite  der  Säulcnkante  liegen. 

9.     Als  Inbegriff  der  Formen   des   quadratoctaedrisclien  Systems    (vier- 
gliedriges  System.  FVeiss;    pyramidales  System.  Mohs)    kann    man   das  Di- 
octaeder  (Vier-  und  Vierkantner.  f^yeiss)  ansehen.     Dieser  Körper  ist  eine 
achtseitige  Doppelpyramide,  deren  Flächen  alle  eine  gleiche  INeigung  gegen 
die  Axe  haben,  deren  ^Neigungswinkel   der  Flächen    aber   nur   an    den    ab- 
wechselnden Endkanten  einander  gleich   sind.     Wenn    man   die  Neigungs- 
winkel der  Flächen  an  vier  abwechselnden  Kanten  gleich  180^  macht,    so 
entsteht  ein  Quadratoctaeder ;    lässt  man  vier  abwechselnde  Endkanten  un- 
beweglich in  derselben  Lage,  so  kann  man  zweierlei  Quadratoctaeder  machen, 
die  in  einem  bestimmten  Verhältniss  zu  einander  stehen :    macht    man   die 
Neigungen    der  Flächen  an  den  unbeweglichen  Endkanten  gleich  180^,    so 
entsteht   das   zweite  Octaeder,    dessen  Endkanten    mit   den  Diagonalen  der 
Flächen  des  ersten  Octal'ders  zusammenfällen«     Jeder  dieser  Octaeder  wird 

zur  rechtwinklicht  vierseitigen  Säule,  wenn  man  die  Neigung  seiner  Flächen 

II 
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gegen  die  Axc  gleich  o^  macht,  ihre  Combinaüon  giebt  eine  rcgalare  acht- 
seitige Säule :  macht  man  diese  Keigung  gleich  i8o^,  so  hat  man  die  grade 
Abstumpfungsfläche  der  Endspitze  des  Octaeders.  Das  Dioctaeder,  wena 
die  Neigung  seiner  Flächen  gegen  die  Axe  gleich  o^  wirdi  wird  zur  acht- 
seitigen Säule.  Flächen,  die  sich  an  der  Basis  des  Quadratoctaeders  be- 
finden und  deren  Durchschnittslinien  mit  den  Octaederflächen  den  Octaeder- 
endkanten  parallel  laufen,  kann  man  als  llebergangsflächen  von  den  Octa- 
ederflächen  zu  denjenigen  Säulenflächen  ansehen ,  auf  welche  die  Octaeder« 
endkanten  grade  aufgesetzt  sind«  Diese  Flächen^  so  wie  diejenigen,  welche 
Zuschärfungen  an  den  Endkanten  des  Quadi*atoctaeders  bilden,  sind  oft 
auf  eigne  Säulenflächen  aufgesetzt,  welche  zwischen  den  acht  bereits  ange- 
führten liegen« 

10.  In  der  zweiten  Abtheilung  kommen  nur  Octaeder  mit  abwechselnd 
gleichen  Endkanten  und  die  graden  Abstumpfungen  ihrer  Kanten  und 
ihrer  Ecken  vor.  ^^ 

In  der  Unterabtheilung  (a)  der  zweiten  Abtheilung  kommen  mehrere 
Rhombenoctaeder  vor.  Am  häufigsten  hängen  die  Flächen  der  verschiede- 
nen Octaeder  so  untereinander  zusammen,  dass  sie  bald  als  Zuschärfongen 
der  Basiskanten ,  bald  als  Zuspitzungsflächen  eines  gewissen  Rhombenocta- 
eders  erscheinen,  welche  auf  die  Flächen  dieses  Octaeders  grade  aufgesetzt 
sind ;  man  kann  sie  als  Uebergangsflächen  aus  einer  gradangesetzten  End- 
fläche zur  graden  Abstumpfung  der  Basiskanten  des  Rhombenoctaeders  an- 
sehen. Seltner  sind  Octaederflächen,  die  als  Zuschärfungen  der  Endkanten 
eines  Rhombenoctaeders  erscheinen.  Prismen  mit  rhombischer  Basis  kommen 
mehrere  vor:  man  kann  sie  als  grade  Abstumpfungsflächen  der  Kanten   an 
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der  Basis  der  Rhombenoctacder  ansehen;  wirklich  findet  man  anch  oft  an 
demselben  Krystalle  Octaederflächen ,  die  auf  einigen  von  diesen  Säulen- 
flaehen  g;rade  aufgesetzt  sind,  aber  nicht  immer«  Eben  so  ist  es  mit  den 
gradcn  Abstnmpfungsflächen  der  Endkanten  der  Rhombenoctaeder ;  es  giebt 
deren  mehrere  übereinander  liegende,  deren  Durchschnittslinien  mit  einan- 
der parallel  sind  und  einen  rechten  Winkel  mit  der  Axe  machen;  aber  es 
finden  sich  an  demselben  häufig  die  Octaedcrflächen  nicht,  an  deren  End- 
kanten  sie  als  Abstumpfungsflächen  erscheinen  wurden«  Nimmt  man  die 
acht  Abstumpfungsflächen  aller  Endkanten  eines  Rhombenoctaeders  zusam- 
men, so  entsteht  ein  neues  Octaeder,  dessen  Basis  ein  Rechteck  ist,  oder 
ein  Rectanguläroctaeder;  da  dieses  aber  aus  Ebenen  zusammen  gesetzt  ist, 
die  weder  eine  gleiche  Neigung  gegen' die  Axe,  noch  eine  gleiche  physika- 
lische Beschaffenheit  halben,  so  ist  es  als  keine  einfache  Form  zu  betrachten« 
II.  Die  Säulenflächen- r  die  in  der  Unterabtheilung  (6)  der  zweiten 
Abtheilung  der  Krystallsysteme  vorkommen,  sind  ganz  denen  ähnlich,  die 
in  der  eben  betrachteten  Unterabtheilung  (a) '  vorkommen  ;  der  Unterschied 
dieser  beiden  Unterabtlieilungen  z^igt  sich  Mos  in  den  Endflächen,  welche 
nicht  so  symmetrisch  angeordnet  sind,' als  die  Seitenflächen.  Dieser  Um- 
stand macht  .die  Säulenflächen,  mithin  die  Lage  der  Axe,  leich^  kenntlich, 
während  man  hingegen  bei  den  Rhumbenoctaedern  der  Aotheilung  (a)  oft 
gleichgültig  jede  der  drei  aufeinander  senkrechten  Axen  als  die  Hauplaxe 
ansprechen  kann.  Wenn  man  von  den  Säulenflächen  diejenigen  aussuchti 
die  gleicher  Art  sind,  d.  h.  die  gleiche  Neigungen  gegen  die  aufeinander 
senkrechten  Unteraxen  und  gleiche  physikalische  Beschaffenheit  haben,  90 
findet  man  sie  immer  zu  vieren,    welche  verbunden  eilt  Prisma   mit   rhom- 


I    . 
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SytksK^   |=jMnir  i^i^i^-w.     Von  den  Endflächen  hingegen  finden    sich   an    dem- 
«uc%%  ^,1^  iMtitter  nur  höchstens  zwei  Fliehen  von  gleicher  physikalischer 
jig,  vtJ^^"**'^'*'    Bilden  die  beiden  Endflächen  gleicher  Art   eine   schieflau«- 
i;«^  £«i:^<^kärfung ,   so  sind  sie  nie  auf  die  Sänlenflachen  grade  aufgesetzt; 
,j^tY  Kante  ist  oft  von  einer  schiefangesetztea  Endfläche   abgestumpft,   die 
i^ii  die  vordere  nennt,  indem  man  sich   den  Krystall   in   aufrechter  Stel- 
lung so  vor  sich  denkt,  dass  diese  schiefangesetzte  Endfläche  nach  vorn  ge- 
richtet ist:  nach  hinten  liegt  oft  eine  ähnliche  schief  angesetzte  Endfläche, 
die  zuweilen  dieselbe  Neigung  gegen  die  Axe  hat,  als  die  vordere,  aber  nie 
von  derselben  physikalischen  Beschaffenheit  ist«     Die  hintern  Zuschärfungs- 
flächen  sind  zuweilen  von  derselben  Neigung  gegen  einander  und  gegen  die 
Axe,  als  die  vordem,  aber  nie  von  derselben  physikalischen  Beschaffenheit« 
Die  physikalische  Verschiedenheit  der  vordem  und  der  hintern  schiefange« 
setzten  Endflächen  zeigt  sich  besonders  oft  darin,  dass  der  einen  ein  blät* 

triger  Brach  parallel  geht,  der  andern  nicht:   man   denkt  sich  gewöhnlich 

» 

den  blättrigen  Bruch  nach  vorn  gekehrt,  so  dass  die  ihm  parallele  schief- 
angesetzte Endfläche  zur  vordem  wird;  doch  ist  das  ganz  willkührlich. 
Von  den  vordem  und  hintern  Zuschärfungsflächen ,  die  eine  schieflaufende 
Zuscharfungskanle  bilden,  giebt  es  mehrere,  von  denen  einige  unter  sich 
parallele  Kanten  bilden,  indem  die  Neigungswinkel  der  zusammen  gehörigen 
Paare  immer  spitzer  und  spitzer  werden,  von  dem  Paar  angefangen«  das 
die  schieflaufende  i^uschärfungskante  bildet.  Gradangesetzte  Endflächen 
giebt  es  fast  gar  nicht:  und  schon  an  diesem  Mangel  rechtwinklichter 
Neigiing  i^r^i  m^n  düe  Endflächen  von  den  Seitenflächen  unterscheiden« 
12.     Bei- den  Formen  der  vierten  Abtheilung  endlich    hört  selbst  die 
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Symmetrie  in  der  Anordnung  der  Säulenflächen  anf ;  es  sind  ganz  unsym- 
metrische  Formen.  Yon  den  Sänlenflächen  sind  immer  nur  je  zwei  parallele 
von  derselben  Art;  nimmt  man  zwei  solche  Flächenpaare  zusammen,  so 
entsteht  eine  vierseitige  Säule  mit  rhomboidischer  Basis;  wenn  es  Flächen 
giebt,  die  die  Kantep  dieser  vierseitigen  Säule  abstumpfen ^  so  gehen  diese 
Flächen  den  Diagonalen  der  Basis  parallel,  bilden  also  keine  rechte  Winkel 
nntereinander,  wie  bei  den  Säulen  mit  rhombischer  Basis.  Die  Endflächen 
sind  so  beschaffen,  dass  es  nur  eine  Fläche  von  einer  gewissen  Neigung 
gegen  die  Axe  an  jedem  Ende  derselben  giebt;  sie  sind  so  angeordnet, 
class  je  zwei  immer  eine  schieflaufende  Zuschärfung  bilden :  wenn  man  aber 
eiae  Ebene  durch  die  Zuschärf ungskante  und  durch  die  Axe  legt,  so  haben 
die  beiden  Flächen,  die  die  Zuschärfung  bilden,  nie  eine  gleiche  Neigung 
gegen  diese  Ebene«  Die  Endflächen  sind  nie  grade  auf  die  Säulenflächen 
aufgesetzt,  es  giebt  weder  grad  angesetzte  Endflächen,  noch  schieflaufende, 
die  auf  eine  der  Seltenkanten  der  Säule  grade  aufgesetzt  wären«  Die  Recht- 
winklichkeit  mancher  Flächen,  die  in  der  vorhergehenden  Abtheilung  we* 
nigatens  in  der  2k)ne  der  Säulenflächen  möglich  war,  ist  in  dieser  Abthei- 
luog  ganz  ausgeschlossen« 

i3«  Die  Formen  des  regulären  Systems  verdienen  eine  besondere  Be- 
trachtung. Wir  wollen  sie  in  der  Reihe  durchgehen,  in  welcher  sie  sich 
ans  dem  Würfel  (Hexaeder«  Mohs)  oder  regulären  Octaeder  durch  Abstum- 
pfung, Zuschärfung  und  Zuspitzung  ihrer  Kanten  und  Ecken  entwickeln 
lissen. 

Wenn  man  die  Ecken  des  Würfels  giode  abstumpft  oder  Ebenen 
darch  die  Diagonalen  seiner  Flächen  legt,  so  entsteht  das  reguläre  Octaifder, 
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« 

aus  welchem  liinwiedernm  der  Würfel  wird,  w^nn  man  dessen  sechs  Ecken 
grade  abstumpft,  oder  wenn  man  Ebenen  durch  dessen  Ecken  legt,  die 
senkrecht  auf  denAxen  des  Octaeders  sind«  Der  Würfel  schliesst  also  das 
reguläre  Octaeder  so  ein,  dass  die  sechs  Ecken  des  Octaeders  in  die  Mitte 
der  sechs  Wurfelflächen  treffen.  Stumpft  man  hingegen  die  Ewölf  Kanten 
des  Würfels  grade  ab  oder  legt  Ebenen  durch  dieselben ,  die  eine  gleiche 
Neigung  gegen  die  beiden  Würfelflächen  haben,  welche  die  Kanten  bilden, 
so  erhebt  sich  eine  vierseitige  Pyramide  über  jeder  Würfelfläche,  die  der 
Pyramide  zur  Basis  dient:  die  zwei  benachbarten  Flächen  zweier  Pyrami- 
den fallen  in  eine  Ebene  zusammen ,  und  man  hat  zwölf  Rhomben ,  die 
diese  neue  Form  begrenzen :  sie  heisst  Rhombendodecaeder  (einkantiged 
Tetragonaldodecaeder.  Mohs)^  oder,  nach  Weisses  kürzerer  Benennung, 
Granatoeder,  weil  sie  besonders  häufig  beim  Granat  vorkommt,  dessen  blät- 
triger Bruch  den  Flächen  dieser  Form  parallel  geht.  Der  Würfel  wird 
aber  so  vom  Granatoeder  eingeschlossen,  dass  die  Kanten  des  Würfels  mit 
den  kürzeren  Diagonalen  seiner  rhombischen  Flächen  zusammen  fallen. 
Hieraus  ist  klar,  dass  das  Rhombendodecaeder  zweierlei  Ecken  hat,  näm- 
lich sechs,  die  sich  über  den  Würfelflächen  erheben  und  durch  deren 
grade  Abstumpfung  Wurfelflächen  zum  Vorschein  kommen,  und  acht  an- 
dere, die  da  liegen,  wo  der  eingeschlossene  Würfel  seine  Ecken  hat,  und 
deren  grade  Abstumpfung  dieselben  Flächen  hervorbringt,  als  die  grade 
Abstumpfung  der  Würfelccken,  nämlich  die  Flächen  das  regulären  Octae- 
ders: umgekehrt  erscheinen  die  Flächen  des  Rhombendodecaeders ,  wenn 
wenn  man  die  Kanten  des  regulären  Octaeders  grade  abstumpft ;  die  längern 
Diagonalen  des  Granatoeders  fallen  mit  den  Kanten    des  Octaeders   zusam- 
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men«  Stellt  min  den  Würfel  so,  dass  eine  Linie,  die  durch  zwei  gegen- 
äberliegende  Ecken  desselben  geht  und  (ur  einen  Augenblick  als  die  Axe 
des  Wärfels  gelten  mag,  aufrecht  steht,  so  befinden  sich  drei  Kanten 
des  .Würfels  am  oberA  Ende,  drei  am  untern  Ende  und  sechs  sind  an  der 
Basis  und  liegen  im  Zikzak;  die  grade  Abstumpfung  der  sechs  Kanten  an 
der  Basis  giebt  offenbar  eine  ,  reguläre  sechsseitige  Säule,  die  wir  schon 
beim  rhomboedrischen  System  kennen  gelernt  haben;  wir  können  nach 
und  nach  alle  Kanten  des  Wurfeis  zu  Kanten  an  der  Basis  machen,  in- 
dem wir  nacheinander  alle  vier  Axen  des  Wärfels,  die  durch  zwei  gegen- 
überliegende  Ecken  gehen,  und  die  sich  völlig  gleich  sind,  aufrecht  stellen ; 
es  giebt  also  keine  Fläche  des  Rhombendodecaeders  (denn  das  sind  die 
Flächett,  die  ans  der  graden  Abstumpfung   der  Wärfeikanten  entstehen), 

nicht  in  die  Reihe  der  Flächen  einer  regulären  sechsseitigen  Säule  treten 
oder  die  nicht  unter  120^  S^^^  ^^^  benachbarte  Fläche  geneigt 
wäre. 

Wena  man  die  Kanten  des  Wurfeis  zuschärft,  oder  durch  jede  Wür- 
felkante swei  Ebenen  legt,  die  eine  gleiche  Neigung  gegen  die  Würfel- 
flachen  haben,  welche  die  Kanten  bilden,  so  erheben  sich  ebenfalls  vier- 
seilige Pyramiden  über  jeder  Würfeliläche,  aber  die  benachbarten  Flächen 
der  benachbarten  Pyramiden  fallen  nicht  in  eine  Ebene  zusammen.  Man 
hat  alsdann  den  Pyramidenwurfel  (hexaedrisches  Trigonal -Icositetraeder. 
JK^b),  von  denen  der  merkwürdigste  derjenige  ist,  bei  welchem  die  Höhe 
der  Pyramiden  grade  den  vierten  Theil  der  Würfelkante  beträgt.  Denkt 
man  sich  an  diesem  Pyramidenwurfel  von  zwei  benachbarten  Flächen,  die 
sich  in  einer  Wärfelzante  schneiden,  eine  verschwindend,  so  dass  die  Verlan- 
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cerung  der  übriggebliebenen  deren  Platz  einnimt,  und  wiederholt  dicif, 
nach  der  sogleich  anzuzeigenden  Ordnung,  an  alien  Würfelkanten,  ao  ent* 
steht  das  Pentagondudecacder  (hexaedrisches  Peutagonaldodecaeder«  Mohd^^ 
das  man  kürzer  Pyritoifder  nennt,  weil  es  besonders  häufig  beim  Schwefel- 
kies vorkommt.  Dieser  Körper  ist  von  zwölf  fönfseitigen  Flächen  begrcnstv 
welche  durch  zwölf  Kanten  des  Würfels  gelegt  sind,  so  daas  sie  ungleich 
gegen  die  beiden  Würfelflächen ,  durch  deren  Kanten  sie  gehen,  geneigt 
sind :  sie  gehen  einer  Ebene,  parallel ,  welche  man  sich  durch  eine  Kante 
des  Würfels  und  durch  die  Hälften  der  gegenüberliegenden  Kanten  gelegt 
denken  kann.  Um  sich  die  Entstehung  dieser  Form  gans  deutlich  *ta 
machen,  ziehe  man  auf  einer  Würfelfläche  zwei  sich  rechtwinklicht  krea-^ 
zende  Linien,  die  durch  die  Mitten  der  gegenüberliegenden  Seiten  deVselben 
H  Würfelflächc  gehen;  durch  eine  von  diesen  Linien   und  durch   die  beiden 
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ihr  parallelen  Seiten  der  entgegengesetzten  Würfelfläche,  welche  der  ersten 
Würfelfläche  parallel  geht,  lege  man  zwei  Ebenen;  man  wiederhole  dieses 
\crfahren  auf  jeder  Würfelfläche,  doch  so,  dass  man  von  den  zVei'sich 
kreuzenden  Linien  auf  jeder  Würfelfläche  diejenige  wählt,  welche  mit  der 
auf  der  benachbarten  Fläche  gewählten  Linie  nicht  parallel  ist«  Denkt  man 
sich  auf  jeder  Würfelfläche  mehrere  der  gewählten  Linie  parallele  Linien, 
so  durchkreuzen  einander  alle  Linien,  die  benachbarten  Würfelflachen  ge« 
hören ;  und  alle  Linien,  die  parallelen  Würfelflächen  gehören,  sind  einander 
parallel.  Man  findet  auf  den  Würfelflachen  des  Schwefelkieses  oft  Streifen, 
die  dieses  Gesetz  befolgen. 

Die  Flächen  des  Pentagondodecaeders  bilden  Prismen    auf  jeder  Wür- 
felfläche, deren  Höhe  dem  vierten  Theil  der  Würfelkante  gleich  ist.     Wenn 
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man  sich  eine  Linie  denkt,  die  in  dieser  Hohe  über  der  Wfirfelfläche  so 
liegt,  daas  sie  zweien  gegenüberliegen  Kanten  der  Wfirfelfläche  parallel« 
und  gleich  weit  von  ihnen  entfernt  ist,  nnd  welche,  an  Länge  drei  Vierteln 
der  Wnrfelkante  gleich,  in  gleichen  Entfernungen  von  den  beiden  andern 
WfirfelLanten,  die  sie  krenzen,  absteht,  so  bilden  die  vier  Ebenen,  die 
man  sich  durch  diese  Linie  nnd  durch  die  ihr  parallelen  Seiten  der  Wür« 

§ 

feifläche  nnd  durch  die  Endpuncte  dieser  Linie  und  die  beiden  andern 
Seiten  der  Würfelfläche  gelegt  denken  kann,  das  eben  angeführte  Prisma, 
das  sich  über  jeder  Wfirfelfläche  erhebt,  um  den  Wfirfel  in  ein  Pentagon- 
dodecaeder  zu  verwandeln.  Die  eben  beschriebene  Linie  oder  höchste  zweien 
Wnrfelkanten  parallele  Kante  des  Prisma  kreuzt  die  ähnliche  Kante  des 
ähnlichen  Prisma,  das  sich  fiber  der  benachbarten  Wfirfelfläche  erhebt;  so 
ist  es  möglich,  dass  die  je  zwei  benachbarten  Flächen  zweier  benachbarten 
Pyramiden  in  eine  Ebene  zusammen  fallen,  und  dass  die  sechs  vierseitigen 
Korper,  die  sich  fiber  die  sechs  Würfelflächen  erheben ,  eine  Form  geben, 
die  von  zwölf  Flächen  begrenzt  ist« 

Die  Pyritoederflächen  sind  also  Fünfecke;  die  oben  erwähnte  Linie, 
welche  um  ein  Viertel  Wurfeikante  über  der  Würfelfläche  erhaben  ist  und 
drei  Viertel  Wurfeikante  lang  ist,  bildet  eine  Seite  des  ^ünfecks;  die 
andern  Seiten  werden  von  den  Linien  gebildet,  welche  von  den  Endpunc- 
ten  der  oft  erwähnten  Linie  nach  den  Würfelecken  gehen:  sie  sind  also 
alle  vier  untereinander  gleich,  aber  von  der  ersten  verschieden  und  kleiner 
als  dieselbe.  Das  Pyritoeder  ist  also  von  dem  regelmässigen  Pentagondode- 
caeder  der  Geometer  verschieden* 

13 
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Sieht  man  die  längste  Seite  des 'Fünfecks  als  die  Grundlinie  an,  so 
sind  die  beiden  Winkel  an  der  Grandlinie  einander  gleich;  von  den  drei 
übrigen  Winkeln  ist  der  an  der  Spitze  des  Fünfecks  verschieden  von  den  bei- 
den andern,  die  wieder  unter  sich  gleich  sind.  Diese  verschiedenen  ebenen 
Winkel  bilden  zweierlei  verschiedene  Ecken:  die  erste  Aft  von  Ecken 
wird  von  zwei  Winkeln  an  der  Grundlinie  und  einem  Winkel  an  der 
Spitze  des  Fünfecks,  die  zweite  Art  von  dreien  der  übrigen  Winkel  ge- 
bildet; die  Ecken  erster  Art  liegen  zu  beiden  Enden  der  Grundlinie  jedes 
Fünfecks  und  werden  von  einer  Granatoederfläche  abgestumpft;  die  Ecken 
zweiter  Art  £Dillen  auf  die  Ecken  des  vom  Pentagondodecaeder  eingeschlos^ 
senen  Würfels  und  werden  von  Octaederflächen  abgestumpft. 

Am'  regulären  Octaeder  erscheinen  die  Flächen  des  Pentagondodecaeders 
als  Zuschärfungen  der  Octaederecken ,  auf  die  Octaederkanlen  grade  aufge- 
setzt, welche  Ebenen  parallel  gehen,  die  man  sich  durch  die  Octaederecken 
und  durch  das  Viertel  der  gegenüberliegenden  Axe  gelegt  denken  kann  ; 
diese  Zuschärfungen  sind  so  angeordnet,  dass  auf  jeder  Octaederkante  nur 
eine  Zuschärfungsfläche  grade  aufgesetzt  ist ;  so  dass  die  Zuschärfungskanten 
der  benachbarten  Ecken  sich  kreuzen. 

Am  Granatocder  erscheinen  die  Flächen  des  Pentagondodecaeders  als 
Zuschärfungsilächen  derjenigen  Ecken,  aus  deren  grader  Abstumpfung  Wür- 
felflächen  werden.  Diese  Zuschärfungsilächen  sind  auf  die  Flächen  des 
Granatoeders  grade  aufgesetzt,  d.  h.  die  DurchschnittsIInicn  der  Zuschär- 
fungsilächen mit  den  Flächen  des  Granatoeders  sind  den  kleinen  Diagona- 
len der  letztern  parallel;  sie  sind  wieder  so  angeordnet,  dass  die  Zuschär* 
f  ungskanten  zweier  benachbarten  Ecken  sich  kreuzen. 
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Das  Pentagondodecaeder «  dessen  Flachen  die  Wärfeikanten  so  abstum- 
pfen« dass  die  abgeschnittenen  Stücke  der  rechtwinklichten  Kanten  sich 
wie  I  :  2  Terhalten,  ist  das  gewöhnliche  des  Schwefelkiesesi  and  trägt  allein 
den  Namen  Pyritoeder;  es  giebt  indessen  noch  zwei  andere  Pentagondode- 
caed^r,  deren  Flächen  eine  andere  Neigung  gegen  die  Wiirfelflächen  haben, 
die  aber  im  Uebrigen  ganz  dasselbe  äussere  Ansehen  und  dieselben  allge- 
meinen Eigenschaften  haben. 

Wenn  man  die  vier  und  zwanzig  Kanten  des  Rhombendodccaeders 
grzie  abstumpft,  so  entsteht  eine  Form,  die  man  häufig  beimLeucit  findet, 
und  die  deshalb  von  Weiss  Leucitoeder  benannt  worden  ist;  Mohs  nennt 
die  zweikantiges  Tetragonal  -  Icositetraeder« 

Diese  Form  ist  aus  vier  und  zwanzig  vierseitigen  Flächen  zusammen 
gesetzt«  Wenn  man  eine  grade  vierseitige  Pyramide  über  jeder  Fläche  des 
Rhombendodeca^ders  als  Basis  construirt,  und  immer  je  zwei  benachbarte 
Flächen  zweier  benachbarten  Pyramiden  in  eine  Ebene  zusammen  fallen 
lässt,  so  entsteht  derselbe  Körper.  Da  die  Basis  dieser  Pyramiden  ein 
Bhombus  ist,  so  sind  die  Endkanten  der  Pyramiden  von  ungleicher  Länge ; 
jede  Fläche  des  Leucitocders  wird  also  von  vier  Linien  gebildet,  von  denen 
2wei  kürzer  sind,  als  die  beiden  andern»;  der  Neigungswinkel  der  beiden 
kürzeren  Linien  wird  stumpf,  der  Neigungswinkel  der  beiden  längeren  wird 
spitz  seyn;  die  beiden  Neigungswinkel  der  kürzeren  und  längeren  Linien 
sind  einander  gleich«  Der  stumpfe  ebene  Winkel  der  Lencitocderflächen 
ist  offenbar  doppelt  so  gross,  afs  der  stumpfere  ebene  Winkel  an  der  Basis 
der  Pyramide,  der  von  der  kürzern  Pyramidenendkante  und  der  Seite  der 
Basis  (oder  der  Kante  des  Granatoeders)   gebildet    wird;    der  spitze   ebene 
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der  LeocitoSderfl&che  ist  offenbar  doppelt  so  gross,  ils  der  spitzere 
ebene  Winkel  an  der  Basis  der  Pyramide,  der  von  der  langem  Pyrami* 
denkante  und  der  Seite  der  Baaia  gebildet  wird.  Die  beiden  gleichen  ebenen 
Winkel  der  Lencitoederflache  sind  offenbar  den  ebenen  Winkeln  an  der 
Spitze  der  Pyramide  gleich« 

Die  Lencitoederflächen  entstehen  auch  durch  Zuspitzung  der  WurfeU 
ecken ;  die  Zuspitzungsflachen  sind  auf  die  Würfelflächen  grade  aufgesetzt, 
oder  ihre  Durchschnittslinien  mit  den  Wurfelflachen  gind  den  Diagonalen 
der  Wiirfelflächen  parallel;  die  Zuspitzungsflächen  sind  Ebenen  parallel, 
welche  durch  die  eben  erwähnten  Diagonalen  der  Würfelflächen  und  durch 
die  Hälften  derjenigen  Wurfidkanten  gehen,  welche  auf  die  Wurfelfläche, 
in  welcher  die  Diagonale  liegt,  senkrecht  sind,  und  sich  der  Diagonale  ge- 
genüber befinden«  Aus  der  Lage  der  Würfelecken  im  Granatoeder  wird 
klar,  das  die  neue  Ecke,  welche  von  den  Zuspitzungsflächen  der  Würfel«» 
ecke  an  Stelle  der  Würfelecke  gebildet  wird,  von  den  stumpfen  ebenen 
Winkeln  der  Lencitoederflächen  zusammengesetzt  wird;  die  grade  Abstnm« 
pfung  einer  sdichen  Ecke  giebt  eine  Octaederfläche«  Die  spitzen  ebenen 
Winkel  der  Lencitoederflächen  dagegen  treffen  zu  vieren  zusammen  und 
bilden  Ecken  eigner  Art,  durch  deren  grade  Abstnmpfang  Würfelflächen 
zum  Vorschein  kommen«  Die  mittleren  ebenen  Winkel  der  Lencitoeder- 
flächen, von  denen  sich  auf  jeder  Fläche  zwei  gleiche  befinden,  kommen 
ebenfalls  zu  vier  zusammen  und  bilden  Ecken  einer  dritten  Art,  deren 
grade  Abstumpfung  die  GranatoCderfläche  giebt«  Das  Leucitoeder  hat  also 
Ecken  van.  dreierlei  Art,  deren  grade  Abstumpfungen  sechs  Wfirfelflächen, 
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aeLt  OcUSderflächen   und  twolf  Granato^erflächen  geben,  also  iiberhanpt 
jeclit  und  twanzig  Ecken« 

Am  OctaSder  erscheinen  die  LeocitoSderflSchen  als  Zuspitzungsflächen 
der  OctaSderecken ,  welche  auf  die  Octa^erflächen  grade  aufgesetst  sind 
und  einer  Ebene  parallel  gehen,  die  man  sich  durch  eine  Kante  an  der 
Basis  detOctaeders  und  den  vierten  Theil  der  Axe  oder  durch  den  dritten 
Theil  der  Diagonale  der  gegenüber  liegenden  Fläche  gelegt  denken  kann« 

Am  Pentagondodecaeder  erscheinen  sie  als  dreiflächige  ZuspitEungeo 
derjenigen  Ecken,  durch  deren  Abstumpfung  die  Octaederflächen  zum  Vor* 
schein  kommen;  diese  drei  Zuspitzungsflächen  sind  auf  die  Kanten,  welche 
den  der  Grundlinie  gegenüberliegenden  ebenen  Winkel  des  Fünfecks  bilden, 
aufgesetzt«  Umgekehrt  erscheinen  die  Pyritoederflächen  am  Leucitoeder  als 
g;rade  Abstumpfungrn  zweier  gegenüberliegender  Kanten  von  den  vier 
Kanten,  die  in  einer  von  den  spitzen  ebenen  Winkelig  der  Leucitoeder- 
flächen  gebildeten  Ecke  zusammen  kommen«  Finden  sich  diese  Abstum- 
pfnngsflächen  an  allen  vier  Kanten,  so  entsteht,  wie  schon  aus  den  obigen 
Bemerkungen  über  das  Pentagondodecaeder  klar  ist,  ein  Pyramidenwurfel, 
mit  doppelt  so  viel  Flächen,  als  das  Pyritoeder  deren  hat« 

Wir  haben  eben  gesehen,  dass  die  Leucitoederfläche ,  von  der  bisher 
die  Rede  gewesen  ist,  als  Zuspitzungsfläche  der  Würfelecke  erscheint,  welche 
einer  Ebene  parallel  ist,  die  durch  die  Diagonale  der  Wiirfelfläche  und 
die  Hälfte  der  gegenüberliegenden  Kante  geht«  Es  giebt  noch  andere 
Flächen,  die  weniger  oder  mehr  von  der  gegenüberliegenden  Kante  abschnei- 
den;  diese  bilden  ähnliche  Korper,  die  Moha  ebenfalls  zweikantige  Tetra- 
gonal  -  Isocaeder  nennt ,    und  welche  Weiss  durch   den  l^amen  Leucitoide 
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unterscheidet)  weil  sie  sich  zum  Lcucitoeder  ungefähr  so  irerhalten,  wie  die 
Sphäroidc  zur  Kugel.  Sie  sind  stumpfer  oder  schärfer  als  das  Leucitoeder, 
je  nachdem  die  vier  Flächen ,  die  sich  im  Mittelpunct  der  Wiirfelflache 
Tereinigen,  mehr  oder  weniger  gegcDi  die  Axe  geneigt  sind,  als  beim  Leu- 
citoeder« 

Es  giebt  noch  mehrere  Pyramidenwurfel,  welche  alle  als  Zuschärfungs- 
flächen  der  Würfelkanten  erscheinen,  aber  keiner  von  ihnen  erscheint  so 
oft  mit  halbzähligen  Flächen,  wie  derjenige  Pyramidenwürfel,  der  mit  der 
halben  Anzahl  seiner  Flächen  im  Pyritoeder  auftritt. 

Das  Pyramidenoctocder  (octaedrisches  Trigonal  -  Icositetracder.  Mohs) 
entsteht,  wenn  man  sich  über  jeder  Octacderfläche  als  Basis  eine  dreiseitige 
Pyramide  construirt.  Die  Flächen  dieser  Körper  erscheinen  am  Würfel  als 
Zuspitzungsflächen  seiner  Ecken,  auf  die  Kanten  grade  aufgesetzt,  oder  als 
Uebergangsflächen  zwischen  Octacderfläche  und  Granatoederfläche.  AmGra- 
natoeder  bilden  sie  eine  dreiflächige  Zuspitzung  derjenigen  Ecken,  welche 
aus  drei  stumpfen  ebenen  Winkeln  der  rhombischen  Flächen  des  Granat- 
oeders  zusammengesetzt  sind  ;  die  Zuspitzungsflächen  sind  auf  die  Flächen 
aufgesetzt  und  zwar  so,  dass  ihre  Durchscnittslinien  mit  denselben  ihren 
langen  Diagonalen  parallel  laufen. 

Am  Leucitoe'dcr  erscheinen  d#e  Flächen  des  Pyramidenoctaeders  als 
dreiflächige  Zuspitzung  derjenigen  Ecken,  welche  aus  drei  stumpfen  ebenen 
Winkeln  der  Leucitoederflächen  gebildet  sind,  und  bei  deren  grader  Ab- 
stumpfung eine  Octacderfläche  zum  Vorschein  kommt ;  die  Zuspitzungs- 
fliehen  sind  auf  die  Leucitoederflächen  grade  aufgesetzt. 
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Am  Pentagondodecaeder  endlich  kommen  sie  als  Zuspitzungsflächen  der- 
jenigen Ecken  vor,  aus  deren  grader  Abstumpfung  die  Octacderfläche  ent* 
steht;  die  Zuspitzungsflächen  sind  auf  die  Flächen  des  Pyritoeders  schief 
aufgesetzt. 

Wenn  man  vierseitige  Pyramiden  über  den  Flächen  des  Granatoeders 
construirt,  deren  Basen  eben  diese  Flächen  sind,  so  entstehen  Pyramiden* 
granatoeder  (Tetracontaoctaedcr.  Mohs)^  deren  Flächen  als  Zuschärfungen 
der  Kanten  der  Granatoeder  erscheinen«  Diese  Flächen  bilden  am  Octac'der 
sechsseitige  Pyramiden,  die  sich  über  die  Octaederflächen ,  die  ihnen  als 
Basen  diesen,  so  erheben,  dass  drei  abwechselnde  Endkanten  in  die  ebenen 
Winkel  dfr  Octaederfläche  treffen,  die  drei  andern  aber  ausserhalb  dieser 
Fläche  durch  die  verlängerten  Diagonalen  derselben  gehen.  Man  kann 
«leshalb  diese  Formen  auch  doppelte  oder  gebrochene  Pyramidenoctae- 
der  nennen,  vreil  die  Anzahl  ihrer  Flächen  doppelt  so  gross  ist,  als  beim 
geviröhnlichen  Pyramidenoctacder.  Dieselbe  Form  bildet  über  den  Würfel- 
llächen  achtscitige  Pyramiden,  von  denen  vier  abwechselnde  Endkanten  in 
die  vier  ebenen  Winkel  der  Würfelfläche  treffen,  die  vier  andern  aber 
Linien  durchschneiden,  welche  parallel  den  Seiten  der  Würfelfläche  durch 
deren  Mitte  gehen.  Will  man  diese  Form  einen  doppelten  oder  gebrochen 
nen  Pyramidenwürfel  nennen ,  so  bedeutet  diese  Benennung  dasselbe ,  als 
gebrochenes    oder  doppeltes  Pyramidenoctacder.     Man  kann  diese  Foim  als 

■ 

die  vielflächigste  einfache  Form  des  ganzen  Systems  ansehen,   aus  der  sich 
alle  übrigen  Formen  desselben  Systems  herleiten  lassen. 

Das  sind  die  einfachsten  Formen  des  regulären  Systems;  ihre  Combi- 
nation  giebt  noch  mehrere  zusammengesetzte  Formen,    die  zum  Theil  eigne 
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Namen  bekommen  haben*    Folgende  Zusammenstellung  giebt  eine  deutliche 
Uebersicht  aller  dieser  Formen  und  ihrer  Benennungen : 


mit  grade  abgestumpften  Ecken:  Octaederflädhen« 

mit  grade  abgestumpften  Kanten  t  Granatoederflächen« 

mit  schief  abgestumpften  Kanten:  PyritoSderflSchen« 

mit  zugeschärften  Kanten  :  Pyramidenwurfelflachen. 

die  Zuspitxungsflächen  auf 
mit  dreifach      I  die  Flächen  aufgesetzt:       Leucito^erflSchen» 
zugespitzten  Ecken:  die  Zuspitzungsflächen  auf 

\  die  Kanten  aufgesetzt:       Pyramidenoctae^erflächem 
mit  sechsfach  zugespitzten  Ecken :  Pyramidengranatoederflächea 

(gebrochenes  Pyramidenoctaeder  oder 
gebrochener  Pyramidenwürfel). 


^ 


< 


mit  grade  abgestumpften  Ecken:  Würfelflächen* 

mit  grade  abgestumpften  Kanten:  Granatoederflächen. 

mit  zugeschärften  Ecken,  die  Zuschärfungs« 

flächen  auf  die  Kante  aufgesetzt ;  Pyrito?derflächen  (Icosaeder)« 

§  ;  mit  zugeschärften  Kanten  PyramidenoctaSderflächen, 

die  Zuspitzungsflächen  auf 
mit  vierfach      j  die  Flächen  aufgesetzt :    Leucitoederflächen. 
zugespitztenEcken  :^  die  Zuspitzungsflächen  auf 

die  Kanten  aufgesetzt :     Pyramidenwürfelflächen. 
mit  achtfach  zugespitzten  Ecken:  Pyramidengranatoederflächea. 
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in  den  scharfen  Ecken  grade  abgestumpft:      Wiirfelflächen. 
an  den  stumpfen  Ecken  grade  abgestumpft :       Octaederflächen.  ■ 

mit  grade  abgestumpften  Kanten:  Leucitoederflachen. 

an  den  scharfen  Ecken  zugeschärft,  die  Zuschär- 

fnngsflächen  auf  die  Flächen  aufgesetzt:        Pyritoederflächen. 
an  den  Kanten  zugeschärft:  Pyramidengranatoederflächen« 

an  den  scharfen  Ecken  vierfach  zugespitzt, 

die   Zuspitzungsflächen   auf  die   Flächen 

aufgesetzt :  Pyramidenwürfelflächen, 

an  den  stumpfen  Ecken  dreifach  zugespitzt, 

die   Znspit Zungsflächen   auf  die   Flächen 

aufgesetzt :  Pyramidenoctaederflächen. 


I  ^    ^  die  spitzen  Ecken  grade  abgestumpft:  Wiirfelflächen. 

^  .  die  stumpfe nEcken  grade  abgestumpft :  Octaederflächen. 

-    g  ^  die  mittlem  Ecken  grade  abgestumpft :  Granatoederflächen. 

p  'S    o  /  .  • 

a    §  *^  dieKanten  an  den  ( alle  vier  zugleich :  Pyramidenwurfelflächen. 


^    P    u 


0» 

^  n$  ^        spitzenEckengra-^nurzweigegeniiberlie- 


'S  I  g  ^  ^   ^  ^^  abgestumpft,  fgendean  jederEcke:  Pyritoüderflächen. 
"      ^  fi  "e  ^  ^^^  Kanten  an  den  stumpfen  Ecken,  oder 


5 


^    &  !^         die  kurzen  Seitenlinien  derLeucitoeder- 
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Ji   o   S  flächep  grade  abgestumpft:  Pyramidenoctaederflächen. 

'C  d   a  '     ^^^  mittleren  Ecken  vierfach  zugespitzt, 

'1   i 'S         die  Zuspitzungsflächen  auf  die  Flächen 

5  .2i  aufgesetzt:  Pyramidenoctaederflächen« 

i3 


9» 


&4 
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c: 


c: 


d 

I  ^ 


a 

9 

CA 
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4J 


d 
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die  Ecken  an  der  Grundlinie  abgestumpft :  Granatoederfl'ächen. 
die  Wurfelecken  abgestumpft :        Octaederfl'achen  (Icosaifder). 
S  die  Grundlinien  grade  abgestumpft :      Würfelflächen. 

die  Ecken  an  der  Grundlinie  zugeschärft, 
ä     die  Zuschärf ungsfläche  auf  die  Flächen, 
die  sich    in  der  Grundlinie  schneiden, 
aufgesetzt :  halbzählige  Pyramidengranatoederflächen. 

'U  die  Wurfelecken  dreifach  zugespitzt,  die 
^     Zuspitzungsflächen  auf  die  Kanten  auf- 


4) 


4) 


gesetzt : 


Leucitoederflächen. 


d 
p 


^  CO 


d 


d      .  ...  ^ 

cS   die  Wurfelecken   dreiflächig  zugespitzt, 

die  Zuspitzungsflächen  auf  die  Flächen 

aufgesetzt :  Pyramidenoctaederflächen. 


i4«  Um  die  Aufzählung  aller  Formen,  die  vorkommen  können  ,  toU- 
ständig  zu  machen,  bleibt  uns  noch  übrig,  von  denjenigen  Ausnahmen  zu 
sprechen,  die  das  Gesetz  des  Parallelismus  der  Flächen  erleidet ;  denn  bei 
allen  bisher  angeführten  Formen  geht  jeder  Fläche  eine  andere  parallel. 
Die  aus  dieser  Halbirung  der  Flächcnanzahl  entstehenden  Formen  kommen 
fast  nur  in  der  ersten  Abtheilung  und  im  regulären  System  Tor;  im  regu- 
lären System  begreift  man  sie  unter  dem  Namen  der  tetracdrischen  For- 
men. Wenn  man  beim  regulären  Octaeder  von  zwei  parallelen  Flächen 
immer  eine  unterdrückt,  oder,  bei  aufrechter  Stellung  der  Axe,  zwei  gegen- 
überliegende  Flächen  oben  und  zwei  gegenüberliegende,  die  den  oberen 
nicht  parallel  sind,    unten,  hinlänglich  verlängert,    bis  sh  sich  schneiden. 
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so  dass  die  benachbarten  Flächen  verschwinden,  so  entsteht  eine  Fornii 
die  Ton  Tier  gleichen  gleichseitigen  Dreiecken  begrenzt  ist  und  die  man  das 
reguläre  Tetraeder  nennL  Dieses  Tetraeder  giebt  durch  grade  Abstumpfung 
tier  Ecken  das  vollständige  Octaeder,  durch  grade  Abstumpfung  der  Kanten 
den  Würfel.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  die  Verändemngsflächen  an  diesem 
Körper  keine  andere  seyn  können,  als  diejenigen,  die  beim  regulären  Octa- 
eder  vorkommen :  nur  kommen  sie  oft  nur  zur  Hälfte  vor,  mit  Weglassung 
der  parallen  Flächen. 

Die  Kanten  der  Tetraeder  werden  von  der  Hälfte  der  Flächen  desLeu- 
Gitoeders  zugeschärft;  es  bilden  sich  dreiseitige  Pyramiden    über    jeder   Te- 
trarderfläche ;  es  entsteht  ein  Korper  der  von  zwölf  gleichschenklichle  Drei- 
«cken  begrenzt  ist,  unter  denen  es  keine  parallele  giebt;  diese  dem  äussern 
Ansehen  nach  so  sehr  vom  Leucitoeder  abweichende  Foinn    ist  doch  nichts 
weiter,  als  ein  Leucitoeder  (oder  Leucitoid)    mit   der   halben  Anzahl  seiner 
Flächen,    indem  von  zwei  parallelen  Flächen   des  Leucitocders    immer   eine 
unterdrückt  ist.     Man  kann  drese  Körper  im  Allgemeinen  Pyramidentetrae- 
der  (Trigonaldodecaeder.  Mohs)'   nennen ,    und  diejenige  Varietät  derselben, 
welche  durch  Unterdrückung  der  halben  Anzahl   der  Flächen    des  Leucito- 
eders  entsieht,  durch  die  Benennung  tetracdrisches  Leucitoeder  unterscheiden. 
Die  andere  Hälfte  der  Flächen  des  Lcuciiopdcrs  erscheint  in  dreiflächi- 
gen Zuspitzungen  der  Ecken  des  Tetratiders,  die  Zuspitzungsflächen  auf  die 
Kanten  des  Tetraeders  grade  aufgesetzt.     Oft  finden  sich  beiderlei  Flächen, 
die  Zuschärf ungsflächen  der  Kanten    und    die  eben  erwähnten  Zuspitzungs- 
flachen  der  Ecken  des  Tetraeders,    an  demselben  Tetraeder    zugleich,    und 
bilden  dann,    hinlänglich  verlängert,    das  vollständige  Leucitot'der.     Es  ist 


ir»7-1 
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klar,  dass  diese  Flächen  ein  eben  solches  Pyramidentetraeder  bilden,  als 
die  Zuschärfungsflächen  der  Kanten  des  Tetraeders«  Diese  Zuspitiungt- 
flächen  der  Ecken  eines  Tetraöders  erscheinen  als  Zuschärfnngsflächea  der 
Kanten  eines  andern  Tetraeders,  das  dem  ersten  gleich  ist,  ond  ans  dcai* 
selben  Octaeder  gebildet  ist,  nur  mit  den  vier  andern  Octaederflichan ,  die 
man  bei  der  Bildung  des  ersten  Tetraeders  nnterdiückt  hat. 

Die  Granatoederflächen  erscheinen  am  Tetraeder  als  dreiflächige  Zonpi- 
tzungen  der  Ecken,  auf  die  Flächen  des  Tetraeders  aufgesetzt,  und  sind 
Tollzählig.  Solche  Zuspitznngsflächen  können  auch  Pyranudenociaederflächen 
seyn,  die  sich  dann  in  halber  Anzahl  finden  und  iur  sich  allein,  hinläng- 
lich verlängert,  das  tetracdrische  Pyramidenoctaeder  (zweikantiges  Tetrago- 
naldodecacder.  Mohs)  bilden ;  die  Begrenzungsflächen  dieser  Form  sind  Vier- 
ecke ,  den  Flächen  des  Leucitoeders  ähnlich ,  indem  auch  bei  ihnen  zwei 
gleiche  und  zwei  ungleiche  ebene  Winkel  einander  gegjeaüber  liegen. 

Wenn  man  die  Ecken  des  Tetraeders  mit  drei  Flächen  so  zuspitzt, 
dass  die  Zuspitzungsflächen  schief  auf  die  Flächen  des  Tetraeders  aufgesetzt 
sind,  so  entsteht,  bei  einer  gewissen  Neigung  dieser  Flächen,  dasPentagon- 
dodecaeder ;  bei  andern  Steigungen  aber  entsteht  zwar  auch  ein  Körper,  der 
von  zwölf  Fünfecken  begrenzt  ist ;  diese  Fünfecke  haben  aber  lauter  un* 
gleiche  ebene  Winkel,  und  von  vieren  ihrer  Seiten  ^ind  nur  je  zwei  und 
zwei  einander  gleich.  Mohs  nennt  diesen  Körper  das  tetraedrische  Pen«> 
tagonaldodecaeder. 

Eine  sechsflächige  Zuspitzung  der  Tetraifderecken  gicbt  einen  Körper, 
der  von  vier  und  zwanzig  ungleichseitigen  Dreiecken  begrenzt  ist  und 
welchen  Mohs  tetraedrisches  Trigonal  -  Icositetraeder  nennt. 
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Wenn  wir  weiterhin,  bei  Berechnung  der  Winkel,  die  die  Krystall- 
flächen  überhaupt  untereinander  machen,  Tom  regulären  System  besonders 
bandeln  werden,  werden  wir  diese  Formen  und  ihre  geometrischen  \er- 
bältnisae  genauer  betrachten  und  zugleich  ihre  Winkel  angeben. 

i5.  Solche  Ausnahmen  vom  Parallelismus  der  Flächen  finden  sich  noch 
beim  dihezaedrischen  System;  ich  habe  diese  Flächen  schon  in  No.  8.  an- 
gelahrt; es  sind  diejenigen,  welche  die  Kante  zwischen  einer  Dihexaöder- 
fläche  und  derjenigen  Säulenfläche,  welche  der  Säulenfläche,  auf  die  die  Di- 
bexaederfläche  grade  aufgesetzt  ist,  benachbart  ist,  schief  abstumpfen,  und 
welche  sich  oft  nur  in  halber  Anzahl  finden ;  alsdann  sind  sie  entweder 
alle  nach  links  oder  alle  nach  rechts  gewendet,  und  zwei  entgegengesetzte 
sind  einander  nicht  parallel«  Solche  Flächen  in  halber  Anzahl  finden  sich 
beim  Quarz,  viel  seltner  beim  Apatit;  beim  Beryll  sind  sie  vollzählig,  ge- 
boren also  eigentlich  nicht,  hieher. 

In  den  übrigen  Systemen,  z.B.  im  System  der  lihombenoctacdcr,  finden 
sich  diese  halbzählige  Flächen  so  selten,  dass  sie  kaum  eine  besondere 
Erwähnung  verdienen. 


Ion  den  prinüiren  und  secundären  Formen. 

i6.  Wenn  man  eine  Reihe  von  Krystallen  desselben  Korpers  vor  sich 
hat,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  gewisse  Flächen  sich  fast  in  allen  Formen 
wiederfinden,  andere  hingegen  ab  und  zu  treten,  so  dass  eigentlich  nur 
diese  letztern  die  Verschiedenheit  der  Krystallformen  derselben  Substanz 
begründen,  wenn  man  blos  auf  die  Winkel  sieht,  und  die  Aendcrung  der 
Dimensionea  unbeachtet  lässt.     Wir  wollen    diese  Flächen,    die   sich   fast 
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an  allen  Krystall formen   derselben  Substanz    wiederfinden ,    vor   der  Hand 
primäre  Flächen  nennen,  mit  dem  Vorbehalt,  diesem  Kamen ,  der  auf  eine 
so  schwankende  Definition  gegründet  ist,    sphaterhin    eine  bestimmtere  Be- 
deutung zu  geben  ;  die  übrigen  Flächen  aber,  die  sich  bald  vorfinden,  bald 
nicht,  wollen  wir  secundäre  Flächen  nennen.     Wir   werden   uns    nachher 
überzeugen ,    dass   die  Formen ,    die  man  sich  von  den  secundären  Flächen 
begrenzt  denken  kann,  auf  eine  sehr  einfache  Art  mit  den  Formen,  welche 
die    primären  Flachen    bilden ,    zusammen    hängen ;    und    indem    wir  diese 
Einfachheit    des  Zusammenhangs    zwischen    den    primären    und  secundären 
Flächen  als  nothwendiges  Bedingniss  aller  Krystallbildung  aufstellen,  haben 
wir    ein  Crilcrium,    woran    wir  alle  Formen,    die  bei  den  Krystallen  vor- 
kommen   könucu ,    sicher   von   den    übrigen    geometrisch  möglichen  Formen 
unterscheiden  können.     Dieses   einfache  Gesetz  der  krystallbildung  ist  von 
Ilaiiv    entdeckt    worden,    und  es  ist   hier  am  Orte,    eine  Darstellung  seiner 

I 

wichtigen  Theorie  der  primären  Formen  zu  geben. 


IIa /h 's   Theorie.     Durchgang  der  Bläller. 

17.  Alan  untersrlioidet  Krystalle  und  krystallinische  Substanzen,  Kry- 
slallc  sind  die  vou  Ebenen  begrenzten  Körper  ,  von  denen  wir  bisher  ge- 
handelt haben:  wenn  man  aber  alle  Begreiizuiigsebenen  zerstört  hat,  so 
zeigt  die  innere  Substanz  der  krystalle  doch  noch  Eigenschaften,  die  sie 
von  der  gowölinliclien  Substanz  unterscheiden  und  eine  besondere  Benen- 
nung (kryslalliuische  Substanz)  rechtfertigen.  Diese  Eigcnthümllrhkeit  der 
krystallinischen  Substanz  besteht  darin,  dass  sie  nach  gewissen  iiiclitungen 


—     io3     — 

leichler  bricht,  als  nach  andern ,  wenn  sie  irgend  einer  mechanischen  Ge- 
walt nicht  mehr  widerstehen  Lann.  Die  Bi*iiche  geschehen  alsdann  nach 
gewissen  parallelen  Ebenen,  welche  den  krystallinischen  Körper  in  eine 
unendliche  Menge  dünner  Tafeln  oder  ßlätter  zerschneiden ,  und  die  man 
deshalb  blättrige  Brüche  oder  Blatterdnrchg'ange  nennt.  Gewöhnlich  hat 
jede  krystall irische  Substanz  mehrere  solcher  Ebenen,  welchen  die  Blätter, 
In  die  sich  die  Substanz  mit  grösserer  oder  geringerer  Mühe  spalten  lässt, 
parallel  gehen  ;  diese  Spaltungsebenen  schneiden  sich  unter  Winkeln,  die 
sich  bei  derselben  Substanz  immer  gleich  bleiben ;  oft  lasst  sich  die  Sub- 
stanz nach  der  einen  Richtung  leichter  spalten,  als  nach  der  andern,  und 
auch  diese  Verschiedenheit  ist  bei  derselben  Substanz  constant.  Wir  haben 
auf  diese  Verschiedenheit  der  Vollkommenheit  der  Bräche  in  derselben 
Substanz  schon  oben  bei  der  Eintheilung  der  Krystallformen  in  vier  Ab- 
theilungen aufmerksam  gemacht. 

r 

Einige  Blätterdurchg^nge  sind  sehr  deutlich,  andere  sehr  versleckt  und 
schwer  zu  erhalten.  Von  den  deutlichen  haben  manche  Substanzen  nur 
einen,  manche  mehrere  von  gleicher  oder  verschiedener  Vollkommenheit, 
die  sich  unter  gleichen  oder  verschiedenen  Winkeln  schneiden« 

Man  kann  die  Blatterdurchgänge  aller  Substanzen  in  folgende  Abthei- 
lungen  bringen: 
i)  Substanzen    mit    einem    deutlichen  Durchgang    der  Blätter :    Glimmer ; 
a)  Substanzen  mit  zwei  deutlichen  Durchgängen  der  Blätter 

a)  die  sich  rechtwinklicht  schneiden    und  von  ungleicher  Vollkommen- 
heit sind:  Feldspath; 
6)  die  sich  schiefwinklicht  schneiden,  von  gleichem  Werth :  Hornblende. 
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3)  Substanzen  mit  drei  deutlichen  Durchgängen  der  Blatter 

a)  die  sich  rechtwinklicht  schneiden, 

a)  Ton  gleichem  Werth  :  Bleiglanz ; 
ß)  von  ungleichem  Werth:  Anhydrit; 

b)  die  sich  schiefwinklicht  schneiden, 

a)  von  gleichem  Werth :  Kalkspath ; 

ß)  von  ungleichem  Werth:  Gyps,  Schwerspath; 

(bei  diesen  beiden  Substanzen  machen  die  weniger  deutlichen 
Blätterdurchgänge  zwar  einen  schiefen  Winkel  untereinander, 
aber  einen  rechten  mit  dem  deutlichsten  Blätterdurchgang.) 

4)  Substanzen  mit  vierfachem  Durchgang  der  Blätter:  Flussspath.     Die  vier 

Blätterdurchgange  des  Flussspathes  sind  von  gleichem  Werth  und  gehen 
den  Flächen  eines  regulären  Octaeders  parallel« 

5)  Substanzen  mit  sechsfachem  Blätterdurchgang:  Blende.     Die  sechs  BIät- 

« 

terdurchgänge  der  Blende  sind  von  gleicher  Vollkommenheit  und  gehen 

den  Flächen  eines  Granatoeders  parallel. 
G)  Substanzen  mit  mehrfachem  Durchgang  der  Blätter« 

Wo  bei  den  als  Beispiele  angeführten  Substanzen  die  Neigung,  sich 
nach  gewissen  Richtungen  zu  spalten,  gross  ist,  findet  man  fast  bei  jedem 
Krystall  im  Innern  desselben  parallele  Sprünge,  welche  die  Richtung  der 
Spaltungsebenen  befolgen,  und  alsdann  bemerkt  man  leicht,  dass  ein  con- 
stanter  Zusammenhang  zwischen  diesen  Spaltungsebenen  und  den  äusseren 
Begrenzungsflächen  des  Krystalls  statt  findet.  Man  nennt  dies  die  Bezie- 
hung  des  äussern  Baues  oder  der  Begrenzung  der  Krystalle  zum  innern 
Bau  oder  zur  Structur  derselben.     Zuweilen   gehen   einige  äussere  Flächen 
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des  Krystalls  den  Ebenen  der  Bläuerdurchgänge  parallel,  und  dann  ist 
ihre  Beziehung  untereinander  klar ;  in  andern  Fällen  befolgen  die  äussern 
Begrensungsflächen  mittlere  Richtungen,  und  diese  sollen  uns^besonders 
beschäftigen« 

Der  Kalkspath  krystallisirt  oft  in  regulär  -  sechsseitigen  Säulen  mit 
gradangesetzter  Endfläche.  Zerbricht  man  einen  solchen  Krystall ,  so  zer- 
springt  er  in  lauter  regelmässige  Bruchstücke,  deren  Flächen  den  Flächen 
eines  Rhomboeders  von  io5^ — S'^Tlächenneigung  paralleP gehen.  Ergänzt 
man  aus  diesen  Bruchstücken  wieder  den  Krystall,  oder  verfolgt  auch  nur 
mit  dem  Auge,  ohne  ihn  zu  zerbrechen ,  die  Richtungen  der  Spränge  im 
Innern  desselben,  die  sich  besonders  deutlich  beobachten  lassen,  wenn  man 
den  Krystall  geschickt  gegen  das  Tageslicht  dreht,  so  wird  man  finden, 
das  alle  diese  Sprunge  den  Flächen  eines  einzigen  Rhomboeders  parallel 
gehen,  dessen  Lage  man  sich  im  Krystall  so  denken  kann,  wie  Fig.  17  es 
darstellt*  Die  Spitze  des  Rhomboeders  trifft  in  die  Mitte  der  gradange* 
setzten  Endfläche,  und  die  Seitenflächen  der  Säule  gehen,  mit  der  Axe 
parallel,  d\irch  die  Kanten  an  der  Basis  des  Rhomboeders. 

Jede  Säulenfläche,  wie  fddff^  erscheint  also  als  Abstumpfung  einer 
Kante  an  der  Basis  des  Rhomboeders,  die  einer  durch  zwei  gegenüberlie* 
gende  Endkanten  AE^    A^K  gelegten  Ebene    parallel   ist.    Stösst  man  an 

die   Ecke,    so   springt  sie   so  ab,    dass  eine  der  Rhomboederfläche  AEOI 

« 

parallele  Ebene  an  ihre  Stelle  tritt,  und  so  mit  allen  Ecken,  so  dass  also 
die  Rhomboederflächen  als  dreiflächige  Zuspitzungen,  auf  die  abwechselnden 
Seitenkanten  der  Säule  aufgesetzt,  erscheinen. 

i4      ' 
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Eine  aidere  reguläre  sechsseitige  Säule  des  Kalkspates,  mit  gradange^ 
aelzter  Endflache,  Fig.  i8  und  19,  springt  so,  dass  alle  Spaltungsebenen 
den  Flächen  eines  Rhomboeders  parallel  gehen ,  dessen  Spitze  ebenfalls  in 
die  Mitte  der  gradangesetzten  Endfläche  trifft ,  dessen  Ecken  an  der  Basis 
aber  so  liegen,  dass  die  Säulenflächen  dieselben  abstumpfen.  An  dieser 
Säule  springen  nicht  die  Ecken,  sondern  die  Kanten  If^  jd^  ml  etc.  ab,  und 
es  erseheinen  an  ihrer  Stelle  Ebenen ,  die  mit  der  Fläche  ^t%  eingeschrie* 
benen  Rhomboifders  parallel  laufen,  so  dass  also  die  Säule  von  den  Rbom-» 
boederflächen  dreiflächig  zugespitzt  wird,  die  Zuspitzungsflächen  auf  die 
abwechselnden  Säulenflächen  grade  aufgesetzt. 

Die  abgesprungenen  Ecken  oder  Kanten,  wenn  man  sie  weiter  zer- 
schlägt, zerspringen  wieder  in  lauter  Rhomboeder,  und  man  kann  diese 
Theilung  so  weit  fortsetzen,  als  unsere  Instrumente  und  Sinne  es  Aur  er- 
lauben. Man  mag  sein  Instrument  anlegen,  an  welchen  Punct  man  will, 
die  Sprunge  befolgen  immer  drei  Richtungen  oder  Spaltungsebenen,  welche 
die  bekannten  Winkel  der  Rhomboederflächen  des  Kalkspaths  mit  einander 
machen. 

Diesen  Umstand  hat  Haüy  zu  einer  sinnreichen  Hypothese  benutzt, 
welche,  gehörig  entwickelt,  nicht  nur  den  schon  angedeuteten  Zusammen- 
hang, der  zwischen  den  Flächen  desselben  Krystalls  statt  findet,  ToUstän- 
dig  erklärt,  sondern  auch  den  Geometer  in  den  Stand  setzt,  aus  gewissen 
bekannten  Winkeln  alle  übrigen  zu  berechnen. 

i8*  Haüy  nennt  das  Rhomboeder,  welches  durch  Abstossung  der  Ecken 
der  regulären  sechsseitigen  Säule,  Fig.  17,  oder  durch  Abstoosung  derEnd- 
kanten  der  Säulci  Fig.  18,  entsteht     den  Kern  (noy^aii)   des  Krystalls.    Da 
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die  abgestosaenen  Ecken  oder  Kanten  der  &m\e  wieder  aus  einer  unendlichen 
Menge  kleiner  Rhombo^der  von  derselben  Gestalt  bestehen«  welche  mit 
ihren  parallelen  Flächen  aneinander  hangen«  so  kann  man  sich  vorstellen, 
dass  der  Kern  dnrch  einen  Aufbau  von  sehr  kleinen  Rhombo^em,  deren 
Flüchen  sich  respectiv  parallel  bleiben,  zur  regulären  sechsseitigen  Säule 
mit  gradangesetzter  Endfläche  ergänzt  werde«  Hauy  nennt  deshalb  die 
kleinen  Rhombo^er,  die  sich  in  regelmässigen  Haufen  über  die  Fläche» 
und  Ecken  des  Kerns  erheben,  und  die  beim  Kalkspath  dem  Kern  völlig 
ähnlich  sind,  Ergänzungsatome  (Molecules  int^antes).  Be»  denjenigen 
Substanzen,  wo  die  Ergänzungsatome  eine  andere  Form  haben,  als  der 
Kern,  unterscheidet  man  die  Form  des  letztern  unter  dem  Namen  primitive 
Form  (forme  primitive)  oder  Kemgestalt«  Um  den  Aufbau  der  Ergänzungs- 
atome über  den  Flächen  der  Kemgestalt  graphisch  zu  verfolgen,  wollen 
wir  die  einfachste  Krystallform,  den  Würfel,  als  Beispiel  wählen«  Der 
Würfel  zerfällt  durch  Spaltungsebenen,  die  seinen  Flächen  parallel  gehen, 
in  lauter  eben  solche  Wurf<^,  die  man  so  klein  machen  kann,  als  man 
will:  die  Ergänzungsatome  des  Würfels  sind  also  ebenfalls  Würfel.  Wir 
wollen  nun  auf  drei  benachbarten  Flächen  des  Würfels  die  Ergänznngs- 
atome  so  übereinander  schichten,  wie  es  in  Fig.  20  abgebildet  rst*  Man 
muss  sich  in  dieser  Zeichnung  diie  Ergänzungsatome  viel  kleiner  und  in 
rerhältnissmässig  grösserer  Menge  vorstellen. 

Man  sieht  dass  sich  über  jeder  Wurfelfläche,  z.  B.  über  Eßl^  ein  py- 
ramidaler  Haufe  von  kleinen  Würfeln  erhebt,  die  sich  mit  ihren  parallelen 
FBchen  so  aneinander  legen,  dass  weder  zwisdieii  den  firgänzungswürieltt 
selbst,  noch  zwischen  diesen  und  dem  Kemwütfel  Kwischentitinie  ubri^ 
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bleiben.  Diese  Wurfelchea  sind  so  angeordnet,  dass  die  erste  Schickt, 
welche'  unmittelbar  auf  der  Karnfläche  EOI  liegt,  auf  dieser  Fläche  so  tIcI 
Rand  übrig  lässt,  dass  noch  eine  Reihe  Würfelchen  rund  umher  da  Plats 
hätte«.  Die  zweite  Schicht  verhält  sich  zur  ersten  eben  so,  wie  die  erste 
zur  Kernflächet  und  so  geht  es  im  Abnehmen  fort,  bis  an  die  Spkie  der 
der  Pyramide,  wo  sich  nur  eih  Würfelchen  s  befindet.  Nimmt  man  wie 
in  der  Figur  die  Würfelchen  so  gross,  dass  ihre  Seite  grude  den  lytea 
Theil  der  Kante  des  Kernwürfels  beträgt,  so  besteht 

die  erste  Schicht  aus  225  Würfelchen,  i5  in  einer  Reihe. 
•     —  zweite 169       — —        i3  _— 

—  dritte        •        121..      11  
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—T  fünfte       — p—      .   49  ■     -^ 7  


—  sechste          ■            25       ^  ■  5 
^—  siebente    ——            9       3 

—  achte     .    — —  I  Wurfelchen. 


Denkt  man  sich  jetzt  die  Würfelchen  unendlich  klein,  so  gehören  viel 
Schichten  dazu,  um  sie  bis  auf  eines  abnehmen  zu  lassen ;  die  Höhe  der 
Pyramide  wird  übrigens  dieselbe  seyn  und  die  vorspringenden  Kanten  der 
Würfelreihen  werden  so  nahe  an  einander  treten ,  dass  sie  eine  Ebene 
bilden .  werden,  welche  dieselbe  Lage  faat>  als  wenn  man  eine  Ebene  durch 
die  Kante  0/  des  Kernwürfcjs  und  durch  die  obere  Kante  des  Würfelchens  s 
legt*  Man  sieht  leicht  ein,  dass  diiese  Ebene  eine  gleiche  Neigung  gegen 
die  Wurfelfläche  EOI  als  gege^  die .  Würfelfläche  OK/l'  haben  inuss:   es 


ist  also,  wie  aus  der  in  No.  i3.  gegebenen  Zusammenstellung  aller  Formen 
des  regulären  Systems  klar  ist,  die  Fläche  des  Rhombendodecaeders. 

Haüy  nennt  dieses  Abnehmen  der  Reihen  der  Erg^uzungsatome  auf 
den  Flächen  einer  Kerngestalt ,  wodurch  eine  neue  auf  die  Kernfläche  ge- 
neigte Fläche  gebildet  wird,  eine  Decrescenz  (decroissement,  reculement); 
Iiat  sie,  wie  in  dem  eben  betrachteten  Fall,  an  den  Kanten  statt,  so  ist  es 
eine  Decrescenz  an  den  Kanten  (decroissement  sur  les  bords). 

Um  den  Würfel  zu  einem  Rhombendodecaeder  zu  ergänzen ,  schichtet 
man  die  Erg^nzungsatome  so  aufeinander,  dass  auf  eine  Reihe  in  die  Breite 
eine  Reihe  in  die  Höhe  wegfallt.  In  der  Figur  21  sind  hingegen  dieWür- 
feireihen  so  aufgebaut,  dass  von  der  Kante  Ol  aus  auf  zwei  Reihen  in  die 
Breite  eine  Reihe  in  die  Höhe  wegfällt;  eine  solche  Decrescenz  bringt  offen- 
bar eine  Fläche  hervor,  die  stärker  gegen  die  Wärfeifläche  EOI  geneigt 
ist,  als  die  Fläche  des  Rhombendodecaeders ,  die  aus  einer  Decrescenz  von 
einer  Reihe  in  die  Breite  auf  eine  Reihe  in  die  Höhe  entsteht.  Die  Ebene 
die  man  durch  die  Wiirfelkante  DI  und  durch  die  obere  Kante  der  Wür- 
felreihe pg  legen  kann,  hat  dieselbe  Lage  als  die  Fläche  des  Pentagondo- 
decaeders.  Damit  der  Würfel  ganz  zu  dieser  Gestalt  ergänzt  werde ,  muss 
man  die  Ebene  über  die  Kante  Ol  hinaus  verlängern :  und  das  geschieht 
offenbar  durch  eine  Decrescenz  von  zwei  Reihen  in  die  Höhe  gegen  eine 
Reihe  in  die  Breite,  wie  sie  in  der  Figur  angedeutet  ist.  Eine  Ebene 
darcb  pgi  gelegt,  geht  auch  durch  OL  Die  Decrescenzen  müssen  an  allen 
Kanten  des  Kernwürfels  so  wiederholt  werden,  wie  es  die  bekannte  Lage 
der  Flächen  des  Pyritoeders  mit  sich  bringt. 
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Um  die  Neigung  der  entstandenen  Fläche  deutlich  zn  machen,  ist  die 
Fig.  22  entworfea,  welche  einen  Queerschnitt  der  Fig.  21 ,  durch  deo 
Mittelponct  des  Würfels  und  der  Wiirfelfläche  EOE^O"  parallel  gelegt, 
TorsteÜL  Man  sieht,  dass  die  Linie  pr  halb  so  gross  ist,  als  die  Linie  rO^ 
da  sie  halb  so  viel  Wurfelseiten  enthält;  die  Tangente  des  Winkels  o, 
welches  der  Neigungswinkel  der  Pentagondodecaederflache  gegen  die  unter- 
liegende Würfelfläche  ist,  ist  also  gleich  i  und  a  ^z  26^  —  3^^. 

Aus  dem  Vorhergehenden  wird  von  selbst  verständlich,  was  Decrescenz 
in  die  Breite  und  Decrescenz  in  die  Höhe  (decroissement  en  largeur  et  de« 
croissement  en  hauteur)  heissL  Man  kennt  einfache,  zweifache,  dreifache  etc« 
Decrescenz  in  die  Breite  oder  in  die  Höhe,  je  nachdem  eine,  zwei,  drei  etc. 
Reihen  in  die  Breite  oder  in  die  Höhe  gegen  eine  Reihe  in  die  Höhe  oder 
in  die  Breite  wegfallen.  Fallt  eine  gewisse  Anzahl  von  Reihen  in  die 
Breite  die  grösser  als  Eins  ist,  gegen  eine  gewisse  Anzahl  von  Reihen  in: 
die  Höhe,  die  auch  grosser  als  Eins  ist,  weg,  so  nennt  man  diess  eine  ge- 
mischte Decrescenz  (decroissement  mixte),  Die  Flächen,  welche  durch  die 
Decrescenzen  entstehen,  nennt  man  secundäre  Flächen,  im  Gegensatz  zu 
den  FlächcH  des  Kerns,  die  man  primäre  Flächen  oder  Kernflächen  nennt. 

Durch  eine  einfache  Decrescenz  an  den  Ecken  des  Wurfeis  (decrois^ 
sement  sur  les  angies)  entsteht  die  Fläche  des  regulären  Octaeders*  Diese 
Decrescenz  ist  Fig*  23  abgebildet.  Man  sieht ,  dass  gegen  eine  Reihe  in 
der  Breite  (nach  den  Diagonalen  des  Würfels)  auch  eine  Reihe  in  die 
Höhe  wegfällt.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  diess  wirklich  die  OctaS- 
derfläche  sey,  wenn  man  den  kleinen  Würfel,  der  bei  d  vregfällt,  sieh 
wieder  hingestellt  denkt;  dieser  Würfel  wird  von  einer  Ebene,    die  durch 
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alle  die  Torspringenden  Ecken  der  Würfeichen  geht,  offenbar  in  Imd  (Fig»24) 
geschnitten;  da  nun  alle  Flächen  des  Würfelchens  (Fig*  24)  den  Flächen 
des  Kernwurf  eis  (Fig.  23)  parallel  sind,  so  ist  auch  dl^  dm  im  kleinen 
Würfel  den  Linien  £0^,  IC/  im  grossen  parallel ;  und  dass  eine  Ebene, 
die  einer  durch  E(yi  gehenden  Ebene  parallel  ist,  die  Fläche  des  regulären 
Octaeders  ist,  wissen  wir  schon  aus  dem  Vorhergehenden.  Wiederholt 
man  diese  Decrescens  auf  allen  drei  ebenen  Winkeln,  die  in  der  Würfel- 
ecke  zusammenkommen,    so  fallen  die  drei  dadurch  enstehenden  Ebenen  in 

r 

eine  zusammen. 

Eine  doppelte  Decrescenz  in  die  Breite  auf  der  Ecke  des  Würfels,  d.  h. 

bei  welcher  zwei  Reihen  in  die  Breite  gegen  eine  Reihe  in  die  Höhe  weg 

« 

fallen ,  giebt ,  wie  man  aus  Fig.  25  und  26  sieht,  die  Leucitorderflächen ; 
denn  stellt  man  in  d  die  drei  Würfetchen,  welche  hier  weggefallen  sind, 
wieder  her,  so  schneidet  offenbar  die  Ebene ,  welche  durch  alle  vorsprin* 
gende  Ecken  der  Würfelchen  geht,  diese  drei  Würfelchen  in  den  Linien 
/</,  dm  (Fig.  26);  dass  die  Linien  ///,  dm  (Fig,  26)  den  Linien  Eh^  kl 
(Fig.  25),  wo  OüzilCyii  parallel  sind,  bedarf  keines  Beweises;  und  wir 
wissen  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  eine  Ebene,  die  einer  durch  die  Li- 
nien Ei^  AI  gehenden  Ebene  parallel  ist,  die  Fläche  des  Leucitoeders  ist. 

£s  giebt  noch  eine  Art  Decresccnzn  an  den  Ecken,  die  Haüy  mittlere 
Decrescenzen  (decroissemens  intermediaires)  nennt,  und  von  welchen  ein 
Beispiel  Fig.  27  abgebildet  ist.  Bei  den  gewöhnlichen  Decrescenzen  an 
den  Ecken  geschieht,  wie  man  aus  Fig.  23  und  25  sieht,  die  Decrescenz 
längst  der  Kante  EO  nach  demselben  Gesetz,  als  die  Decrescenz  längst  der 
Kante  Ol;  bei  einer  mittleren  Decrescenz,  wie  Fig.  27,  ist  es  aber  anders; 
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hier  erbeben  sich  die  von  den  Würfelchen  gebildeten  Stufen  längst  der 
einen  Kdnte  nach  einem  rascheren  Gesetz,  als  längst  der  andern.  Bei  den 
mittleren  Decrescenzen  müss  man  also  nicht  nur  angeben,  nach  welchem 
Gesetz  sie  in  die  Breite  und  in  die  Höhe  abnehmen,  sondern  auch,  wie  8|e 
längst  den  beiden  Kanten,  welche  in  der  Ecke  zusammen  kpmmen,  ge- 
schehen. So  nennt  man  die  Fig.  27  abgebildete  mittlere  Decrescenz  eine 
einfache  Decrescenz  zweier  Atome  (Moleküle)  längst  der  Kante  EO  (decrois* 
sement  d*une  rangle  de  mol^cules  doubles);  dagegen  ist  Fig.  29  eine  dop- 
pelte Decrescenz  von  vier  Atomen  (decroissement  pär  deux  rang^es  de  mo- 
l^cules  quadruples).  Stellt  man  in  d  (Fig.  27)  die  beiden  Würfelchen, 
welche  durch  die  Decrescenz  weggefallen  sind,  wieder  her,  so  geht  die  durch 
die  Decrescenz  gebildete  Ebene  offenbar  durch  die  Linien  Id^  md  (Fig.  28),  und 
diese  Linien  sind  den  Linien  F^,  kl  (Fig.  27)  parallel,  wo  Oi  ziz  O^k. 
Auf  dieselbe  Art  findet  man  fiir  Fig.  29,  dass  die  von  der  Decrescenz  ge- 
bildete  Ebene  durch  die  Linien  Id^  dm  (Fig.  3o)  geht;  diese  Linien  gehen 
aber  mit  Fk^  kl  (Fig.  29)  parallel;  hier  ist  Ok  zu  \  OiY. 

19.  Haüy  hat  für  diese  Decrescenzen  verschiedener  Art    auch  ^verschie- 

* 
dene  Zeichen  eingefühlt.  Er  bezeichnet  erst  die  Flächen,  Ecken  und  Kan- 
ten des  Kernwürfcls  durch  grosse  Buchstaben,  wie  es  in  der  Sisten  Figur 
angegeben  ist.  P  bedeutet  also  die  Würfelfläche,  J5  die  Wüf feikante  und 
A  die  Würfelecke.  Ensteht  eine  Fläche  aus  einer  einfachen  Decrescenz  an  der 
Würfelkante,  wie  die  Fläche  des  Rhombendodecaeders  (Fig.  20),  so  wird 
sie  mit  ^  bezeichneL  Ist  es  eine  Decrescenz  an  der  Kante  von  zwei  Reihen 
in  die  Breite,  gegen  eine  Reihe  in  die- Höhe,  so  ist  ihr  Zeichen  ^,  diess 
ist  Fläche  eines  Pyramidenwürfels.    Kommt  dieser  Pyramidenwurfel  nnr  mit 
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der  halben  Anzahl  Flächen  als  Pentagondodeca^er  vor  (s.  Fig,  21),  so 
'geschieht  die  bezeichnete  Decrescenz  auf  jeder  Fläche  nur  von  zwei  paral- 
lelen Kanten  ans;  alsdann  bezeichnet  raan  drei  Kanlenpaare  des  Warfels 
^ch  nenne  Kantenpaar  je  zwei  parallele  Kanten)  mit  besondem  Bnch- 
Stäben  B^  C,  G  (Fig.  32) ;  von  den  Kanten  B  ans  geschieht  die  Decreseenz 
nach  oben  (vergL  die  Fig.  82  mit  der  Fig.  21)  nnd  man  bezeichnet  sie 
Bit  B  i  von  den  Kanten  C  ans  geschieht  sie  nach  nnten ,    ihr  Zeichen  ist 

also  C\    von   den  Kanten  G  aus  geht  die  Decreseenz  von  der  einen  rechts 
2 

hia,    von   der  andern  links  hin,    und  man  kann  sie  nicht  anders  als  mit 

_  ■ 

G^  Hi  bezeichnen« 

Diess  sind  lauter  Decreseenzen  in  die  Breite,  indem  man  annimmt,  dass 
die  Decreseenz  in  die  Höhe  dabei  einfach  sey*  Ist  aber  die  Decresttnz  in 
die  H5he  flegen  eine  Reihe  in  die  Breite  mehrfach,  so  bezeichnet  man  diess 
dnrch  einen  gebrochenen  Exponenten ,  dessen  Zähler  Eins  ist  und  de^ssen 
Nenner  die  Zahl  der  Reihen  in  die  Höhe  angiebt,  welche  gegen  eine  Rdhe 

r 

in  die  Breite  wegfallen»  So  ist  c  (Fig.  82)  ebenfalls  das  Zeichen  einer 
PlentagondodecaSderfläche,  weil  bei  dieser  von  der  Kante  C  ans  nach  oben 
hin  zwei  Reihen  in  die  Hohe  gegen  eine  Reihe  in  die  Breite  wegfallen, 
wie  man  sehr  deutlich  aus  Fig«  21  sieht. 

Die  gemischten  Decreseenzen  (decroissemens  mixtes)  bezeichnet  man  eben- 
falls  dnrch  gebrochene  Exponenten,  deren  Zahler  die  Zahl  der  Reihen, 
ndche   in   die   Breite   wegfallen,    und    deren    Nenner    die   Zahl    der   Reihen, 

3 
•■\ 

wdche  in  die  Höhfe  w^^llen,    angiebti     So  bedeutet  B  (Fig.  3i)  eine  aus 

einer  gemischten  Decreseenz  gebildete  Flache,    bei   welcher  zwei  Reihen  in 

die  Hohe  gegen  drei  Reihen  in  die  Breite  wegfallen* 

i5 
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1 

Mit  den  Decrescenzen  an  den  Ecken  verhält  es  sich  eben  so:  A  be- 
deutet eine  Flä^e,  die  ans  einer  einfachen  DecrescenK  an  der  Ecke  A 
(s.  Fig.  3i)  entsteht,  wie  Fig.  23  abgebildet  ist;  es  ist  die  Fläche  des 
regulären  Octaeders.  Die  Leucitoederfläche ,  deren  Entstehen  ans  einer 
zwie&chen  Decrescenz  in  die  Breite  an  der  Wiirfelecke  durch  Fig.  25  deolBdi 

9  H 

gemacht  wird,  wird  durch  A  bezeichnet,  A  endlich  ist  das  Zeichen  einer 
Fläche,  die  durch  eine  Decrescenz  an  der  Würfelecke  entsteht,  bei  welcher 
drei  Reihen  in  die  Breite  gegen  zwei  Reihen  in  die  Hohe  wegfallen. 

.  Bei  den  mittleren  Decrescenzen  (decroissemens  intermediaires)  mass  man 
nicht  nur  die  Art  der  Decrescenz  an  der  Ecke,  sondern  auch  die  Decres- 
cenzen an  den  Kanten  angeben.  Man  schliesst  das  Zeichen  uberdiess  in 
eine  Paranthese  ein,  um  alle  Verwechselung  zu  verhüten.  So  bedeutet 
iA  B^  B^)  «ine  einfache  Decrescenz  zweier  Atome  längst  der  Kante  jB,  wie 
sie  Fig.  27  abgebildet  ist.  Die  Exponenten  von  B  zeigen  uns  an,  in 
welchem  Yerhältniss  die  Decrescenz  an  der  einen  Kante  zu  der  an  der 
andern  Kante  steht ;  hier  fallen  gegen  ein  Atom  auf  der  einen  Kante,  zwei 
Atome  auf  der  andern  Kante  weg.  Der  Exponent  von  A  bezeichnet  die 
Raschheit  der  Decrescenz,  welche  man  an  derjenigen  Kante  abnimmt,  wo 
die  Decrescenz  in  die  Breite  am  geringsten  ist:  das  ist  in  Fig.  27  die  Kante 
EO;  hier  ist  die  Decrescenz  einfach,  also  ^.  In  Fig.  29  ist  eine  andere 
mittlere  Decrescenz  abgebildet,  welche  man  mit  (A  B^  B^)  bezeichnet;  das 
Yerhältniss  der  Decrescenz  längst  der  Kante  £0,  zur  Decrescenz  längst  der 
Kante  0/^ist  ebenfalls  wie  i  zu  2;  aber  längst  der  Kante  £0,  wo  die 
Decrescenz  in  die  Breite  am  geringsten  ist,  fallen  zwei  Reihen  in  die  Breite 
gegen  eine  Reihe  in  die  Höhe  weg,  deshalb  muss  man  A  setzen. 


1 
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20.    Ist   die  Kerngestalt    kein  Wärfei,   sondern  ein  Rhomboeder,    wie 

beim  Kalkspath^«so  sind,    wie  wir  schon  erinnert  haben,    die  Erg^nznngs* 

atome    (molecules  int<fgrantes)   auch  Rhomboeder   von   denselben  Winkeln. 

Die  Decrescenzen  geschehen    auf  ganz  dieselbe  Weise,    wie    beim  Würfel, 

durch  den  Aufbau  dieser  kleinen  Rhomboeder,    von  welchen  eine  gewisse 

Anzahl    von  Reihen  in    die  Breite   gegen  eine  gewisse  Anzahl  von  Reihen 

in  die  Hohe  wegfällt.     Auch  hier  giebt  es  Decrescenzen   an    den  Kanten, 

Decresoenzen  an  den  Ecken  und  mittlere  Decrescenzen.    Der  einzige  Unter* 

schied,  den  wir  an  den  Decrescenzen    auf  den  Flächen   des  Wurfeis  und 

aa   den   Decrescenzen   auf  den   Flächen  des  Rhomboeders   bemerken,    ist 

derjenige ,  dass   die   Decrescenzen    an   den    verschiedenen  Kanten  und  ver- 

achiedenen  Ecken   verschieden  ausfallen,    das   heisst,   dass  an    den    ver^ 

schiedenen  Kanten  und  Ecken  desselben  Rhomboeders  verschiedene  Flächen 

gebildet  werden ;  wir  haben  von  diesem  Gesetz,    unter  den  Namen  „Gesetz 

der  Symmetrie^S    schon    oben    gesprochen.     Man    ist   deshalb    gezwungen, 

den  verschiedenen  Kanten  und  Ecken  des  Rhombo^ers  verschiedene  Zeichen 

tn  geben,  so  wie  es  Fig.  33  geschehen  ist. 

\ 

Nun  ist  A  das  Zeichen  einer  Fläche,  die  die  Endspitze  A  des  Rhom** 
iNNsders  grade  abstumpft  oder  einen  rechten  Winkel  mit  der  Axe  des'Rhom^ 
keders  macht«  A^  wo  j:  >  i,  bezeichnet  im  Allgemeinen  Flächen,  welche 
uriiehea  A  und  der  Fläche  P  des  Kernrhomboeders  liegen,  so  dass  alle 
IHirehschnittslinien  dieser  Flächen  parallele,  mit  der  Axe  rechlwinkfichte 
Kanten,  bilden«      Alle  übrigen.  Flächen,  welche  dieselbe  Eigenschaft  haben, 

nimlich  dass  sie  untereinander  und  mit  den  vorigen  parallele  auf  die  Ake 

e 
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rechtwiaklichtc  Kanten  bilden,  welche  aber  nicht  swischen  A  und  P  Hegen, 
haben  t  eum  Zeichen,  wo  x  alle  möglichen  Werthe  annehmen  kann.     Die» 
jenige  Abstumpfungsfläche  der  Ecke  an  der  Basis  e^    welche    mit   der  Axe 
parallel  ist  (s.  Fig.  19),  wird  mit  e  beieichnet:  Denn,  in  Fig.  23,  wo  die 
Ecke  des  Wüi-fiftls  durch  eine  Fläche  abgestumpft  wird,    welche    aus  einer 
eiftfachen  Decrescenz   an  der  Ecke    entsteht,    geht    diese  Fläche  duvck  die 
Ecke  0,  an  welcher  die  Decrescenz  statt  findet,  und  durch  die  eine  Dsago- 
nale  bn  (Fig.  ^4)  des  Würfelchens,  der  bei  d  (Fig.  23)  durch  die  Decrea-* 
cenz  weggefallen  ist,   oder  durch  die  Hälfte  der  andern  Diagonale  p^  des- 
selben Wiirfelchens  (Fig.  24);    eine  Fläche,   die   durch  eine  doppelte  De- 
crescenz in  die  Breite  an  der  Ecke  des  Würfels  hervorgebracht    ist,    g^bt, 
wie  man  aus  Fig.  25  nnd  26  sieht,  durch  die  Ecke  0  (Fig.  25),  an  wtidMr 
die  Decrescenz  geschieht,  und  durch  die  Linie  bn  (Fig.  26)  oder  durch  den 
Endptnci  p  der  Diagonale  ptj  des  ersten  wegfallenden  Wörfelchens ;    und 
im  AUgenKinen,  x  Decvescenzen  in  die  Breite  gegen  y  Decrescenzen  in  die 
Hohe,  an  der  Ecke  des  Wur£els,  bringen  eine  Fläche  hervor,  welche  duncfc 
die  Ecke  des  Wärfels,    an  welcher  die  Decrescenz  geschieht,   und  dnrck 
den  Endpunct  einer  Linie  geht,  die  senkrecht  auf  der  Würfelfläche,    und 
von  dieser  ah  gerechnet  /  Erg^nzungswürfelseiten  hoch  ist,  und  welche  4ie 
dorch  0  gehende  Diagonale  des  Würfels  in  einem  Puncte  trifft,   der   um 
X  halbe  Erganznngswürfeldiagonalen  von  O  entfernt  ist     In  der  Figw  34 
bt  AEAfc  der  Queerschnitt  eines  Rhomboeders  durch  eine  Endkänte,  dntcb 
die  Aie  und  durch  die  der  Endkante  gegenüberliegende  Ecke  an  der  Basis 
gehend«     Die  Parallelogramme,   welche  über  ^^' liegen,   sind  die  Queer- 
schnitte  der  Erg^nzAngsatome,  die  auf  der  Fläche  des  Rhomboeders  anfge- 
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baut  sind«    Man  sieht,    dass  die  Linie  eq  durch  den  Endpunct  der  ganzen 
Diagonale  ts  des  ersten  Ergänzungsatoms  geht;  das  Zeichen  der  Fläche,  die 
durch  diese  Linie  rechtwinklicht  mit  dem  Queerschnitt  (oder  mit  der  Ebene 
der  Kupfertafel)  geht,  ist  also  ^,  weil  ts  =:  2/jr;    es  ist  die  Fläche  der  re* 
galaren  sechsseitigen  Säule,  welche  die  Ecke  e  des  Rhombo*fders  abstumpft 
and  Fig«  19  abgebildet  ist*      Die  Linie  er  geht  durch  die  Hälfte  der  Dia« 
gonale  st  der  Fläche  des  ersten  Ergänzungsatoms:  das  Zeichen  der  Fläche, 
welche  durch  dieselbe,  rechtwinklicht  mit  den  Queerschnitt,  geht,    ist  also 
^,  weil  7/f  zztx;  es  ist  diejenige  Abstumpfungsfläche  der  Ecke  ^,  welche  durch 
die  Spitze  des  Rhomboeders,  und  zwei  Ecken  an  der  Basis,    welche  durch 
eine  Diagonale  der  Rbomboederfläche  Terbunden   sind,    oder  durch  A^E^E 
Fig.  33  geht«    Das  Zeichen  der  Fläche,  die,  rechtwinklicht  mit  dem  Queer- 
achnitt,  durch  die  Linie  pe  geht,  ist  ^,  weil  /r  =s  i^ix.     Man  findet  durch 
doe  geometrische  Construction   leicht  das  Zeichen  jeder  Fläche  dieser  Art, 
wenn  man  ihre  Neigung  gegen  die  Axe  kennt.     Man   zeichnet  den  Durch- 
idinitt  (Hauptschnitt)  des  Kernrhomboeders  EAtJf  (Fig«  35),    indem  man 
die  Grosse  der  Winkel  und  das  Verhältniss  seiner  Seiten  genau  beobachtet. 
Van  verlängert  die  Seiten  AE^  A^e^  und  zieht  die  Durchschnittslinien  des 
Hanptschnitts  und  der  Flächen,  deren  2^ichen  man  finden  will,  alle  durch 
^)  wenn  es  Flächen  von  der  Form  c  ,  und  durch  A^  wenn  es  Flächen  von 
der  Form  A  sind.    Alsdann  zählt  Ae  für  die  Decrescenz  zweier  Reihen  in 
die  Breite ,    während  die  Stücke ,  welche  durch  die  Flächen  von  der  Linie 
^  abgeschnitten  werden,   die  Decrescenzen  in  die  Höhe  messen ,   die  Seite 
^£  als  Einheit  genommen.     Es  seyen   /r,  me%  ne^  oe^  pe,  qe^  re^  se  die 
IKirchschnittslinien  der  Ebene  des  Hauptschuitts  mit  mehreren  Flächen  von 
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der  Fonnr;  es  seyen  Az^  Aw,  Ax^  Au^  At  die  Darchschnittslinien  der 
Ebene  des  Hauptschnitts  mit  mehreren  Flächen  von  der  Form  A\  wir  wollen 

X 

diese  Flächen  mit  (le)^  (me),  (ne),  (ot),  (pe),  (qe),  (re),  (se);  (Az),  (Atp)^ 
(Ax)^  {Au)^  (At)  bezeichnen,  je  nachdem  sie  rechtwinklicht  mit  der  Ebene 
des  Hauptschnitts  AKAfe^  durch  die  Linien  le^  me^  ne^  oe  etc.  oder  durch 
die  Linien  Az^  Atv^  Ax  etc.  gehen.     Es  sey  ferner: 

AE  zu  Ao  zzi  aq  ZZL  gs 
:iz  eiP  ziz  (pu  zz:  ut 
AI  zu  im  zi:  mn  zz:  no  zu  gr  zz  {Ao 
op  ziz^  ez  zzi  0x  zz  iAo. 
Diese  Data  sind  hinreichend,    um   die  Zeichen   der  obigen  Flächen  cu 
finden.     Man  erinnere  sich,   dass  Ae  für  zwei  Reihen  in  die  Breite  Eähltv 
während  Ao  eine  Reihe  in  die  Hohe  beträgt«     Es  ist  also: 

(Ar)  ZZezz  e 
(me)  zz  e 

8 

ijie)  rz  e 

ipi)  ZZ  r 

TT 


ipe)  ZZ  e 
{qe)  ZZ  e 


H 

Y 


(er)  =  e 

(es)  ZZ.  e 

{Az)  z=.  A 

(Aw)  =  A 


•   , 


j 
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(Jx)  =  ^ 
I 

(Ju)  =  ^ 

Geschiebt  die  Decrescenz  aa  den  Ecken  £,  so  muss  man  den  Schnitt 
darch  EEt  legen;  im  übrigen  verfährt  man  eben  so,  wie  im  vorhergehen- 

■ 

den  Fall ;  man  schreibt  die  gefundene  Zahl  zur  Seite  von  Ej  weil  die  De- 
creicenz  in  dieser  Richtung  geschieht«  So  bedeutet  E^  ^E  die  Abstum- 
pfangsfläche  der  Ecke  E^  welche  durch  j4e<  geht  und  welche  mit  der  Fläche 
e  insammenfällu 

Diese  Betrachtungen  sind  unmittelbar  auf  die  Decrescenzen  an  den 
Ecken  des  Würfels  anwendbar.  Man  gebraucht,  um  die  Zeichen  der  Flächen, 
welche  durch  Decrescenzen  an  den  Ecken  entstehen,  zu  finden,  dieselbe 
Constmction  (Fig.  35);  nur  wird  der  Winkel  EAe  und  EEe  ein  rechter, 
und  der  Unterschied  zwischen  Aj  E  und  ^,  d.  h.  zwischen  Ecke  an  der 
Spitze  und  an  der  Basis,  fällt  weg;  und  man  braucht  die  Exponenten 
mdit  unterhalb  der  Buchstaben  zu  schreiben,  weil  die  Decrescenz  nach 
allen  Seiten  geschieht. 

22K.  Eben  so  leicht  ist  es,  die  Zeichen  der  Flächen  zu  finden,  welche 
durch  irgend  eine  Decrescenz  an  den  Kanten  des  Rhomboeders  entstehen. 
Man  unterscheidet  zwei  Arten  von  Kanten,  Endkanten  und  Basiskanten 
des  Rhomboeders,  und  bezeichnet  die  ersten  mit  J9,  die  andern  ra^it  D  (s# 
Fig.  33).  Man  legt  rechtwinklicÜFI  durch  vier  parallele  Kanten  eine  Ebene 
I/BDV  (Fig.  36),  und  zieht,  wie  oben,  die  Durchschnittslinien  Dm,  /><?, 
Dp  etc.,  Bzy  Bw  etc.  dieser  Ebene   mit  den  Flächen,   welche  dnrch  De- 
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crescenzen   an  den  Kanten  B  oder   D  entstehen,   und   welche   mit  dieser 

Ebene  rechte  Winkel  machen.     Hier   zählt   die  Linie  BD   (nr   eine  Reihe 

in  die  Breite,  während  die  Linie  JB^rrZ^x  für  eine  Reihe  in  die  Höhe  zählt. 

Bezeichnet   man    wieder  die  Flächen ,   deren  Zeichen   man   sucht ,    mit 

(Dm),  (Do),  (Dp),  (Dg)  und  mit  (Bz),  (Bfp),  (Bx),  je  nachdem  sie,  recht- 

winklicht  mit  der  £bene  I/qxB^t  durch  Dm^  Do,  Dp,  Dq  etc.  oder  llnrch 

Bz,  Bfv,  Bx  gehen,  so  haben  wir: 

{Bz)  =  B 

4 

(Btfi)  z=  B 

2 

(Bx)  =B 

(Dm)  =  D 

(Do)=b 

4 

(Dp)  =zh 

(Dg)  =i) 

Die  Flächen,  die  zwischen  (JBx)  und  (B^)  liegen,  entstehcfn  dorch  SlirK 
liehe  Decrescenzen  auf  der  andern  Seite  von  B ;  die  Fliehen,  die  nrisclieii 
{J)q)  und  (Z)jr)  liegen,  entstehen  durch  ähnliche  Decrescenzen  auf  der 
andern  Seite  von  />,  deshalb  brauchen  sich  in  der  Figiir  nur.swei.Rhoiii* 
ben  zu  befinden«  ?  :;•     ' 

Um  ein  Beispiel  von  einer  Decresceaz  an  d^r  Kante  eines  Rh^mboeders 
zu  geben,  ist  Fig.  87  eptw^rfen«  Es  ist  die  Decrescscnz  ii%  diese  Fläche 
bildet,  an  allen  Basidcünten  wiederholt,  Itkien  Drei  •  und  Dreikantner  erster 
Art,  wie  er  beim  jBlalkspatk  in  der  Metastatischen  Varietät  (Tanmetastatique) 
vorkommt« 
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23.     Die  Flächen,  die  durch  intermediäre  Decrescenzen  entstehen,  sind 
nicht  so  leicht  zu  bestimnien,    als   die  bisherigen.      Es    giebt    indess   keine 
solche  Flache,    für   die  sich  nicht  eine  andere  Kernform  finden  Hesse,    an 
welcher  sie  durch  Decrescenzen  an  den  Kanten  oder  Ecken  entsteht.     Haüy 
ist  bei  Bestimmung  der  Kernform  (noyeau,  forme  primitive)  einer  Substanz 
dem  blättrigen  Bruch  derselben  gefolgt,  und  er  sieht  dasjenige  Rhomboeder, 
welches  von  den  Spaltungsebenen  des  Kalkspaths    begrenzt   wird,    als   den 
wahren  Kern  desselben  an.     Aber  oft  lassen  sich  gewisse  Flächen,    welche 
am  eigentlichen  Kernrhomboeder    als  intermediäre  Decrescenzen  erscheinen, 
Tiel  einfacher  auf  andere  Formen  beziehen,    welche  durch  irgend  eine  De- 
crescenz   aus   dem  Kernrhomboeder    entstehen.     Diese  Formen    nennt  Haüy 
hypothetische  Kernformen    (noyeaux  hypoth^tiques) ;    und   man    kann ,    wie 
wir  eben    gesagt   haben,    für    jede   durch  eine  intermediäre  Decrescenz  am 
Kernrhomboeder    entstehende   Fläche    eine   solche   hypothetische    Kernform 
finden,  an  welcher  die  Fläche  als  Pecrescenz  an  den  Kanten   oder  an  den 
Ecken  erscheint*    So  erscheint  zum  Beispiel  die  Fläche  QE^B^D^)  an  einem 
schärferen  Rhomboeder,  das  aus  dem  Kernrhomboeder  entsteht,  indem  man 
dessen   Ecken   an   der  Basis  durch  Ebenen,    die  durch  j4ety  A^EE  gehen, 
ahslampft,  als  eine  Decrescenz  von  drei  Reihen  in  die  Breite,  an  den  Kanten 
an  der  Basis   dieses   schärferen    Rhomboeders ;    das   Zeichen   dieser   Fläche, 
aof    dieses   schärfere  Rhomboeder  als  hypothetische  Kernform   bezogen,    ist 
also  A*     I^ic  Fläche  (^E^B^D^)  entsteht   an  dem  stumpferen  Rhomboeder, 
welches   durch   grade   Abstumpfung   der  Endkanten   des   Kernrhomboeders 

m 

entsteht  und  dessen  Zeichen  B  ist,  als  Decrescenz  von  fünf  Reihen   in    die 

Breite,  gegen  drei  Reihen  in  die  Höhe,    an  den  Kanten  an  der  Basis;   das 

i6 
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Zeichen  dieser  Fläche  {^E^B^D^)    ist    also,    auf  diese  hypothetische  Kern- 
ig 

form  B  bezogen,  /)• 

24*  Man  kann  die  Lage  der  Krystallflächen,  welche  durch  gewisse  De- 
crescenzen  entstehen,  auch  so  angeben,  dass  man,  wie  Fig.  23,  25,  27,  29 
am  Würfel  geschehen  ist,  auf  den  Seitenflächen  der  Kemgestali  Linien 
zieht,  welche  den  Durchschnittslinien  der  Krystallfläche  mit  den  verlänger* 
ten  Ebenen  der  Kernform  parallel  sind.  Man  kann  die  Lage  dieser  Linien 
unmittelbar  aus  dem  Zeichen  der  Krystallfläche  ableiten.  Die  Flächen  von 
der  Form  B  oder  D  sind  Ebenen  parallel,  welche  die  Kanten  des  Kernrhom* 
boeders  so  schneiden,  wie  Fig.  38  und  39  zeigen«  Wenn  man  bei  den 
Flächen  der  ersten  Art  die  ihnen  parallele  Ebene  durch  die  Kante  an  der 
Basis  KF  (Fig.  38)  geheiy  lässt,  so  schneidet  die  Ebene  von  den  Kanten 
EH,  AG  den  x^*"  Theil  ab. 

Die  durch  KF ,  GH  gehende  Ebene  ist  also  der  Fläche  B  parallel ; 
die  Ebene,  die  durch  KF^  no  geht,  ist  der  Fläche  B  parallel,  weil  oEz=:\EH\ 
die  Ebene,  die  durch  KF ,  Im  geht,  ist  der  Fläche  B  parallel,  weil 
mE  iz:  \  EH  und  so  fort.  Eben  so  ist  es  mit  den  Decrescenzen  an  den 
Kanten  der  Basis.  Der  Fläche  l)  geht  die  Ebene  AFCG  parallel;  der 
Fläche  D  die  Ebene  AmlG.  weil  mE  zz,  |  EF ;  der  Fläche  ß  ist  die  Ebene 
AonG  parallel,  weil  oEzzzlEF  und  so  fort. 

Eben  so  ist  es  mit  den  Flächen,  die  aus  den  Decrescenzen  an  den 
Ecken  entstehen.  In  dem  Zeichen  ^E  bedeutet  der  Exponent  i ,  daas  die 
Fläche,  welche  durch  eine  solche  Decrescenz  an  der  Ecke  E  entsteht,  einer 
Ebene  parallel  ist,  welche,  wenn  man  sie  durch  die  Endpuncte  A,  H  der 
Kanten  EA,  EH  legt,  durch  den  Endpunct  der  Kante  EF  geht  (Fig.  40). 
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Ist  der  Exponent  IZ  2.  oder  das  Zeichen  ^E ,  so  geht  die  der  so  bezeich- 
neten Fläche  parallele  Ebene  durch  AHo^  indess  o  zu  ;£'/''  und  so  fort. 
Die  Ebene  EKC  (Fig.  40'  '^^^  ^«  ^^^  Ebene  EKm  e  zum  Zeichen.  Es 
gilt  (tir  die  Decrescenzen  an  den  Ecken  und  Kanten  im  Allgemeinen  fol- 
gender Satz:  Wenn  man  eine  der  bezeichneten  Fläche  parallele  Ebene 
durch  die  Endpuncte  der  der  decrescirenden  Ecke  oder  Kante  anliegenden 
Kanten  auf  der  Kemfloche,  auf* welcher  die  Decrescenz  geschieht,  gehen 
lässtt  so  wird  die  dritte  Kante,  die  durch  dieselbe  Ecke  geht,  oder  die 
beiden  andern  Kanteu,  die  sich  zu  beiden  Enden  der  decrescirenden  Kante, 
auf  der  benachbarten  Kernfläche,  befinden,  so  geschnitten,  dass  sich  das 
abgeschnittene  Stück  zur  ganzen  Kante  umgekehrt  verhält,  wie  der  Expo- 
nent  des  Zeichens  der  Flache. 

Die- Zeichen  für  intermediäre  Decrescenzen  bieten  keine  grössere  Schwie- 
rigkeiten. Das  Zeichen  einer  Flache,  welche  der  Ebene  Apn  (Fig.  42) 
parallel  geht«  ist  {'EBW). 

Man  findet  die  Exponenten  des  Zeichens  einer  intermediären  Decrescenz 
aaf  folgende  Weise  :  Man  schreibt  erst  die  Verhältnisse  der  abgeschnitte- 
nen Kantenstücke  zu  den  ganzen  Kanten  als  Exponenten  an  die  respectiven 
Buchstaben  für  diese  Kanten ;  den  Exponenten  des  Buchstabens  für  die 
Ecke  bestimmt  man  eben  so  aus  dem  Abschnitt  der  dritten  Kante  EF. 
Das  Zeichen  von  Apo  würde  so  folgende  Gestalt  bekommen  : 

Aus  diesem  Zeichen  muss  man  die  gebrochenen  Exponenten  des  Buch- 
staben für  die  Kanten  wegschaffen,  indem  man  alle  Exponenten  mit  2 
maltiplicirt;    das  Zeichen  wird  dann  zu  (^EB^D^);   in    diesem   muss  man 
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noch  den  Exponenten  von  E  umkehren,  um  das  wahre  Zeichen  der  Fläche, 
die  der  Ebene  j^po  parallel  geht, 

zu  bekommen.  Man  behält  indess  zuweilen  den  Exponenten  i  bei,  schreibt 
ihn  dann  aber  unter  dem  £*,  so:  (EB^D^). 

Aus  denselben  Gründen  ist  das  Zeichen  einer  Fläche,  welche  der  Ebene 
Hnm  parallel  geht,  QEB^D^.  Eben  so  ist  es  mit  den  intermediären  De- 
crescenzen  an  den  Ecken  e  oder  j4.  Alles  diess  lässt  sich  unmittelbar  auf 
den  Würfel  anwenden,  den  man  als  ein  rechtwinklichtes  Rhomboeder  an- 
sehen kann. 

25.  Ist  die  Kernform  ein  schiefes  oder  gradcs  Prisma  mit  rhombisclier 
oder  rectangulärer  oder  quadratischer  Basis,  so  geschehen  die  Decrescenzen 
eben  so,  wie  beim  Rhomboeder.  Die  Ergänzungsatome  sind  von  derselben 
Gestalt  und  demselben  Verhältniss  der  Seiten,  als  die  Kernform,  nnd  man 
kann  hier,  wie  beim  Rhomboeder,  aus  der  Lage  einer  secundären  Fläche 
unmittelbar  ihr  Zeichen,  und  aus  dem  Zeichen  derselben  unmittelbar  ihre 
Lage  ableiten.  Der  einzige  Unterschied  ist,  dass  alle  Seiten  des  Rhomboe- 
ders  einander  gleich  sind ;  man  braucht  nur  die  Neigungswinkel  der  Flächen 
desselben  zu  wissen ,  um  alle  übrigen  Winkel  des  Kernrhomboeders  und 
der  secundären  Flächen,  deren  Verhältniss  zum  Kernrhomboeder  bekannt 
ist,  zu  bestimmen;  bei  den  schiefen  und  graden  Prismen  hingegen  muss 
•    man  auch  die  Verhältnisse  der  Seiten  kennen. 

Beim  graden  Prisma  mit  rhombischer  Basis  Fig.  4^  bezeichnet  Ilaüy 
die  Säulenfläche  mit  Mj  die  grade  angesetzte  Endfläche  mit  P,  die  End- 
kanten mit  B,   die  Seitenkanten  mit  G  und  H^  die  Ecken,    die  über  den 
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ntcn  H  liegen,  mit  A^  und  die  andern,  die  über  den  Kanten  G  liegen, 
mit  E.  Die  Gleichheit  der  Endkanten  beim  graden  Prisma  wird  dem 
ersten  Blick  durch  die  Gleichheit  ihrer  Bezeichnung  angezeigt,  so  dass  da, 
wo  die  perspectivische  Zeichnung  täuschen  sollte ,  dass  grade  Prisma  schon  s 
daran  kenntlich  ist.  In  Fig.  44 »  welche  ein  eben  solches  grades  rhombi- 
sches Prisma  (prisme  droit  rhomboidal)  darstellt,  wie  Fig.  Iß^  ist  A  das 
Zeichen  einer  Fläche,  die  der  Ebene  bch  parallel  ist;  A  ist  das  Zeichen 
einer  Fläche,    welche  der  Ebene  bck  parallel  geht;    die  Ebene   achm   geht 

der  Fläche  parallel,  dessen  Zeichen  B  ist;  die  Ebene  ackl  geht  der  Fläche 

•»  ^^  

B  parallel,  die  Ebene  bcmn  der  Fläche  'Ä^',    die  Ebene    cfon  der    Fläche 

H"^\  die  Ebene  adh  ist  der  Fläche  ^C,  die  Ebene  afo  der  Fläche   *G  pa- 

rallel.      Die    Ebene   adp    geht   der  Fläche  E  parallel,    die  Ebene  qdn  der 

Fläche  ^E.     Diejenige  Fläche  endlich,    welche  der  Ebene  afg  parallel  ist, 

kann  kein  anderes  Zeichen  als  (E'^B^B^)  haben,  weil  bfzz,i  ^^ %  ^^'^  ^8 

zwei    Dritttheil    des   dritten   Theils   der  Kante    bm   beträgt.      Das   Zeichen 

fE^G^B^)  gehört  einer  Fläche,  die  durch  y,  m   und  durch   die  Hälfte   der 

Kante  ba  geht. 

Beim  schiefen  Prisma  mit  rhombischer  Basis  (Fig.  4^)  sind  die  vordem 

und    hintern  Endkanten    und    die    vordere  und  hintere  Ecke  von  einander 

Terschieden.      Haiiy    bezeichnet    sie    deshalb  mit  verschiedenen  Buchstaben, 

nämlich  die  vordere  Ecke  mit  O,  die  hintere  mit  Ay    die  vorderen  Kanten 

mit  Z),    die  hinteren  mit  JB.     Die  Seitenflächen    des  Prisma   bezeichnet   er 

wieder  mit  ^f,    die  schief  angesetzte  Endfläche  mit  P ,    die   der  Ecken   an 

den    beiden    Seiten    des    Prisma    mit  £*,    die   beiden    Seitenkanten    mit  G 

und  H. 
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In  Flg.  46»  wo  dAzz,  i  dc^  aq-zz  \  ac^  Ic  ~  tV  ö^i  correspondiren  fol- 
gende Flächen  folgenden  Zeichen: 

Der  Fläche  gkhm  entspricht  das  Zeichen  U  oder  D. 
Der  Fläche  gkn         —  —         —      Ä 

Der  Fläche  bkc  —         —         _      Ö. 

Der  Fläche,  die  durch  bc^  und  die  der  Ecke  d  entgegengesetzte  Ecke  an 

* 

der  Basis  des  Prisma  geht,  entspricht  das  Zeichen  A. 

Der  Fläche  adm  entspricht  das  Zeichen  £*. 

Der  Fläche  171 J^        —  —  —  E^. 

Der  Fläche  y>^/z         —  —  —  {^'^ED^G'). 

Der  Fläche /2*/         _  _  _  {^ED^G'). 

Der  Fläche  bcmn       —  —  —  ^W. 

Der  Fläche  adh         —  —  —  'G^ 

Beim  schiefen  Prisma  mit  rectangulärer  Basis  (Fig.  4?) «  ^^^d  die 
Seitenkanten  von  derselben  Art,  die  Endkanten  aber  nicht :  die  Kanten  C 
nämlich  sind  rechtwinklicht,  die  Kante  B  ist  scharf,  die  Kante  D  stumpf; 
B  und  D  complementiren  sich  zu  i8o^.  Die  Seitenflächen  ^f,  T  machen 
ebenfalls  rechte  Winkel  mit  einander, 

Wir  wollen  uns  begnügen,  einige  intermediäre  Decrescenzen  an  dieser 
Kernform  anzugeben.  Eine  Fläche,  die  dem  Zeichen  (E'^G^C^)  entspricht, 
geht  der  Ebene  c/g  (Fig.  48)  parallel ;  denn  fh  "Zl  ^  ah  und  ch  -zi  i  bh. 
Man  kann  diese  Fläche  einfacher  durch  das  Zeichen  E  ausdrücken. 
Das  Zeichen  (^AQ^C^)  hingegen  entspricht  der  Ebene  Ikm^  die  man  eben- 
falls    einfacher    mit   A   (oder  A)    bezeichnen   kann.      Die  Fläche,  die  der 
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Ebene  cdg  parallel  geht,  hat  (E*G^C^)j  und  die  Fläche,  welche  der  Ebene 
ncm  parallel  geht,  hat  (^^G^C^)  zum  Zeichen,  denn  dk  zu  nS  zz  7  ah 
ZZL  i  ob. 

Es  bleiben  nur  noch  zwei  Prismen  übrig,  das  grade  Prisma  mit  qua- 
dratischer Basis,  und  das  grade  Prisma  mit  rectangulärer  Basis,  Fig.  49 
und  5o.  Bei  diesen  Prismen  geschehen  die  Decrcszcn  ganz  eben  so,  wie 
bei  den  übrigen,  und  es  wäre  unnütz,  besondere  Fälle  anzuführen;  die 
Bezeichnung  der  Kanten  und  Ecken  sieht  man  an  den  Figuren  49  und  5o. 

Haüy  fuhrt  noch  ein  grades  Prisma  mit  rhomboidischer  Basis  an ;  man 
braucht  ein  solches  Prisma  nur  auf  eine  seiner  Seitenflächen  zu  legen,  so 
dass  diese  zur  Basis  wird,  so  wird  ein  schiefes  Prisma  mit  rectangulärer 
Basis,  wie  Fig.  47»  daraus.  Wir  werden  indess  weiterhin  auf  einen  Un- 
terschied zwischen  diesen  Formen  aufmerksam  machen,  welcher  nicht  er- 
laubt, sie,  bei  der  Berechnung  der  Winkel,  zu  verwechseln. 

Das  irreguläre  Parallelepipedon  oder  das  schiefe  Prisma  mit  rhomboi- 
discher  Basis,  Fig.  5i,  und  52,  beschliesst  die  Beihe  der  Parallelepipeden, 

welche  als  Kernformen  auftreten,    und    von  welcher  der  Würfel   und   das 

ff 

Rhomboeder  die  einfachste,  dieses  unsymmetrische  Prisma  die  zusammen* 
gesetzteste  Form  ist.  Zwischen  diesen  Formen  liegen  das  grade  und  schiefe 
vierseitige  Prisma.  Jedes  dieser  Prismen  zerfällt  wieder  in  zwei  Formen, 
je  nachdem  die  Basis  ein  Rhombus  oder  Rechteck  ist ;  indessen  ist  leicht 
einzusehen,  dass  man  jedes  Prisma  mit  rhombischer  Basis  leicht  zu  einem 
Prisma  mit  rectangulärer  Basis  er^nzen  kann ,  durch  eine  Decrescenz  von 
der  Form  ^H^  und  'G' ;  so  kann  man  ^in  derselben  Substanz  das  Prisma 
mit    rhombischer    Basis    als   die   wahre,    und  das  correspondirende  Prisma 
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mit  reclangulärer  Basis  als  die  hypothepschc  Kernform  ansehen  und  um- 
gekehrt;  und  es  ist  nicht  nothig,  diese  beiden  Prismen  als  besondere  Kern* 
furmen  sorgfältig  zu  unterscheiden. 

Alle  diese  Parallelepipeden  spalten  sich  nach  Ebenen,  die  ihren  Flächen 
parallel  sind;  ihre  Ergänzungsatome  sind  also  eben  solche  ParalleH- 
epipcdcn.  *) 

26.  Die  octaedrischen  Kerngestallen  bilden  eine  andere  Reihe  von 
Formen,  die  den  vierseitigen  Prismen  oder  Parallelepipeden  coordinirt  sind« 
Man  kann  aus  jedem  Parallelepipedon  ein  Octaeder  machen,  indem  man 
dessen  Ecken  durch  Schnitte,  die  durch  die  entgegengesetzten  Endpuncte 
je  dreier  Kanten,  die  in  einer  Ecke  zusammen  kommen,  gehen,  abstumpft. 
Andere  Octaeder  entstehen,  wenn  man  die  Endkanten  der  Prismen  ab- 
stumpft. So  wird  aus  dem  graden  Prisma  mit  rhombischer  Basis  ein 
grades  Octaeder  mit  rectangulärcr  Basis  (Rectanguläroctaöder) ,  wenn  man 
die  Ecken  desselben,  ein  grades  Octaeder  mit  rhombischer  Basis  (Rbom- 
benoctaeder) ,  wenn  man  seine  Endkanten  abstumpft.  Das  grade  Prisma 
mit  quadratischer  Basis  wird  zum  Quadratoctaeder ,  das  grade  Prisma  mit 
reclangulärer  Basis  durch  Abstumpfung  der  Ecken  zum  Rhombenoctaeder, 
durch  Abstumpfung  der  Endkanten  zum  Rectanguläroctaeder.  Aus  den 
schiefen  Prismen  mit  rhombischer  oder  rectangulärcr  Basis  entstehen  auf 
diese  Weise  schiefe  Rhomben-  und  Rectanguläroctaeder;  aus  den  ganz  un- 
symmetrischen Prismen  endlich  schiefe  Octaeder,  deren  Basis  ein  Rhomboid 
ist  (Rhombo'idoctaeder).     Aus    dem  Würfel    wird    durch  Abstumpfung   der 


*)Verfl.  noch  wai  weiierbia  f^r.  3i   von  den    Ubeniniligtn  Brüchen  (j<iin1s  surnumtfrair«!!)  fesa|t  ist. 
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Ecken  ein  regelmässiges  Octaeder;  die  Endkanten  darf  man,  dem  Gesetz 
der  Symmetrie  zufolge,  nicht  allein  abstumpfen;  und  stumpft  man  alle 
Kanten  ab,  so  hat  man  das  Granatoeder,  von  welchen  wir  weiterhin 
sprechen  werden. 

Aus  dem  graden  Prisma  mit  rhombischer  Basis  kann  man  noch  auf 
eine  andere  Art  ein  Octaeder  ableiten,  indem  man  nämlich  durch  die  kür* 
zeren  oder  durch  die  längeren  Diagonalen  der  beiden  parallelen  Basen  und 
durch  die  Mitten  der  gegenüberliegenden  Seitenkanten  Ebenen  legt;  diese 
Tier  neuen  Ebenen  bilden  mit  den  vier  übrig  gebliebenen  Stücken  der 
Seitenflächen  des  Prisma  ein  Rectanguläroctaeder. 

Man  kann  also  jedes  Kernoctaeder  (d.  h.  jedes  Octaeder,  das  von  den 
Spaltungsebenen  irgend  eines  Krystalls  gebildet  wird)  zu  einem  Prisma 
er^nzen,  indem  man  seine  Ecken  oder  Kanten  decresciren  lässt ;  man  er- 
hSlt  so  neue  hypothetische  Kerngestalten ,  die  vielleicht  einfachere  oder 
leichter  zu  übersehende  Decrescenzformeln  für  die  übrigen  Flächen  dessel- 
ben Krystalls  geben;  umgekehrt  kann  man  fär  jedes  Kernprisma  ein  Octa- 
eder als  hypothetischen  Kern  substituiren« 

Damit  also  unsere  Darstellung  vollständig  werde,  müssen  wir  noch  von 
de(i  Decrescenzen  der  Octaeder  und  von  ihrer  Reduction  auf  die  corVe- 
spondirenden  Prismen  sprechen. 

Das  Octaeder  als  Kerngestalt  findet  sich  bei  denjenigen  Krystallen, 
die  sich  nach  vier  Spaltungsebenen  theilen  lassen,  welche  schiefe  Winkel 
miteinander  bilden.  Vier  Spaltungsebenen  geben  nämlich  acht  Begrän- 
zungsebenen,    von    denen   je    zwei  und  zwei  einer  Spaltungsebene  parallel 

gehen.     Spaltet   man   ein    solches  Octaeder   noch   weiter,   so  zerfällt  es  in 

'7 
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Octaeder  und  Teiraifder.  Legt  man  nämlich  durch  irgend  ein  Octaeder 
Tier  Ebenen,  die  den  Oclai'derflächen  parallel  gehen,  durch  die  Mitten  der 
Kanten,  so  verfallt  es  in  eben  so  viele  kleinere  Octaeder,  als  es  Ecken,  und  ih 
eben  so  viel  Tetraeder ,  als  es  Flächen  hat ,  also  in  sechs  Octatfder  und 
acht  Tetraeder  (s.  Fig.  52).  Die  kleinen  Octai^er  srnd  den  grossen  durch- 
aus ähnlich;  die  Tetraeder  sind  dieselben  Octai'der  mit  der  HHlfle  der 
Flächen:  wenn  man  ihre  Ecken  abschnitte,  so  erhielte  man  OctaS- 
der,  die  den  eben  erwähnten  Oetacdcrn  völlig  ähnlich  sind  und  vier  neue 
Tetrat'der  (s.  Fig.  S3).  Die  Spitzen  der  Tetraeder  befinden  sieh  im  Mit- 
telpunct  des  Octarders«  Die  Octarder  haben  also  eigentlich  zweierlei  Et^^ 
gänzungsatome.  Hauy  hat  von  diesen  die  Tetraeder,,  als  die  einfacheren 
Formen,  gewählt,  um  seine  Decrescenzen  aufzubauen;  er  sieht  das  Tetraeder 
als  das  wahre  Erg^nzungsatom'  (moUcule  int^grante)  des  Octa^ders  an. 

Man  stelle  skh  ein  Octaeder  Fig.  54  vor,  das  auf  einer  seiner  Seiten* 
flächen  liegt,  so  dass  also  zwei  parallele  Flächen  desselben  JFG  ^  CLM 
eine  horizontale  Lage  haben.  Die  Flächen  des  Octaeders  sind  alle  Spal- 
tungsebenen, die  man  sich  bis  ins  Unbestimmte  verlängert  denken  kann. 
Man  verlängere  erst  die  drei  Octaederflächen ,  die  die  obere  horizontale 
Fläche  AFG  schneiden,  nämlich  die  Flächen  FGC^  Gj4M^  FAL\  es  tnH- 
sleht  dadurch  offenbar  ein  Tetraeder  über  der  Fläche  j4FG.  Legt  man 
durch  dieses  Tetraeder  und  durch  den  Mittelpunct  der  Fläche  AFG  noch 
drei  Ebenen^  welche  Atn  oben  erwähnten  Octaederflächen  parallel  sind,  so 
entsteht  ein  Korper,  welcher  von  sechs  Parallelogrammen  begrenzt  ist,  von 
denen  je  zwei  und  zwei  einander  parallel  %\tA  (oder  ein  Paialielepipedon), 
und'  welche  dreien  Spaltungsebenen  des  Octaeders  entspi^ecben.     Man  kann 
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kann  also  das  aufgesetzte  Tetraeder  vermittelst  dreier  Spaltungsebenen,  die 
den  Flachen  des  Octai^ders,  die  Fläche  jiFG  ausgenommen,  parallel  gehen, 
in  lauter  Parallelepipede  zerspalten,  deren  Flächen  aneinander  liegen,  und 
die  mithin  den  ganzen  Baum  des  Tetrarders  ausfüllen.  Legt  man  jetzt 
noch  4urch  das  Tetraeder  mehrere  der  Fläche  AFG  oder  der  vierten  Spal- 
tungsebene parallele  Ebenen,  so  werden  die  Spitzen  der  Parallelepipeda 
abgestumpft;  d.  h.  jedes  Parallelepipedon  zerfällt  in  ein  Octaeder  und 
zwei  Tetraeder,  dessen  Flächen  den  Octaederflächen  parallel  sind ;  hier  ge« 
schiebt  das  Umgekehrte,  als  wenn  man  die  drei  Octaederflächen  FGC^ 
AGM^  FAL  (Fig.  54)  und  ihre  Parallelen  verlängert,  wodurch  aus  dem 
abgebildeten  Octaeder  ein  Parallelepipedon  wird. 

In  Fig.  55  ist  der  Durchschnitt  eines  Aufbaues  von  solchen  Parallel* 
epipeden  auf  der  Octaederfläche  gegeben.  Die  correspondirenden  Buchstaben 
machen  die  Lage  des  Durchschnitts  (Fig.  55)  im  Octaeder  Fig.  54  hinläng- 
lich deutlich.  hsxy  ist  der  Durchscnitt  eines  Parallelepipedon ,  dessen 
Flächen  den  di^ei  Spaltungsebenen  des  Octaeders  parallel  sind.  Bs^  xy 
sind  die  Diagonalen  zweier  parallelen  Flächen  des  Parallelepipedon ;  sj:, 
ßy  sind  zwei  seiner  Kauten.  Die  Linien  zx^  Bv  repräsentiren  zw^iEbenen^ 
die  der  vierten  Spaltungsebene  des  Octaeders  parallel  gehen;  die  kleinen 
Dreiecke  szx^  ütj  repräsentiren  die  Tetraeder,  welche  durch  diese  vierte 
Spaltungsebene  vom  Parallelepipedon  abgeschnitten  werden;  zxvB  endlich 
repnsentirt  das  Octaeder,  das  übrig  bleibt.  Man  sieht  also  deutlich,  wie 
der  ganze  Aufbau  aus  Octaedern  f^  g^  A,  k  etc.  und  aus  Tetraedern  a,  3, 
c^  d^  /,  in,  n  etc.  besteht;  je  zwei  Tetraeder  bilden  mit  einem  dazwischen 
liegenden  Octai'dei    z  ;sammengenommen   ein  Parallelepipedon    ^  -4"^  "4"  ^ 
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oder  A  -\-  g  ^  ^  ^^^*     ^^  ^^^  Octaedern,   wie    in  den  Tetraedern,    sind 
alle  Spaltungsebenen  des  Kernoctaeders  enthalten,    in  den  Parallelepipedea 
nur  drei ;  man  muss  also  die  Octaeder  oder  die  Tetraeder   als  die  wahren 
Erganzungsatome  erklären:   Haüy  hat,  wie  ich  schon  gesagt  habe,  das  Te- 
traeder  gewählt.      Man    muss    also    aus  der  Fig»  55  alle  Octaeder  heraos- 
fallen    lassen ,    wenn   man  sich  den  Aufbau  der  Tetraeder  so  denken  will, 
wie  Haüy   ihn   sich  denkt;   dadurch  entstehen  allerdings  viel  leere  Räoaw, 
und  man  kann  leicht  beweisen,  dass  des  leeren  Raums  doppelt  so  viel  ist, 
als    des  erfüllten  ^;    aber    diess   steht  mit   den  übrigen  Erfahrungen  der 
Physiker  über  die  Porosität  der  Körper,  über  ihre  Durchsichtigkeit,  ihre  Ans- 
dehnung  durch  die  Wärme  etc.,  nach  welchen  man  vielleicht  anEunehmen 
berechtigt  ist,  dass  die  Atome  der  Körper,  in  Verhältniss  zu  ihrem  Darch*. 
messer,    sehr  weit   von   einander   entfernt  sind,    nicht   im   Widerspruch. 
Was  die  bei  einer  solchen  Decrescenz  wegfallenden  Atome  betrifft,    m 
haben  wir  besonders  beim  Würfel  gesehen ,  dass  man  an  ihnen  am  besten 
die  Lage   der  Fläche,   die   aus  der  Decrescenz   entsteht,    bestimmen  kann; 
man  erinnere  sich  nur,  was  bei  Gelegenheit  der  Decrescenzen ,  die  Fig.  23  , 
3o  abgebildet  sind,  gesagt  worden  ist.     Die  Fig.  24,  26,  28,  3o  stellen 


*]  Das  oft  erwähnte  Telral?der,  welches  »ich,  wenn  man  die  der  Flache  ^-il^O  (Fif.  54)  anlie- 
genden Ociafe'derflichen  verlängert,  auf  der  Flache  AFG  erhebt,  hat  offenbar  eine  Linie  cur  Höbe,  die 
«ben  so  grons  ist,  als  die  senkrechte  Kni. einung  zwischen  den  beiden  horizontalen  Flächen  «//*^,  ^*j£JV^ 
Denkt  man  sich  nun  das  Octaifder  in  acht  andere  Teiral^der  zerlegt,  deren  Basen  die  OcteVderflScIlca 
sind ,  deren  Spitzen  im  MItieJpuncle  des  Octab'ders  liegen  und  welche  offenbar  gleichviel  kttrperlicIieM 
Inhalt  haben,  so  sind  die  Hfihen  dieser  TetraVder  halb  so  gross,  als  die  senkrechten  Entfemungeft  der 
parallelen  Oclaifderflächen ;  diese  Tetralfdcr  haben  also  einen  halb  so  grossen  kcirperlidien  Inhalt,  als  die 
grossem  Tetralfder ,  die  man  sich  auf  den  Flachen  AFG ,  CLM  aufgerichtet  denken  kann ;  der  kleinen 
Telra)<dar  sind  acht,  der  grossen  xwei ;  der  Raum,  den  die  beiden  grossen  Tetraeder  zusaimuen  cinneb- 
men,  ist  also  offenbar  halb  so  gro^is  ,  als  derjenige,  der  von  den  kleinen  Tetralfdem  zusamiDMi  erf&lUt 
wild.     Die  kleinen  TctraSder  crfÜllca  aber  zusainiuen  den  Kaum  des  OctalMcrs. 
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diese  wegfallenden  Atome  vor.  Bei  den  Decrescenzen  am  Octaeder  sind 
diese  wegfallenden  Atome  (mol^cules  sou^ractives)  die  eben  beschriebenen 
Farallelepipeden ,  wie  man  aus  dem  Durchschnitt  Fig.  55  sehen  kann,  in 
welcher  Byxs  das  erste  wegfallende  Atom  vorstellt  ^  bei  einer  einfachen 
Decrescenz  an  der  Kante  FG  Fig.  54,  welche  eine  Fläche  hervorbringt, 
die  diese  Kante  grade  abstumpft.  Man  »ieht  hieraus  den  Unterschied  zwi- 
schen £rgänzungsatom  (moldcule  integrante)  und  wegfallendes  Atom  (mol^cule 
soustractive) ,  welcher  übrigens  nur  bei  denjenigen  Formen  eintritt,  bei 
welchen  das  Ergänzungsatom  der  Kernform  ebenfalls  nicht  ähnlich  ist. 


Vm  sich  eine  deutliche  Vorstellung  von  den  Decrescenzen  am  Octaeder 
zu  machen,  ist  die  Fig.  56  entworfen.  ABCD  ist  der  Durchschnitt  eines 
Octaifders,  wie  Fig.  55,  nur  ist  das  Octaeder  aufrecht  stehend  gedacht; 
die  mit  Fig.  54  currespondirenden  Buchstaben  des  Schnitts  werden  über 
seine  Lage  keinen  Zweifel  übrig  lassen.  Die  Linien  AD^  DC  und  ihre 
Parallelen  correspondiren  also  zweien  Spaltungsebenen  des  Kernocta*eders ; 
die  Linie  aH  und  Ihre  Parallelen  correspondiren  dagegen  der  Durchschnitts- 
linie der  beiden  andern  Spaltungsebenen.  In  dem  Atomenaufbau  aAD 
sind  also  die  gestrichelten  Bäume  die  Durchschnitte  der  tetraedrischen 
Er^nzungsatome ,  die  weissen  Stellen  dagegen  die  leeren  octaedrischen 
Räume.     Die  Flache  die  durch  die  Linie  Aa  geht  und  durch  eine  einfache 

Decrescenz    an    der  Spitze  A  des  Octaeders  entsteht ,    hat  A  zum  Zeichen ; 

'  I 

die  Fläche,  die  durch  die  Linie  Ab  geht,  hat  A  zum  Zeichen  und  ist  der 
Linie  cD  parallel,  wobei  Ai  :zz  i  AB.  Die  Fläche,  die  der  Linie  Ad  cor- 
respondlrt,    hat  A  zum  Zeichen   und    geht   der  Linie  /D  parallel;   et    ist 


♦iirr    -fÄr  :3:      ./Ä      tif*   F'.icae    <-ndlicri .    dir    darrli  yig  gehl,    wird  mit   j4 

a 

jMerruiip;.     EIjcs   «i    st    •&  iKil  deu  D«cre;ii:emzea  an  den  kanten. 


Bd?:  Ipn  aifmfrti.ii-a  IVTr-HH^nzpü  hingegen  5abstituirt  Hafiy  jedem 
OrraerJer  yin  P^anüp-ppin«  -vtcMs  wm  «cIb  hinlänglich  verlängerten 
Ortartier^äi-ii^n  j^zrtnzr  jjt  lad  an  liessen  Ecken  (nnd  Kanten)  die  De- 
Tr»»-enzi?:i  255rheae!i.  Er  3rsip*ic*«iie  ZeiiThen  der  intermediären  Decrescen- 
zen  am  l>-rai^ier  ?heaii;is  lor  üeses  Panilletepiped :  nnd  so;  da  uns  die 
Dccr?i«:eazea  aai  FlnlTeiepipeii  ichoa  hekannt  sind,  werden  wir  ans 
leiciit  roa  'edem  Zeiühea  efaer  latersietiiarea  octaedrischen  Decrescenz 
Recntfosrhaf:  xea«a  koanea. 


Ei  AT  alao  Flg.  3-  «iü  CK:ti«'der.  do^  bei  J  ii^nd  eine  Decrescenz 
erleidet.  Man  ergiazt  da^  tVrta^der  erst  zn  einem  Parallelepiped ,  indem 
■un  die  Tetraeder  /.  /  aat  zwei  parallele  Flächen  desselben  aufsetzt.  Die 
Decresopnz  ser  von  der  Form  (-«^Ä  B^'^  )  oder  (AdB^^)  ,  welche  Zeichen 
wir  ab  gleichbedeutend  aa;$ehen:  die  dadurch  gebildete  Fläche  gehe  der 
Ebene  w^r  paralleL  so  da^»  al;>o: 

_  ^F 

WO  w  rinr  st«  gewählte  Zahl  ist«  dass  die  Werthe  von  x  und  z  zwar  so 
klein  als  möglich  ausfallen,  aber  doch  immer  ganze  Zahlen  bleiben.  Will 
mao  nun  finden«  wie  die  beiden  andern  Kanten  B^^  Bf^^  des  Octaeders  von 
der  Ebene  pmiT  geschnitten  werden,  oder  die  wievielsten  Theile  An^  Aq  von 
den  Kanten  W  und  W^  sind^  so  ist  diess  leicht  zu  finden.     £s  sey: 
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so  dass  also  jr,  r»  ^»  ^  sich  verhalteB,  wie  ^~-,  ^^  -^^  ^,.  Dte  Paralle- 
\o^2Lm  AEOl  ist  Fig.  58  besonders  abgebildet;  man  hat  pg  mit  EO  paraU 
lel  gezogen.     In  diesem  ist  offenbar 


nun  ist  aber 


-'*•  Pf( . 

An             ng' 

AT     pg   

£0            M 

Jp 
B' 

nd 


ng  —  Ag  ^  Jn  —  -j 


-    '"■''  -  Aa 


folglich 


oder 


Ar 


AI  —  (£i  _  {l1\ 


Ap^ 

Snbstitnirl  man  in  dieser  Gleichung  die  oben  angeführten  Barhstaben, 
so   findet  man 


Cti 


und ,  umgekehrt 


(f-T) 


US 


-— / 


Z     ZZ    r 


Cianz  anf  dieselbe  Art  findet  man 


*  —  u 


und  umgekehrt 
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u  r=  — j— 

Otf 


O tt 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt  unmittelbar 

vy      ^^^      XU 
z —  y  "^   df  —  tt 

welches  eine  Relation  zwischen  den  vier  Grossen  t,  v,  ^,  u  giebl. 

Man  kann  nach  diesen  Formeln  leicht  berechnen,  wie  eine  irgend 
einem  Zeichen  correspondirende  Fläche  die  Kanten  des  Kernoctaeders  schnei- 
det, und  umgekehrt,  wenn  man  weiss,  wie  irgend  eine  Fläche  die  Kanten 
des  Kernoctaeders  schneidet,  kann  man  leicht  ihr  Zeichen,  auf  das  zuge- 
hörige Parallelepiped  bezogen,  finden.  Delafosse,  der  den  Artikel  vom 
Octaeder  in  Haüy's  Crystallographie  bearbeitet  hat,  führt  eine  neue  Art 
Zeichen  ein,  die  er  technische  nennt,  und  welche  unmittelbar  angeben. 
Wie  die  Kanten  des  Octaeders  von  der  Fläche  geschnitten  werden. 

So  ist  das  technische  Zeichen  (signe  technique)  A{J!^'Bf'W'''Bf^^)  mit 
dem  Hauyschen  oder  theoretischen  (signe  theorique)  i^kB^W^')  oder 
{At^ljf^)  gleichbedeutend. 


Die  obigen  Formeln  geben  den  Zusammenhang  zwischen  den  Exponen- 
tcn  T,  7«  t^  ^s  cu  dieser  Zeichen ,  und  es  ist  mit  denselben  leicht ,  ein 
Zeichen  in  das  andere  zu  verwandeln.  Ist  x  zz.  z^  ^o  ist  es  eine  gewöhn- 
liche Decrescenz  an  der  Ecke,  und  das  theoretische  Zeichen  wird 

{A  B"W'\ 

Es  sey  z.  B.  or  n:  r  =  I  und  j  =  k  zz  |,  d.  h.  die  Fläche  gehe 
einer  Ebene  parallel ,   die   durch    die  Endpuncte  der  Kanten  B^  Bf\   und 
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durch  den  drillen  Theil  der  Kanlen  Bf^  W^^  gelil :  so  isl  das  lecbnisclie 
Zeichen  dieser  Fläche 

und  das  iheorelische  Zeichen 

Wenn  x  zu  y  "^^  z  zz  u  wird ,  so  slumpft  die  Fläche  offenbar  die 
Ecke  A  des  Oclaeders  grade  ab.  Die  obige  Formel  giebt,  wenn  man 
x'T^yiZzzziuzz.  I  macht,  cj  ::z:  i  ZZ  oo^  das  theoretische  Zeichen 
dieser  Fläche,  als  eine  intermediäre  Decrescenz  betrachtet,  wäre  2\$o(AB^B^). 
Haüy  bezieht  aber  diese  Flächen  immer  unmittelbar  aufs  Octaeder,   so  wie 

* 

es  in  Fig.  56  geschehen  ist,  wo  die  Linie  Aa  diese  Fläche  repräsentirt, 
und  schreibt  sie  A^  welches  Zeichen,  aufs  Parallelepiped  bezogen,  eigentlich 
eine  Fläche  geben  würde,  die  durch  die  Endpuncte  der  Kanten  JB,  //^ 
und  d'irch  die  Hälfle  der  Kanten  jB^,  B^^^  (und  durch  i)  gehen  würde. 
Die  Flächen  {/1  B^B^^^)  aber  sehreibt  er  A  ;  man  muss  sich  also  beim 
Octaeder  wohl  in  acht  nehmen,  die  intermediären  Decrescenzen  mit  den 
Decrescenzen  an  den  Ecken  zu  verwechseln,  da  sich  die  erstem  auf  ein 
Parallelepiped,  die  letztern  auf  ein  Octaeder  beziehen. 

Es  ist  übrigens  leicht ,  ein  Zeichen ,  das  eine  intermediäre  Decrescenz 
an  der  Ecke  A  ausdrückt,  und  auch  durch  eine  einfache  Decrescenz  aus- 
gedrückt werden  kann,  in  ein  anderes  Zeichen  zu  verwandeln,  das  diese 
einfache  Decrescenz,  auf  das  Octaeder  bezogen,  unmittelbar  giebt.  Wenn, 
In  der  Fig.  56,  irgend  eine  Fläche,  die  durch  eine  Decrescenz  an  der  Ecke 

A  entsteht,  durch  die  Linie  />/*  gehl,  und  -^  z::  a»  geseist  wird,   so   ist 

i8 


i 
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das  Zeichen  clieMr  Fläche,  als  inlermediäre  Decrescens  betrachtet  oder   auf 
ein  Parallelepipedon  bezogen,  folgendes: 

Dieselbe  schneidet  aber  die  beiden  andern  Endkanlen  des  Octaeders  so, 
dass  sich  die  abgeschnittenen  Stücke  zu  den  ganzen  Kanten  verhalten ,  wie 
V^.  Dieses  Verhältniss,  welches  wir  mit  -r  bezeichnen  wollen,  drückt  of- 
fenbar  das  Verhältülss  ans,  nach  welchein  die  kleinen  Tetraeder  mF  der 
Octaederfläche  decresclr^n;  das  Zeichen  der  Fläche  ist  nämlich,  aufs  Octae* 
der  belogen: 

T* 
Wenn  man  nnn  sich  anschickt  h  aus  cu  zu  berechnen ,  so  findet  maa, 

wie  im  Vorhergehenden: 

1 

—  Ä—  1 

und  umgekehrt 


o 


Diese  Umwandlung  wird  noch  einfacher,  wenn  man,  wie  Hauy  ge- 
wöhnlich thut,  —  oben  fiir  co  ünlen  schreibt  {A"^  fSr  ^);  alsdann  braucht 
man  nur  i  zu  diesem  Exponenten  hinzuzufügen,  um  h  zu  finden.  So  ist 
zum  Beispiel 

{A  B'B'^')  =  (^'JB'ß'^')  =z  A  etc. 

Was  die  Decrescenzen  an  den  Kanten  des  OctaSders  betrifft,  so  wer- 
den die  Kanten  des  OctA^ders  Ton  den  Ebenen,  die  d^n  aus  den  Decre»- 
cenzeii  cn^steheddeii  Flüchen  parallel  gehen,  offenbar  in  dieselben  Theile 


xerschnittcin ,  als  die  Kanten  des  ergänzenden  Paralleiepiped ;  es  ist  also 
gleichviel,  ob  man  sie  auf  das  Oclaeder  oder  aufs  Paralleiepiped  bciieht« 
Eine  Fladie  z.  B.  die  aus  einer  Decrescenz  an  der  Kante  B"^  entsteht,  die 
^Sf^  snm  Zeichen  hat,  und  die  folglich  (wenn,  man  das  Zeichen  aufs  Paral- 
leLe^^iped  bezieht)  durch  I^B  und  die  Hälfte  der  Kante  AI  geht,  geht  aoch 
durch  die  Hälfte  der  Kante  AO  oder  fi^  und  so  fort. 

27.     Man  kann,    wie  wir  schon  oben  gezeigt  haben,   durch    eine   ein- 
fache  Decrescenz  jedes   Octaeder  in   ein  Prisma   und    jedes  Prisma  in  ein 
Octaeder  verwandeln;  die  eine  Form  kann  also  für  die  secnndären  Flächen 
der  andern  als  hypothetische  Kernform   angesehen    werden.     Wir   werden 
weiterhin  eine  allgemeine  Formel  entwickeln ,  vermöge  welcher  die  Zeichen 
lur  die  Decrescenzen  an   der  einen  Kernform   leicht   in  Zeichen,  die   sich 
auf  die  andere  Kernform  beziehen,  verwandelt  werden  können.     Wir  wol- 
len hier  nur  bemerken,   dass  die  Octaeder  den  Vortheil   vor  den  Prismen 
^währen ,    daas    die  Verhältnisse   ihrer  Kanten    unmittelbar   aus    der   Be- 
obacfatung,  d.  h.  aus  Winkelmessungen,   abgeleitet  werden  kSnnen;   denn, 
da  alle  Kanten  des  Octaeders  in  zwei  fixen  Pnncten,  nämlich   in    den  bei- 
den Endpuncten  der  Hanptaxe,  zusammen  kommen,  so  hat  jede  Aenderung 
in  den  Winkeln   des  Octaifders   auch  eine  Aenderung    in  dem  Verhältniss 
der  Kanten    desselben    zur  Folge,   und    die  Verhältnisse   der  Kanten   der 
oGlaed(ischen  Formen  hängen  von   ihren  Winkeln    ab ;    da   man    hingegen 
Jbei  den  Prismen  die  Länge  der  Kanten  ändern  kann,    ohne  dass   dadurch 
eine  Aenderung  in  den  Winkeln  entstände   und  umgekehrt;   so   dass  man 
also  jFon  den  Winkeln   auf  die  Verhältnisse   der  Kanten   nicht  schliessen 
Jcann,  sondern  diese  Vehaltnisse  besonders  angeben  mass,  was  nur  mittelbar, 
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darch  Rechnung,  geschehen  kann,  weil  wir  nie  die  Länge  der  Kanten  an 
einem  Krystall  beobachten. 

Bei  den  schiefen  Prismen  mit  rhombischer  oder  rectangulärer  Baris 
nimmt  indess  Haüy  ein  gewisses  Verhältniss  zwischen  den  Kanten  an, 
welches  darin  besteht,  dass  beim  schiefen  Prisma  mit  rectangulärer  Basis 
die  Diagonale  der  Seitenfläche  bhgm  (Fig.  48)9  welche  durch  A,  m  geht, 
mit  der  Seitenkante  mb  des  Prisma  einen  rechten  Winkel  macht;  beim 
schiefen  Prisma  mit  rhombischer  Basis  (Fig.  46)  ist  die  Diagonale  der  £bene 
adh^  welche  den  obern  Endpunct  d  der  vordem  Seitenkante  mit  dem  untern 
Endpunct  der  hintern  Seitenkantc  verbindet,  auf  dieselben  Seitenkanten 
senkrecht ;  oder  das  Verhältniss  von  bm  zu  bh  (Fig.  48}  oder  von  dh  sa 
ad  (Fig.  Iß)  ist  dem  Cosinus  der  Neigung  der  schiefangesetzten  Endfläche 
gegen  die  Axe  des  Prisma  gleich.  Das  ist  der  Unterschied ,  der  zwischen 
dem  schiefen  Prisma  mit  rectangulärer  Basis  und  dem  graden  Prisma  mit 
rhomboVdischer  Basis  statt  findet;  die  letztere  Form,  die,  auf  eine  Seiten* 
fläche  gestellt,  zum  schiefen  Prisma  mit  rectangulärer  Basis  wird,  befolgt 
nach  Haüy  uicht  das  eben  angeführte  Gesetz. 

28.  Das  reguläre  Tetraeder,  das  auch  zuweilen  als  Kernform  vorkommt, 
zerfällt  durch  weitere  Theilung  wieder  in  Tetraeder;  die  Ergänzungsatome 
des  Tetraeders  sind  also,  wie  die  des  Octaeders,  Tetraeder.  Die  Decrescen* 
zen  geschehen  eben  so,  wie  beim  Octaeder ;  denn  man  kann  an  jede^  Tetra- 
eder, an  die  Fläche,  welche  der  Ecke,  an  welcher  die  Decrescenz  geschieht,  ge» 
genüber  liegt,  ein  Octaeder,  und  an  dieses  wieder  ein  eben  solches  Tetraeder 
anschliessen ,  so  dass  ein  Parallelepiped  entsteht,  wie  dasjenige,  von  dem 
beim  Octaeder  die  Rede  war.     Da  die  Kanten,  die  in  der  Ecke  des  ParaU 


I    • 
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lelepipeds,  welche  zagleich  die  Tetraedereeke  ist,  und  an  welcher  die  De- 
crescenzen  geschehen,  zusammen  kommen,  ganz  im  Tetraeder  liegen^  so 
werden  dieselben  Kanten  von  Ebenen,  die  den  ans  den  Decrescensen  ent- 
stehenden Flächen  parallel  sind,  offenbar  in  denselben  Verhältnissen  ge- 
schnitten,  man  mag  sich  das  Parallelepiped  ganz  dazn  denken  oder  nicht. 
£ine  Fläche  also,  die  {A  t^W^)  zum  Zeichen  hat,  liegt  so,  dass  eine  Ebene, 
die  durch  Af^\  durch  zwei  Drittheil  der  Kante  B  und  durch  einen' Drittheil 
der  Kante  AJf^  oder  durch  pAff^q  gelegt  ist  (Fig«.  Sg) ,  der  bezeichneten 
Fläche  parallel  geht«  Diese  Decrescenz  kann  sich  an  allen  Ecken  wieder- 
holen, z.  B.  an  der  Ecke  A^^  wobei  sie  das  Zeichen  {Af^'Bf^^t^  annimmt. 
Diese  Fläche  lässt  sich  indess  einfacher  durch  eine  Decrescenz  an  denselben 
Ecken  A^  Af  geben,  die  auf  den  den  Kanten  JS,  Ji\  W^  gegenüberliegenden 
Flächen  des  Tetraeders  geschieht;  sie  bekommt,  in  dieser  Ansicht,  die 
SU^ichen  A^  A^^^  ^Af\  wobei  man  sich  eigentlich  das  Tetraeder  umgekehrt 
denken  muss ,  so  dass  die  Kante  W  nach  hinten  gewendet  ist.  Es  ist  die* 
selbe  Fläche,  die  beim  Octafc*der  das  Zeichen  A.  nimmt,  denn  wenn  man 
sich  an  die  Fläche  des  Tetraeders,  auf  welcher  die  Decrescenz  geschieht, 
ein  Octaeder  angesetzt  denkt,  wie  es  in  Fig.  Sy  geschehen  ist,  wo  IAO 
das  Tetra^er,  AAf  das  sich  anschliessende  Octaeder  ist;  so  verhält  sich 
(s.  die  Formeln  in  Kr.  26),  Ar  :  An  :  Aq  m  i  :  ^  :  7 ;  folglich  ist  qi=:  i, 
^  =Z  $,  IT  =  7,  und  j:  zz  2,  j  r=:  3 ;  und  das  Zeichen  der  Fläche  Ampr^ 
sofs  Parallelepiped  IV  bezogen,  A\  und  aufs  Octsrcder  bezogen  A.    -: 

29«  Drei  Spaltangsebenenv  die  sich  in  derselben  Linie  und  unter  den- 
selben Winkeln  schneiden,  geben  ein  regelmässiges  sechsseitiges  Prisma  als 
Gmndgestalt,    dessen   Seitenflächen    den   Spaltungsebenen    parallel    gehen. 
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SeUt  iiiaa  dieie  iSpahongen  (>aralkl  iden  Seiieiiflächen  des  Prisma  fori,  so 
serfaUl.  ei  ia.Uater  dreiseiiige  PriaMea«  derea  Baaea  rgleichseitige  Drriecke 
aiad,.:wie  maaaias  Fig.  60  aieht,  welche  die-Basb  eines  regulären  sedw- 
seiligea  Prisma  TonsieUt.  Zwei  benadibarte  dreiseitige  Pcisskiea  bUdem  ver- 
ainigt  eta  viersehiges  Prisiaa  ait  rhomfatscber  Basis  Toa  ixP  and  60^« 
]>as  EkipäcuagsatiMa  ^mo\4cn]e  iat<![grante)  des  regulärea  aecEsscitigen  Prisau 
ist  also  ein  dreiseitigea  Prisma,  das  wegfallende  Atooi  (molfeole  sonstraative) 
dagegen  ein  Ptisma  mit  rhombischer  Basis.  Die  Decresceazea  am  regalarea 
secbssettigeA  Prisma  befolgen  also  dasselbe  Peseta ,  als  die  Decreacenaen  am 
gradeatPrisBia  mit  rhoaihisclier  Basis«  Fig.  61  stellt  das  secbseitige  Pciflma 
mit  beseickaeten  Flachen  Ecken  und  Kanten  vor ;  Fig.  63  ist  das  berans« 
geschnittiene  Prisma  mit  rhombischer  Basis,  in  welchem  ßfg  zz  fr  z:z  B^ 
qs  =1  G^^pqr  r:  <dO^  Der  Fläche  A  geht  also  die  Ebene  plt  parallel, 
der  Fläche  S  die  Ebene  p^t.,  der  Flache  <^3i('£')  oder  (^AB'Q^)  diib. 
Ebene /'/t^;  indem  17V  =  7fr  und  ff  zz  yjs» 

3(x  Es  bleibt  uns  jetat  nur. noch  eine  Kemgestalt  übrig  zu  betrachten^ 
und  das  ist  das  Rhombendodiecaüder  oder  iiranaioeder«  welches  ton  zwölf 
gleichen  RJiomhen  begrenzt  ist,  und  aus  dem  Wurfe!  oder  Ociaeder  duadi 
grade  Abstumpfung  der  Kanten  enisieht».  Die  Spaltungsebenen  des  GranatSt 
der  Blende,  gehen  den  Flächen  dieses  Körpers  parallel.  Zerspaltet  anaa 
ihn  weiter  durch  Ebenen,  die  den  Spaltungsebenen  oder  den  Flächen  des* 
selben  paralM  durch  -dessen  Mitielpunct  geben,  so  entstehen  Tier  nad 
Kwanzag  Tetraeder,  roa  denen  |e  swei  eine  Csanatocderfläche  aur  Basis 
haben  und  deren  Spitsen  alle  im  Mitielpunct  des  Köcpers  snsammen£allBn< 
Man  -erlilUt  diese  Tietraeder  auch,  wenn  man  die  Pjrramidea,  deren  Spitzen 


\ 
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'  tm  Mittdjmnct  des  Körpers  liegen^  und  deren  Basen  die  Flächen  desselben 
sindt  in  vwti  Theile  iheilt,  darch  einen  Schnitt,  der  durch  die  kleine 
Dtai^nale  der  Basis  der  Pjrramide  und  ihre  Spitae  geht.  Man  «eht«  dass 
dieie  l^traüder  nicht  regulär  sind.  Sechs  solche  benachbarte  Tetraifder 
bilden  zusammen  ein  Rhomboeder,  welches  auch  als  von  drei  in  einer 
stumpfen  Ecke  des  Granatoeders  zusammenkommenden  Flächen  und  ihtien 
durch  den  Mittelpunct  gehenden  Parallelen  gebildet  gedacht  werden  kann« 

Die  Er^nzungsatomc  des  Rhombendodecacders  sind  also  diese  Tetraeder, 
seine  wegfallenden  Atome  (mol^nles  soustractives)  Rhombioeder.  Die  De- 
crescenzen  an  den  Ecken  und  Kanten  geschehen  also  wie  am  Rhomboeder; 
und  man  darf  sich  nur  das  Rhomboeder,  welches  von  der  Fläche, 'auf 
ireleher  die  Decrescenz  geschieht,  tou  den  zwei  andern,  die  mit  ihr  in 
derselben  dreiflächigen  Ecke  zusammen  kommen ,  und  Tön  den  Parallelen 
dieser  drei  Flächen  gebildet  wird,  ganz  allein  zu  denken,  um  sich  voU- 
kdmmne  Rechenschaft  von  jedem  vorkommenden  Zeichen  irgend  einer  De* 
crescenz  ablegen  zu  können*  Was  die  Bezeichnung  dei^  Flächen,  Kanten 
und  Ecken  betrifft,  so  kann  man  die  Fig.  63  nachsehen.  Tritt  ein  Unter- 
terschied  zwischen  den  Decrescenzen  an  den  Ecken  j4  ein,  wie  bei  der 
Blende,  so  bezeichnet  man  sie  mit  zwei  Buchstaben  A  und  ^,  wie  wir 
schon  beim  Rhomboeder  gethan  haben. 

3r.  Wenn  ausser  den  Spaltungsebenen,  welche  die  bisher  angegebe« 
aen  primitiven  Formen  bilden,  noch  andere  vorkommen,  sb  gehen  sie  stets 
entweder  wirklich  einer  abgeleiteten  Fläche  parallel,  oder  einer  Flache,  die 
ihnen  parallel  ginge,  würde  wenigstens  zu  den  Flächen  gehören«  die  im 
Flächensystem  des  Krystalls  möglich   sind^     Hauy   lässt  diese  ^fiberzähligen 
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Spuliunptfthtntn  ()oinU  sornameraires),  welche  er  bei  der  Bildung  des 
Keriu  unbeachtet  lässt,  oft  in  die  Bildung  des  Erganzungsatoms  als  Be- 
grenzungsflächen auftreten,,  und  dann  erhält,  selbst  bei  den  parallelepipedi- 
sehen  Kernformen,  das  Erganzungsatom  eine  andere  Gestalt  -als  der  Kern« 
Beim  Schwerspath  z.  B.  gehen  drei  Brüche  den  Flachon  eines  graden  vier* 
seitigen  Prisma  mit  rhombischer  Basis  parallel,  und  bilden  die  Haiiysche 
Kernform ;  zwei  andere  weniger  deutliche  Spaltungsebenen  gehen  durch  die 
Diagonalen  der  Basen  des  Prisma  und  theilen  das  vierseitige  Prisma  In 
vier  Prismen,  deren  Basen  rechtwinklichte  Dreiecke  sind;  diese  sind  die 
Ergänzungsatome  des  Schwerspaths ;  das  wegfallende  Atom  (mol^cule  sous- 
tractive)  aber  bleibt  der  Kernform  völlig  ahnlich,  und  die  Decrescenun 
geschehen  durchaus  auf  dieselbe  Weise,  als  wenn  die  Erganzungsatome 
auch  der  Kernform  ähnlich  wären. 


fVichttj^e  Folgerung  aus  der  Haiiy sehen  Theorie.    Erstes  Grund- 
gesetz der  Krjstallbiidung. 

«ta.  Man  mag  nun  die  Uaiivsclie  Tbeorie  als  den  wahren  Ausspruch 
dessen,  was  in  der  ISatur  vorgehl,  oder  bloss  als  eine  mathematische  Dar- 
stellung der  Phänomene  ansehen,  so  ist  sie  doch  bis  jetzt  die  einzige  Hy- 
pothese, die  den  Zusammenhang  zwischen  den  primären  und  secundärcn 
ForuMm,  den  sie  als  nothwendige  Folge  ihrer  Principien  aufstellt,  und  der 
noch  durch  keine  Beobachtung  ist  widerlegt  worden,  wirklich  erklärt. 
Alle  andt'rs  denkenden  Crystallographen  nehmen  dieses  Grundgesetz  der 
Krvstallbildung,  mit  dem  wir  uns  gleich  näher  beschäftigen  werden,  als 
uuerUärle  Basis  ihrer  Theorien  an. 
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Dieses  Grnndgesett  der  Krystallbildnng,   welch»  unmittelbar  ans  der 

■ 

Hafiyschen  Theorie  hervorgeht,  besteht  darin,  dass,  wenn  man  mehrere 
Flächen  eines  Krystalls,  welche  den  deutlichsten  Spaltungsebenen  parallel 
gehen,  m  einer  Kernform  vereinigt,  die  Kanten  dieser  Kernform  von  den 
übrigen  Flächen  desselben  Krystalls  in  rationalen  Verhältnissen  geschnitten 
werden,  oder  mit  andern  Worten,,  die  Exponenten  der  Stichen  der  Flächen 
sind  nie  irrationale  Grössen.  Wir  werden  im  analytischen  Theile  dieses 
W^erks  sehen,  dass  überhaupt  alle  Körper  von  drei  oder  mehreren  Flächen 
desselben  Krystalls  gebildet,  diese  Eigenschaft  haben;  die  I^hre  von  den 
hypothetischen  Kernformen  gab  uns  schon  ein  Beispiel  hievon;  denn  hier 
sieht  man  schon  zwei  verschiedene  Formen  desselben  Krystalls  als  Kern- 
formen auftreten ;  die  Anzahl  dieser  Formen,  auf  welche  man  alle  Flächen 
des  Krystalls  beziehen  kann,  ist  aber  viel  grösser. 

Es  ist  klar,  dass  wenn  zwei  oder  mehrere  Kanten  der  Kernform,  die 
durch  denselben  Punct  gehen,  von  einer  secundären  Fläche  in  einem  ge- 
urissen  VerhäUniss  geschnitten  werden,  dieses  Yerhältniss  immer  dasselbe 
bleibt,  wenn  man  die  Kanten  parallel  mit  sich  selbst  fortbewegt ,  doch  so, 
dass  sie  sich  immer  in  einem  Puncte  schneiden.  Man  kann  ^ch  also  den- 
ken, welchen  Punct  man  will,  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Krystalls,  so 
werden  zwei  oder  mehr  Linien,  die  durch  diesen  Punct  parallel  den  Kanten 
der  Kernform  gehen,  von  allen  secundären  Flächen  in  rationalen  Verhält- 
nissen geschnitten  ,  d.  h.  wenn  man  auf  einer  dieser  Linien  irgend  einen 
Panct  nimmt,  durch  welchen  man  sich  allen  secundären  Flächen  parallele 
Eigenen  gelegt  denkt,  so  sind  die  Verhältnisse  der  Längen  der  von  diesen 
Ebenen  abgeschnittenen  Linien,  vom  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunct 

»9 
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der'  Litiien   an ,     bis    tu    ihren    DiDnchschnittspuncten    mit    den    Ebenen, 
rational.  -  ^ 

Denkt  man  sich  nnn  einen  solchen  Punct,  durch  den  mau  mehrere 
den  Kanten  der  Kernform  parallele  Linien  legt,  im  Mittelpunct  des  Kry*- 
Stalls,  so  kann  man  die  Lage  jeder  secundSren  Fläche  dadurch  bestimmen, 
dass  man  nngiebt,  wie  sie  diese  Linien  (oder  diese  Mittel punctscoordinäten) 
schneidet;  und  diese  Angaben  werden  sich,  wegen  der  Rationalität,  die 
auch  hier  wieder  bei  den  Verhältnissen  der  abgeschnittenen  Stucke  eintritt, 
eben  so  einfach  darstellen  lassen,  als  die  Bestimmungen  und  Zcfichen,  die 
aus  der  Haüy^chen   Methode  fliessen.     Das  ist  die  Methode  von  Weiss* 


TVeiss'  Methode,  die  Krystallf lachen  zu  bezeichnen.    Venvandlung 

der  JVeissischen  Zeichen  in  Haiijsche. 

33.  Weiss  denkt  sioh  also  drei  oder  vier  Linien  durch  deii  Mittel- 
punct des  Ki*ystalls  gezogen,  welche  mit  gewissen  Kanten  der  wahren  oder 
hypothetischen  Kernfonn  parallel  gehen.  Diese  Linien  werden  von  den 
Flächen  der  Kernform  in  gewissen  Puncten  geschnitten  ;  die  Entfernungen 
dieser  Puncte  von  Mittelpunct  bestimmen  die  Lange  dieser  Linien,  die  er 
Axen  nennt*  Beim  Würfel  z.  B.  haben  die  drei  Linien,  die,  den  Kanten 
des  Würfels  pai*allel,  durch  dessen  Mittelpunct  gehen,  und  welche  von 
den  Würfelflachen,  deren  Mittelpunct  sie  treffen,  abgeschnitten  weisen, 
gleiche  Länge,  und  sind  untereinander  rechtwinklicht;  Weiss  bezeichnet 
sie    mit  <?•      Legt    man    Ebenen    durch    ihre  Endpunete,    so    entsteht   eine 
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reguläre  Octaödcrfläche ;  Weiss  bezeichnet  deshalb  die  Flache  des  regulären 
Octaeders  so  : 


\  a  :  a  :  a 


Die  Fläche  des  Leucitoeders  hingegen,  die  Ilaiiy  mit  j4  bezeichnet,  und 
welche  (s.  Fig.  56)  durch  die  Kante  an  der  Basis  und  durch  die  Hälfte 
der  Halbaxe  j49f  oder  durch  die  Linie  De  geht,  bezeichnet  er  so: 


a  :  a  :  i^a  \  oder 


2fl  :  2a  :  n  • 


Die  eingeklammerten  Grössen  geben  also  das  Vcrhältniss  der  abgeschnit- 
tenen Stücke  der  halben  Axen  des  Octaeders. 

Wenn  man  in  der  Fig.  56  durch  ^  eine  Linie  zieht,  die  mit  iD  parallel 
ist,  und  den  Durchschnittspunct  dieser  Linie  und  der  Verlängerung  der  Linie 
BD  mit  L  bezeichnet,    so  ist,    die  Linie  iD  mag  liegen  wie  sie  wolle. 


Nun  ist  aber  auch 


£A' 

BD 

AB 

—  BL' 

MD 
ML 

Mh 
AM 

ML  z 

_   MD  AM 

woraas 

ML  —  - 

Mh 

oder  da  BL  —  MB  -\-  ML,  und  MD  zz  MB 

BL  =  MB(T-\-^). 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  BL    in    die   erste  Gleichung.,    und 

setzt  zugleich  j4B  -^  Ak  zz  Bk^  2MB  zu  BD^  so  findet  man: 

Ak  2 


oder 


1     — 

AB                  ,    AM 

^-^Mn 

Mh 

»^—^  "■..■. 

Ak 

^           AM 

1     'r-r 

AB 

,     Mh' 

1+      .M^ 
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NmB  druckt  aber  '—  die  Htüyscke  Deci^scenxsahl,  -—  aber  den  Coet 
ficientcn  der  dritten  Weissischen  Axe  aus*  Bezeichnet  man  also  das  erste 
Yerhältniss  mit  hy  dass  zweite  mit  y,  so  bat  man: 

oder 


1  — / 


A  — 1 


und  wir  haben 

7 

■ 

h 

* 

■Azz 

4 

—  A  +  1 

*— t 

» 

/i  :  /i  :  ^a 

1  /i  ;  a  ;  |/i  1 

und  so  fort. 

Die  Fläche  ^,  welche  durch  die  Linie  j4a  geht,  trifft  bloss  die  Axe 
AM;  die  andern  werden  gar  nicht  von  dieser  Fläche  geschnitten,  weil  sie 
mit  ihr  parallel  sind ;  die  Entfernung  ihres  Durchschnittspuncts  vom  Mit* 
telpunct  ist  also  unendlich  gross*  Man  kann  also  die  Fläche  A  nicht 
anders  bezeichnen  als  so : 


ooa  \  ooa  \  a 


das  ist  die  Würfelfläche* 

Eine  Fläche  hingegen,  die  durch  eine  Kante  an  der  Basis  des  Octai'ders 
geht  und  mit  der  Axe  parallel  ist  (die  Fläche  einer  vierseitigen  rechtwink- 
lichten  Säule,  die  mit  deti  übrigen  graden  Abstumpfungen  der  Octaeder- 
kanten  combinirt,  das  Granatocder  giebt),   hat 


a  \  a  \  ooa 


zum  Zeichen. 
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Beim  Qoadratoctai'der  ist  die  vertirale  Axe   von  den  beiden  horizonta- 
len verschieden,  man  bezeichnet  sie  deshalb  mit  c.     So  bedeutet 


a  \  a  \  ooi: 


die  grade  Abstumpfungsfläche  der  Basiskante,  und 


ooa  :  ooa  :  c 


die  grade  Abstumpfung  der  Endspitze. 

34«     Beim    graden   Bhombenoctaeder   sind    die    drei  Amu    zwar   recht- 
winklicht,  aber  nicht  einander  gleich,  man  mnss  sie  also  mit  verschiedenen 
Buchstaben  bezeichnen.      Weiss  hat  fb'r  die  halbe  Hauptaxe  das  Zeichen  c 
eingeführt ;   man   denkt   sie    sich    immer   vertical ;    die   beiden  horizontalen 
Halbaxen  werden  mit  a  und  b    bezeichnet ;   die    Axe    2/7   denkt   man   sich 
nach  dem  Beobachter  zugekehrt,    so  dass  die  Endpuncle   derselben   an    der 
vordem    und    hintern,    die  Eadpuncle   der  Axe  rib  hiRge|;en    an  der  rech- 
ten und  linken  Seile  desKrystalls  sich  befi;iden.     Es   sey    nun  irgend  eine 
Decrescenz  {AlfB^^)  gegeben,  an  der  Ecke  A   des  Octacders  (s.  Fig.  S;), 
so  dass  die  dadurch  entstehende  Fläche  der  Ebene  wipr   parallel   geht,    in^ 
dem  wieder  (siehe  Ar.  26) : 

''/*  _ 

An 

WO  9  eine  so  gewählte  Zahl  ist«  dass  die  Werthe   von>  x  und  z   zwar   so 


•)  In  dits«r  Füimel  üt  ÜLrigtiu  jBZZ^^f  M'' ZZ  B'*' . 
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klein  als  möglich  ausfallen ,  aber  doch  immer  ganze  Zahlen  bleiben.  Man 
denke  sich  eine  der  Ebene  mpr  parallele  Ebene  durch  K  gelegt,  so  wie  es 
in  Fig.  64  abgebildet  ist.  Die  Werthe  von  j:,  v,  -c,  i/,  w  werden  immer 
dieselben  bleiben.  Legt  man  nun  eine  Ebene  durch  ApJf^  die  ungleich 
durch  den  Mittclpunct  M  des  Octaeders  gehl,  welche  Ebene  in  Fig.  65  ab- 
gebildet  ist,  so  schneidet  die  Ebene  mpnq  (Fig.  64) ^  welche  der  Flache 
{ABIY^)  parallel  geht,  die  Axe  AM  (Fig.  65)  offenbar  in  5.  Setzt  man 
also  pM  ^  o.  AM  'zz  c^  so  ist  offenbar,  wenn  man  Ai  mit  qp  parallel 
zieht : 


ferner 


1 

f  •    

/i 

Ml 

»//   

'/«'. 
M  • 

4v  - 

-  ^q^ 

und 

Ag 



>u 

Za 

„_^ 

^   —  M 

oder  da   Ar  n  B^^^,  qr  m  Ar 
also 

flf,  -  'Jrhl. 

Diesen  Werth  in  die  erste  Gleichung  gesetzt,  giebt 

Ms  =  'Az^>. 

Da  wir  nun    in   der  Fig.  64    die  Ebene  mpnq   so    gelegt 'haben,    dass 
Ap  =:  /^^  S4»  ist  offenbar  ^  ZZ  i,  und  9  =:  z  :  es  ist  also  jetzt 

Ms  =:  5-^-^  .  c. 

Le«M   man  eine  aweite  Ebene  durch  AFA^ ,  welche  zugleich  durch  den 

*^  . 

Miltelpnnrt  M  des  Octaeders  (Fig.  64)  geht ,    so    werden    die  Seiten  dieser 
rhombischen  Ebene  von  der  Ebene  mpnq  in  den  Puncten  m,  n  geschnitten, 
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Wt  e  die  Fig.  66  ieigt.  Hier  ist  wieder  AM  ziz  c  ;  FM  aber  ist  gleich  b. 
Verlängert  man  FM  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Verlängerung  der  Linie 
jfiii,  d«  h.  bis  0 ,  so  ist  Mo  das  Stüclt  der  Aie  b ,  welches  von  der  Ebene 
mpn  abgeschnitten  wird.  Man  findet  auch  hier  leicht,  wenn  man  durch 
ji  eine  Linie  zieht,  die  der  Linie  no  parallel  ist,  und  dnrrh  eben  solche 
Proportionen,  wie  im  Yorhergehendea,  dass: 

Mo  -  _^!z:Ü-  .  b. 

2si*  —  zy — uy 

Die  Werthe  von  Ms  und  Mo  enthalten  aber  die  Coefiicienlen  von  b 
uBd  €  in  den  Weissischen  Zeichen,  während  der  Coefljcient  von  a  gleich 
I  ist;  wir  wollen  diese  drei  Coeflficientien  mit  a^  ßy  y  bezeichnen,  so  dass 
JUs  zz  yc ,    Mo  -zz  ßb ,   pM  zu  aa  z^  a\    also : 


so  ist  nach  dem   \  ophrrgehenden 

r  (5  —  ") 


ß 

'  ^zu  —  Z-)  —  uy 
z  ^—  u 


oder  da   nach    Nr.   26 


<.z 

y  = 


U 


u 


+ 


so   ist : 


a  zr  I 

XS  -4-  US  (JA* 

^   —    _ST 

'  *«  —  OS  -[-  CMt' 

xz  -f-  UiZ  —  war 

y  =  — i — i — •' 

'  AS  -^  OS  -i-  OX 


Die  Coeflicienten  zeigen  die  Verhältnisse  an^  in  welchen  die  von  einer 
gewissen  Fläche  abgeschnittenen  Stücke  der  Axen  des  Octaeders    zu    einan- 
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der  stehen;  mati  kann  sie  also  mit  )eder  beliebigen  Zahl  multiplicirep. 
Torausgesetzt,  dass  man  jeden  Coefficienten  mit  derselben  Zahl  multiplicirt. 
Man  kann  also  aach  eben  so  gut  dai  Coefficienten  y  zz  i  machen,  wie 
wir  es  mit  den  Coeflicienten  a  gethan  haben ;  dann  bekommen  die  drei 
Coefficienten  folgende  Werthe : 

____    xr  -{-  OS  -|-  ax 


ß 


jt;  —  US  -|-  ux 

:rs  -f-  OS  -4-  OS 

a   ^Z   r-- . 

jrs  -^  US  —  OÄ 

Will  man  endlich  den  Coefficienten  ß  zz  i   machen,  so  ist 

ftZZ   1 

jrs  —  OS  -4-  c*x 

'     ^~"    xz  -|-  Uli  -|-  ux 

xs  —  c«  -f-  ux 

a  m   -r- . 

.TS  -^  UZ  -—  UX 

Wenn  man  nicht  vorher  bestimmen  kann  oder  will ,  welcher  Coeffi« 
cient  =:  i  ist,  so  giebt  man  diesen  Formeln  folgende  allgemeine  Form,  in* 
dem  man  sie  (die  letzten)  durch  xz  —  cur  -f"  (ox  dividirt  (und  mit  z  mul- 
tiplicirt).     Man  bekommt: 

a  zz  — -j-— ' 

xz  ^  US    —    UX 

ß  =  hü- 

'  XZ  —  «iis  -|«  o* 

Y   =:    — T T •  • 

*  .      XS   -|-  US  -f-  UX 

Diese  Formeln  reichen  hin,  um  alle  Haüyschen  Zeichen  für  Decrescen- 
Ken  am  rJiomben  -  Octaöder ,  die  sich  auf  das  entsprechende  Parallelepiped 
besiehen,  in  \\  eissische  zu  veiwandeln.  Denn  man  kann  alle  Decrescen- 
ten«  von  welcher  Art  sie  seyen,  als  mittlere  Decrescenzen  ansehen,  und  sie 
als   solche    bezeichnen,    indem    man    den    Exponenten    die   entsprechenden 
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Werffa#  gMbtf;  man  moss  nar  nicht  vergessen,  dass  si^h  alle  interro^diSiie 
Decrescenten  bei  Haiiy  auf  ein  Parallelepiped  beziehen,  die . DecresceWK« n 
von  der  Form  A  hingegen  gewöhnlich  asf  das  > OctaifäeT:  selbst,    «b^  dass 

h 

h  zr --^ -{-' r.     So  ist  Mm  Beispiel 2  -  .  :•  j!   .■  '      !.;«  wmI 

6a  :  o^  :  6  ] 


OL 

ß 

7 


'■■    (J^B'BT")    =  ^  =  \a:6:i 


{A'B^B''^)  =z  ^  =:\a:6:ic 


■  ^      ■  / •        •  *  I 


>        ■ 


{'JB'B''^    )—'Br''  =z\a:oo6:c 


■j  M  ''J.*!'  'i;      /  / 


ifMi  II.:  i 


I. 


>i.i 


■t     ;il 


Fiir  die  Decrescenzen  an  den  Ecken  nämlich  hat  man  ^i^4^i\  ^l^p 


I 

I 


woraus:  {A^ETW'^)—  i  ^4^  = 


oder 


l-(-2<^ 


1"  '  : 


I   '..  ;. :':     »1*  »:nni.;^ 


' '    'j'»!i    (Uli 


.  ^    -   : f.- •:*'.!.'    :!!'» 


Und  fiir  die  Decrescenzen  an'deii  Kanteii  des  Oetaedershät.iliiiri'jrTZ't; 


oo ,    also : 


»t.  i.i 


a 


"•^ 


^  +  *^/   woraus  :  *^'ß  ZZ 


1     \    oder 


——ff  : D  :  — r- ^ 

^    ■         ■  ■      «ii   ■  ■    ' — L^ 


t-|-Crf 


t 


■  '    .       .♦  ll» 


".  i»    k.  J  ■. 


/; 


«2= 


y  — 


« 4-."'^. 


♦  . 


Die  Fläche  J.  die  man  auch  mit  \  a  \  b  :  oc     bezeichnen  könnte,  wird 
mit     ooa  :  oq6  :  c     bezeichnet. 


•  1 


Macht  man  in  diesen  Formeln   a  z;z.  6   o4er    a  ZZ  6  zu  c,   90 
sie  fiir  diejenigen  Falle,  wo  das  Haiiy3c)ie  Kernoctaeder  ein  Quadr^tp^taedfr 
oder  ein  reguläres  Octaeder  ist;  i^nn  ^jm  Q.^adratoct3e4er   aip^!  4ifi J^j~ 


20 
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den«  horisontalen  Axen,  beim  regulären  Octaedn*  alle  drei  Axen  ua^rem- 
ander  gleich.    '  ! 

35.  Beim  graden  Reciaagnlirociafder  legt  We'iflt  die  horitoiitalen 
Axen  nicht  darch  die  gegenüberliegenden  Winkel  der  Basis,  sondern  dnrdi 
die  Mitten  je  zweier  parallelen  Seiten  der  Basis,  sp  dasa  sie  den' Kanten 
an  der  Basis  parallel  cngleich  dnr<*h  den  Mitielpunct  des  Octaeders  gehn; 
die  verticale  Axe  fällt  mit  der  Linie  ensammen ,    die   wir  bisher  immer  als 


Axe  angesehen  haben.    So  sind  |  a  :  oo^  :  c  \  und  |  ooa  \  b  \  c  \  die  Zeichen 


(ur  die  Flächen  des  graden  Rectanguläi*octaeders ,  und  \a  \  b  -.  c  \  die 
Fläche  eines  Rhombenoctaeders ,  aus  welchem,  durch  grade  Abstumpfung 
der  Endkanten,  dasselbe  grade  Bectanguläroctaeder  entsteht.  Um  den  Zn- 
sammenhang  der  Haiiyschen  Zeichen,  die  sich  auf  diese  Grundform  beziehen, 
mit  den  Weissischen  zu  finden,  nehme  man  wieder  die  Fig.  64  vor,  welche 
ein  grades  Bectanguläroctaeder  vorstellen  möge.  Man  bezeichne  die  Mitte 
der  Kaqten  an  der  Basis  Fp^  vO  nndpOr  Fv  mit  b,  U  und  a^  o^,  und  ziehe 
Linien  durch  b^  1/  und  a^  af  und  AJf\  diese  Linien  gehen  offenbar  durch 
den  Mittelpunct  M\  es  sind  die  Weissischen  Axen  des  graden  Rectangulär- 
octaeders,  so  dass  aM  zz  a^  bM  :^  ^,  AM  =:  c. 

Legt  man  nun  Ebenen  durch  die  Endpuncte  dieser  Axen,  d.  h.  durch 
durch  Aba^  Aal/^  AI/..\  Aa^b  und  A^ba^  Afalf^  ^Vaf^  Afofb^  so  entsteht 
ein  Octaeder  mit  rhombischer  Basis,  dessen  Endkanten  Ab^  Aa,  Ab\  Aa' 
sind.  Wenn  wir  erst  wissen,  wie  diese  Endkanten  von  der  Ebene  mpmi 
deren  Zeichen  {AbB^^)  ist,  geschnitten  werden,  so  ist  es  leicht,  vermöge 
der  schon  entwickelten  Formeln,  die  das  Rhombenortaeder  betreffen,  das 
enksprecbende  Weissische  Zeichen  zu  finden. 
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t 

Zu  dem  Ende  zeichne  man  drei  Flächen  des  Ociacders  besonders/  näm- 
lich y4Fp,  ApO  und  AFv\  siehe  Fig.  67,  68  und  69;  in  diesen  Fi|pirtn 
sind  zur  Bezeichnung  der  verschiedenen  Puncte  dieselben  Bocfaslaben  ge^ 
wählt,  wie  in  Fig.  64;  welche  man  mit  Fig.  $7  Tergleichen  muss,  um  die 
Bezeichnung  der  Kanten  abzunehmen.  In  den  Fig.  67,  6ft  und  69  ist 
nach  dem  Vurhergehenden : 


9 


Am 


An 

Ap    

9  •  J»  —  « 


worin  übrigens  h  ZU  lY  ZU  Bf^  z^  Tlf^\    und  y  n:  r» 


« 


I^un  ist  aber  offenbar : 

I  '  Wenn  man  In  Fig.  67  eine  der  Linie  pm  parallele  Linie  durch 
A  zieht,  und  den  Durchschnittspunct  dieser  Linie  mit  der  Verlängerung 
yon  Fp  mit  o  bezeichnet,  so  ist 


nun  ist  aber  aqrh 


folg]  ich 


Ab  op  -^  bp 


op  -f-  2bp   >/' 

op  *"*"    Am 


op  ^  bp  ^^    AF  hp 

op         """   Am  op 


\  .      bp  bi  Ab  —  Ai    >   , 

oder  da  —  ZZ  -7:  m  -. —  ist: 

op  At  Ai 

op  '\'  bp  ^^^   Ai  •  AF  —  Ab  «  Am  -^  Ai  •  Am  ^ 
op  Ai  •  Am 

diesen  Werth  in  die  erste  Gleichung  gesetzt,    giebt  endlich; 

Ai  2  Am 

Ab   ""■  Al^  -f-  Am 


—      i56     — 

.  Wir  i'Wolkn  die'.ehte  fndkantJe  des  vum  Reclangulüroctaeder  ^nge- 
fcfalossene»  Rhombenoctaederfr  Ab  miiC  beEeichuchl ;  das  durch  di^  Flächt 
mpnq  voo  ihr  abgeBchnittene  Stfick  Ai  \  durch  die  Kaate^^  dividirt ,;  aey 
gleich  a^ ;  aus  dem  YörhergeheadeH  wissen  wir^.dass  AF'iz.B  und  AmzlL 
Ssbstituirt  man  diese  Buchstaben  in  die.: leiste.  Gleichung,  so  hat  man; 

2x 
3f    — 


2^'     Man  findet    eben   so   für   4ie  Octaederfläche  Flg.  68,    w/enn    man 


Aa  :zlC^^  setzt  und  ^—,  mit  z^  bezeichnet,  . 

Ja 


30. 


jm  Vorhergehenden; 


nun  ist  aber 


A't  •■•  •    ■'- 


w    ■  * 


also 


5&^   = 

\ 

• 

n  der 

Fig.  69  1^2^  mit 

Fv 

parallel  zi( 

i 

AI    

\  :: 

2Aq 

i 

*  « 

1      •  1 1 

^^   Aa'Am 
"-       AF 

• 

■  i 

»      .11 

^8- 

_^   Av^Am 

1 

""        //'' 

1 
i 

^^      — 

• 

2 

t  • — 
Av           _ 

-  p 

2--/y**/m 

Aa'   ^ 

I  -f- 

Av       Am 

''•-,/m-^-tf  «^9 

Setzt    man    in  diese    Gleichung  Amzz —    und    Aqzn—^^    und    setxl 


man  1/  für  -r—,    so  hat  man: 

Aa 


5(x  -J-  //) 

4  '  Ergänzt  man  endlich  das  vom  Rectaiiguläroctaöder  (Fig.  64)  ein- 
geschlossene Khombenoctaeder  zu  einem  Parallelf^piped ,  indem,  man  ein 
Tetraeder  auf  die  Fläche  setzt,  die  durch  A{/y  gfcht,    und    bezeichnet  das 
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Verhäliniss  des  durch  die  Ebene  mpnq  von  der  durch  A  gehenden  Tetrae- 
derkante abgeschnittenen  Stücks  zu  dieser  Kante  selbst  mit  ia\  so  hat 
man,  vermöge  der  in  Nr.  26  entwickelten  Formeln,  welche  den  Zusammen- 
hang Ewischen  oi,  x  und  u  geben,  und  welche  offenbar  auch  Rir  (u^,  x\  uf 
richtig  sind: 

/  XU 

CO     ZZ:    -r ;. 


u 


Hierin  die  eben  gefundenen  Werthe  von  j;^,  u"^  substituirt,  giebt: 


/  X  2u 

öl    ZZ   . 


5  '  Setzt  man  in  die  bisher  gefundenen  Werlhe  von  j/^  z\  ia\y  :zi  -A 


<'X 


nd   II  iz:     r- ,  so  ist : 

X    ZZ 


y  2<OX 

Cur  :zz  i -• 

xs  '•^  uz  —  ux 

Vermöge  dieser  Formeln  kann  man  leicht  das  Haüyscbe  Zeichen 
iji  B  B^^)^  welches  sich  auf  das  Rectangulärottatider  (Fig.  64  und  5;)  be- 
zieht,  in  ein  andres  Zeichen  {AC  C^^y  verwandeln,  welches  sich  auf  ein 
Rhombenoctaeder  bezieht,  welches  im  Rectauguläroctaiider  eingeschlossen  ist, 
und  dessen  Endspitzen  mit  der  Endspitze  des  Rectanguläroctaeders ,  dessen 
Ecken  an  der  Basis  mit  den  Mitten  der  Basiskanten  des  Bectauguläroctae- 
ders  zusammenfallen.  Man  muss  die  gefundenen  Werthe  von  x^^  z\  t/ 
mit  einer  Zahl  multipficiren,  die  die  Exponenten  x^,  /  zu  ganzen  Zahlen 
macht,  wenn  sie  es  ni^ht  schon  sind. 

Um  nun  für  die  Fläche  (A^C  C^^)  das  Weissische  Zeichen  zu  finden, 
bedient  man  sich  der  Formeln,  die  in  ISr»  M^  füib  Ilhombenoctaider  ent- 
wickelt worden  sind,  und  nach  welchen 
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"      x't'  +  u't'  —  oV 


wenn  man  die  CoefTicienten    des    dem  Zeichen    (^AC:  C/^ )    en Sprechenden 
Weissischen  Zeichens  mit  </,  /f",  •/  bezeichnet 

Substituirt  man  in   diese  Formeln   die   eben    gefundenen  Werthe    voa 
X'y  x^,    o>^  so  findet  man: 

o^  ZU  r^^"^^^  •  (x^  —  tox  A-  (üz) 

4«cj  (s  —  x)  ^  '  ' 

/j'  :=  <i±±>  .  (xr  —  «X  -h  wr) 

ZZ.  T— , — -r^— r — :   •    \X^  —  (OJ:  +  Cüz). 

4«  («S  -^  US  -^  6Mt*)  ^  '  ' 

Dividirt  man  jede  dieser  Gleichungen  durch       ^  "*   /^*  i*  -r  *  ^  welche» 

immer  erlaubt  ist,    da  die  Grossen  (/,  ß^^  /  nur  Verhältnisse  anzeigen,  so 

findet  man :  •  ^ 

/  1 


—        >  oder  ~  <c        — 

«s  I  •  1  * 

11  I  s 


/f"  rr         —        >  oder 


/ 


^  cüts  -)-  Ci»jr  "f"  Ji^W  Idis-^cjx-l-jrs 

Vermöge  dieser  Formeln  ist  es  leicht,  das  Hauysche  Zeichen  {AoB^)^ 
das  sich  auf  Rectanguläroctaeder  bezieht,  in  das  Weisüsche  |  c^a  :  ^3  :  /g  | 
zu  Terwandein;  die  Axen  a^  6^  gehen  den  Kanten  an  der  Basis  des  RecUn- 
guläroctaeders  parallel. 

Für  die  Decrescenzen  an  den  Ecken  und  Kanten  hat  man  folgende 
particuläre  Formeln,  die  leicht  aus  den  eben  entwickelten  abzuleiten  sind: 
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i+1 

oofl  :  6  :  r— TT  •  ^ 

J^/  _ 

1                Z         « 

—  •  a  :  o  :  — —  •  ^ 

Die  letzte  Gleichang  findet  man  am  leichtesten ,    wenn  man  diejenigen 
Werthe,  welche  ^  n:  oo  enthalten  ^   im  Zähler  und  Nenner  mit  z   dividirt 
zo  setzt« 


und  — 


36.  Beim  graden  Prisma  mit  rectangulärer  Basis  legt  Weiss  die  drei 
Axen  durch  den  Mittelpnnct,  parallel  mit  den  Kanten  des  Prisma.  Aus 
dem  Parallelismus  der  Weissischen  Axen  und  der  Kanten  des  Prisma  ist 
klar,  dass  jede  Fläche  die  Axen  in  eben  denselben  Verhältnissen  schneiden 
niusSf  als  die  Kanten  des  Prisma.  Wir  haben  also  fBr  die  Decrescenr 
(-rf^O  (Fig.  5o.) : 


'ß 


«; 


flr  die  Decrescenz  (^CG^ 

I.«         ' 


Ol 


ß  =  y 

y  —  z 
and  so  fort,  so  dass  der  Exponent  von  B  immer   den  Werth   von  a,    der 
Exponent  von  C  den  Werth  von  /},  der  Exponent  von  G  den  Werth  von 
Y   ausdruckt;  da  aber  nur  immer  zwei  von  diesen  Werthen  in  jedem  Zeichen 
Torkommen,  so  giebt  co  den  Werth  des  dritten  CoeOicictAten. 

Daaaeibe  gilt  vom  graden  Prisma   mit  quadratischer  Basis,    wo  ^  =:  ^ 
(»•  Fig.  49)1  «n^  vom  Würfel»  wo  11  =  ä  zr  ^. 


i6o     — - 


So  iftt  beim  graden  Prisma  mit  rectaogalärer  Basis: 


Jr  =  (^5'CO  =Z  |a  :^  :  <:  | 


B  —  i^B^C   )  zz  L^J.^:  ii 

4» 


'G'=  {AC^G'^)  zz  I  fljjjoo/. 


und  50  fort. 

Will  man  diese  Zeichen  aufs  grade  Prisma  mit  quadratischer  Bayis 
beziehen,  so  braucht  man  nur  in  den  Haüyschen  Zeichen  C  in  £,  und  in 
den  Weissischen  ^  in  a  zu  verwandeln.  /    ^. 

37.     Beim  Uebergange  des    graden  Prisma    mit   rectangulärer  Basis   in 

« 

ein  grades  Prisma  mit  rhombischer  Basis  durch  grade  Abstumpfung  der 
Seitenkanten,  behalten  die  Weissi^hen  Axen  dieselbe  Lage.  Die  Axen  a 
und  b  gehen  den  Diagonalen  der  Basis,  die  Axe  c  den  Seitenkantea  des 
rhombischen  Prisma  parallel. 

Ds  sey  also  Fig.  70  ein  solches  grades  Prisma  mit  rhombischer  Basis, 
wie  Fig.  4-J.  Wir  wollen  wieder  j4F  mit  Ä,  Av  mit  B^^""^  g>  -^  mit  jr, 
q>  ^  mit  u  bezeichnen ;  es  sey  auch  ^  --^  rz  iü  ,  wo  9)  eine  solche  Zakl 
ist,  dass  X  und  ic  ganze  Zahlen  sind  und  so  klein  als  möglich  ausfallen. 
Die  Fläche  mgr  hat  offenbar  folgendes  Zeichen  : 

"    Man  verlängere  nun    die  Ebene  AvA^F   oder   die   grad  an  gesetzte  End- 
fläche des  Prisma,    und    ziehe   auf   dieser   verlängerten  Ebene  AL  parallel 


—    ißl    — 

mit  rM  und  vL  parallel  mii  AM^  so  dass  AL  zz  vM  und  rL  rz  AM. 
Da  nun  die  drei  Weissischen  Axen  a^  b,  c,  die  durch  den  Mittelpunct 
des  Prisma  gelegt  sind,  den  Linien  AM^  vM,  AI  parallel  gehen,  und  aznAM^ 
bzüvMy  c~  iAI  ist,  so  werden  die  Linien  AM^  AL  und  {AI  in  den- 
selben Verhaltnissen  geschnitten ,  wie  die  Axen  a^  b^  c ;  und  wir  haben, 
wenn  wir  die  Coofficienten  dieser  Axen,  wie  immer,  mit  a,  /^,  y  bezeichnen : 

^  —  7m 

P  —  iL 

'^  —  IM  —  ~77* 
Wir  haben  aber,  wie  im  Vorhergehenden  (s.  Nr.  35), 


and  eben  so 


ylq  2M'As 


woraus 


AL  Av'Al^  Aif'Aßf  Am^B"*—  B-Atf 

Macht  man  nun  in  diesen  Gleichungen  und  in  der  Gleichung  y  ^ — -- 

2 
ux 


ie  gehörigen  Substitutionen,    und  dividirt  sie  alle  mit  —,    so  findet  man: 


ß 


ux 

A'  U 


CU. 


Vermöge  dieser  Formeln  ist  es  leicht ,    das    sich  auf  das  grade  Prisma 
mit    rhombischer  Basis    beziehende  Zeichen    (AB  B^^^ )    in    das    Weissische 


\  aa  :  ßb  :  yc  \  zu  verwandeln. 
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Beispiele  *) : 


(E^B'Ifi)  —  {EB^B^  =  i^^jj^  I ; 


4  i 


a  :  6  :  ic 


39.  Bei  Hauy^s  schiefem  Prisma  mit  rhombischer  Basis  (Fig.  71)  legt 
Weiss  die  Axen  durch  die  Ecken  a^  b^  durch  die  Mitten  c^  d^  der  Kanten 
Im^  npy  und  durch  die  Mitten  /,  g  der  beiden  parallelen  Basen  des  Prisina. 
Diese  Axen  machen  ebenfalls  rechte  Winkel  untereinander;  denn  Hauy 
nimmt  immer  seine  schiefen  Prismen  mit  rhombischer  Basis  so,  dass  abh 
ein  rechter  Winkel  ist.  Will  man  nun  die  Hauyschen  Decrescenzen  durch 
Weissische  Zeichen  ausdräcken,  so  verfahrt  man  auf  folgende  Weise. 

Man  ziehe  erst  von  der  vordem  obern  Ecke  0  der  Hauyschen  schiefen 
Prismen  mit  rhombischer  Basis  (s.  Fig.  72)  Linien  nach  den  Mitten  der 
Seitenkanten  G,  G,  und  lege  durch  diese  Linien  eine  Ebene.  Diese  Ebene 
ist  offenbar  auf  die  Seitenflächen  des  Prisma  senkrecht;  man  kann  also 
durch  einen  solchen  Schnitt  die  Ecke  0  in  die  Ecke  eines  graden  Prisma 
mit  rhombischer  Basis  verwandeln.  Da  wir  wissen,  wie  man  die  Ilaiiyschen 
Zeichen,  die  sich  auf  ein  grades  Prisma  mit  rhombischer  Basis  beziehen, 
in  Weissische  Zeichen  verwandelt,  so  brauchen  wir  nur  die  Hauyschen 
Zeichen,  die  sich  auf  ein  schiefes  rhombisches  Prisma  beziehen,  erst  in  solche 
umändern,  die  sich  auf  ein  grades  rhombisches  Prisma  beziehen;  die  Be- 
ziehung der  letztern  zu  den  Weissischen  ist  uns  schon  gegeben. 

Es  sey  also  nt  (Fig.  74)  eine  Fläche,  deren  Hauysches  Zeichen 

-^      x'      u' 


*)  Die  Kcke  JC  isi  diejenige  Ecke,  welche  über  dem  Endpunct  der  Axe  b  liegt;  de  hingegen  j1 
Jen  ige  Ecke  ist,  welche  über  dem  Endpunkt  der  Axc  a  liegt.     Man  musi  alto  a  mit  ß  vcrMechtebi. 
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ist,  auf  ein  schiefes  rhombisches  Prisma  bezogen.  Man  lege  durch  die  Ecke 
O  und  die  ihr  entgegengesetzte  auf  der  hinteren  Seite,  und  durch  die  Mitten 
der  Seitenkanten  G,  G  eine  Ebene;  diese  Ebene  macht,  nach  dem  Vorher- 
gehenden, einen  rechten  Winkel  mit  der  Kante  H^  so  dass  die  neue  Ebene, 
in  Verbindung  mit  den  Seitenflächen  des  Prisma,  ein  grades  Prisma  mit 
rhombischer  Basis  macht.  Die  Endkanten  dieses  graden  Prisma  sind  OG, 
(XG;  diese  werden  von  der  secundären  Fläche,  deren  Zeichen  wir  eben 
gegeben  haben,  in  o  und  p  geschnitten.  Man  braucht  also  nur  die  Länge 
der  Linien  oG,  pG  und  Gi  zu  kennen,  um  das  Zeichen  der  Fläche ,  auf 
ein  grades  Prisma  mit  rhombischer  Basis  bezogen,  construiren  zu  können. 

In  dem  obigen  Zeichen,  welches  dieselbe  Fläche  auf  das  schiefe  Prisma 
bezogen  ausdrückt,  ist  v/zz-^^  ^^  ^"^  Eä^  ^^—£ö'^  ^^  ^^ 

das  Zeichen  derselben  Fläche  auf  das  grade  Prisma  bezogen,  so  ist  cu  z::  -p., 

Co  Gp 

Nun  ist  aber 

Gi  —  Ei  —  EG  —  Ei  —  hEk 

oder  da  Ei  zz  Ek  •  (a    und  Ek  ZZ  iGk 

Gl    2  •'  —  t 

2Gk  2 

Ferner,  wenn  man  durch  0  eine  Linie  mit  si  parallel    zieht    und   den 
Durchschnittspunct  dieser  Linie  mit  Ek  mit  L  bezeichnet,  so  ist ; 

Go  Gt  Kt^EG 


I  .  I     Es    Et 

oder  da  auch   177:  ZZ  ttt: 


GO   —   GL  EL-^£G 


Go  Ei— EG 


GO  —    Ei'EO         ^^ 
Es 
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Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  Werthe  von  ^zny,  von  EizuEk*  ia^ 

FO  \ 

von  EG  zzz  hEh^  von  -^  zu  -jp,  so  findet  man 


u 


T 


Endlich  findet  man  für  die  andere  Kante,  durch  ein  ähnliches  Verfahren, 

o'  — »       y(o'— 1) 

Diese  drei  Werthe  von  cü,  i/,  .r  kann  man  noch  mit  2(u'  —  i   dividiren. 
Man  findet  alsdann 

u  Z 


a' 


2cj'  —  1/' 


a' 


2w   -j-  X 

Aus    dem    Vorhergehenden   (s.    Nr.  87)    aber    wissen    wir,    dass    wenn 
{A B  D  )  das  Ilaiiysche  Zeichen  einer  Fläche,    auf  ein    grades  Prisma    mit 


rhombischer  Basis  bezogen,  und  |  olü  :  ßb  :  yc  |  das  Weissische  Zeichen  der- 
selben Fläche  ist,  so  ist*. 


ux 


ß  —  — 

'  X  —  u 

Hier  haben  wir  die  Decrescenz  nicht  an  der  vordem  Ecke  ^,  sondern 
an  der  Seitenecke  E  geschehen  lassen,  man  muss  also  a  für  /!)  und  /^  für  a 
setzen,  wenn  man  dieselbe  Lage  der  Weissischen  Axen  beibehalten  will. 
Ueberdiess,  wenn  man  in  Fig.  70  (s.  Nr.  87)  die  vordere  Ecke  A  zur  Seite 
stellt,  wie  in  Fig.  72,  so  ist  die  vordere  Kante  mit  B^  die  hintere  mit  D 
bezeichnet,  da  hingegen  in  Fig.  72  B  die  hintere  und  D  die  vordere  Kante 
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bedeutet;  man  muss  also  in  den  eben  angeführten  Formeln  auch  x  mit  ii 
verwechseln.  Substituirt  man  in  den  so  modificirten  Gleichungen  die  eben 
gefundenen  Werthe  von  co,  jt,  u  und  multipllcirt  mit  2.  so  findet  man: 


u'x' 


Li 


u    ~i^  X  U     X 


u 


/     f 
U  X 


Biess  sind  also  die  Formeln,  vermöge  welcher  man  das  Haüysche  Zeichen 
(^£ B  D  ),  welches  sich  auf  ein  schiefes  Prisma  mit  rhombischer  Basis  be- 
zieht, in  ein  Weissiscbcs,  welches  sich  auf  ein  grades  Rhombenoctaeder 
bezieht,  vei^wandeln  kar^n. 

Da  bei  diesen  Formen  oft  Flächen,  die  an  der  vordem  Seite  des  Ki*y- 
Stalls  sich  finden,  an  der  hintern  Seite  nicht  vorkommen,  so  hat  Weiss 
die  hintere  halbe  Axe  a  von  der  vordem  unterschiecjien  durch  einen  Accent, 
so:  Uj.  Bei  den  Flächcn,^  die  a^  in  ihren  Zeichen  haben,  ist  a  negativ, 
woran  man  sie  gleich  erkennt ,  wenn  es  auch  aus  dem  Uaüjschen  Zeichen 
liichl  gleich  zu  ersehen   wäre« 

* 

Beispiele  (s.  Fig.  45) :  (EW^D^)  —  E^  —  \  a  :  jA  :  c 

I 


:     o: 

H 

i»' 

c 

a   : 

hb: 

c 

(^ED'G^  —  (EBW^)  rz  |  i^a  ^  Ub  ■  c  \ 
E^BHi'  —  {EBW^)  —     Ufl  ••  üb  :  r  |.  •) 


*  )Die5e  beiden  letzten   Flachen  koinnien   nach  Haüy  beim  Piroxen  ¥or ;   da  »ber  ihre  fientehungeri  4uf 
die   Axen  so  weiii|;  einfach  $ind  und  die  IlaUyscben  Zeichen  auf  sehr  ungenauen  Messungen  beruhen,  so 

kann  man  wohl  für  die  er>te  Flüche  das  Zeichen   |  ^t  :  ^t :  c  1    hU  daks  wahre  an>ehcn    und  für  die  an- 
dere   aurh  irgend  ein  einfacheres  tubstituiren. 
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Wenn  die  Decrescenz  an  der  vordem  Ecke  0  geschieht  oder  (OZ)  D") 
zum  Zeichen  hat,  so  ist  es  eben  so  leicht,  das  entsprechende  Weissiscbe 
Zeichen  r\\  finden  (s.  Fig.  73).  Es  sey  Imn  eine  solche  Fläche,  so  dass 
also  --7  "^^  w'^i  7rr-^=^  "^i  ttz'^^^^^*     Man  ziehe  wieder  die  Linien  OG,  OG'' 

OA  ift»  Urt 

durch  die  Ecke  0  und  durch  die  Mitte  der  Seitenkanten  des  Prima,  so 
wird  wieder  ein  grades  rhombisches  Prisma  gebildet,  dessen  vordere  obere 
Kanten  OG^  00^  sind.     Bezieht   man    die  Fläche  auf  dieses  grade  rhombi- 

sehe  Prisma,    so    ist  offenbar  ihr  Zeichen  (P^D  D  ),    wenn    man  j^,  :z:  x 

1    o 
und    -   ziL  u  setzt. 

Man  verlängere    jetzt   die  Linie  m/i,    bis   sie   die    ebenfalls    verlängerte 

Kante  EG^  schneidet;  man  bezeichne  den  Durchschnittspunct  mit  Z. 

Es  ist  offenbar 

Oq  On 

Nun   ist  aber  auch 

EL  OE  —  Om 

•  'On     "*  Om 

oder 

EL  =  — On. 

Um 

Substituirt    mau    diesen  Werth    von  EL   in    die    obige  Gleichung  und^ 

setzt  EC  :=::  lO.f,    ^,  =:  x,    ^,  zu  x^  und  ^  zz  w\   so  findet  man: 

1  1 


i 

X 

-  I 

I 

worau:» 

X 

2'-x' 

2o-f-*'- 

Auf 

eben  dieselbe  Weise 

findet 

man : 

2' '  -f-  *» 


i 
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Man  sette  jetzt  diese  Werthe  Ton  u^  x  in  die  obigen  Formeln,  die 
den  Zusammenhang  der  Weissischen  Coedficienten  mit  den  Exponenten  der 
Hauyschen  Zeichen,  die  sich  aufs  grade  rhombische  Prisma  beziehen,  aus- 
drucken.    Man  findet  so : 


i/uW 


a 


u'a/ 


y  ZI  et)'. 

Diese  Focmeln  dienen  also  das  Hauysche  Zeichen  (O^D  D  ),   das  sich 
uf   ein    schiefes    rhombisches   Prisma    bezieht ,    in    Weissische  Zeichen    zu 
rwandeln. 


Beispiele : 

{OI)W)  zu  'O'  zz  fl^To^TTf 

13  

Geschieht  endlich  die  Decresccnz  an  der  hintern  Ecke  ^,    so  ist  klar, 

« 

dass  eine  jede  solche  Decrescenz  als  eine  Decrescenz  an  der  vordem  Ecke  O 
angesehen  werden  kann,  in  welcher  01  negativ  geworden  ist,  d.  h. 

iJyB")  =  (O.D-'d"'). 

Man  braucht  also  nur  in  den  eben  entwickelten  Formeln  o)  negativ 
zu  machen,  um  den  Zusammenhang  der  Grössen  t/^  j/^  1/,  die  sich  auf  die 
jiintere  Ecke -^4  einer  schielen  rhombischen  Prisma  beziehenr  mit  den  Wei>- 
sisrhen  CoefTicientcn  zu  haben»     Man  findet  so: 


•)  Der  Werth  von  /J  kann  in  gewissen  Füllen  negativ  werden ;  d,  h^  die  roehe  kann  die  der  f  ositvv 
fescuten  llaJüaxc  b  entgrgengeseUte  Verliingerung  derselben  schneiden;  aber  da  die  FlaVlien  dieser  Art 
iiomcr  s«  zwei  vurkoiumen,  rechts  und  link«,  so  braucht  man  diesen  FalF  nirht  xn  unterseheidcB. 
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a 


u  u  .r 


«V—  u'.r-  4-  c/*' 


ß    = 


Y  = 


»'x' 


0»'; 


I.  B.:        (JB^B')  =  ^  = 


a   :  cx>/i  :  r; 


a  \  b  \  \c  I 


;f/7  :  2Ä  :  Xc 


/fO.  Das  schiefe  iVisma  mit  reclangulärer  Basis  entsteht  darch  grade 
Abstnmpfiinp;  der  Scitenkanteri  aus  dem  schiefen  Prisma  mit  rhombischer 
Basis,  und  jede  Linie  von  der  obern  vordem  Kante  nach  der  hintern  untern 
gezogen,  macht  einen  rechten  Winkel  mit  der  Axe,  welche  den  Seitenican- 
ten  parallel  gehl.  Tm  das  Hauysche  Zeichen  (ED  C)^  das  sich  aufs  schiefe 
Prisma  mit  rectangulärer  Basis  (Fig.  47)  bezieht,  in  ein  Weissisches  zu 
verwandeln,  sucht  man  erst  das  correspondirende  Hauysche  Zeichen,  aut 
ein  schiefes  Prisma  mit  rhombischer  Basis  bezogen;  und  hiezu  können  uns 
oflenbar  die  Formeln  in  Kr.  Sj 


ux 


ß=~- 


UX 
Jk    —  u 


dienen,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  den  Exponenten  des  Haüyschen 
auf  ein  grades  Prisma  mit  rhombischer  Basis  bezogenen  Zeichens  und  den 
<loefficienten  des  entsprechenden  Weissischen  Zeichens  geben.  Denn  die 
Weissischen  Axen  werden  offenbar  in  denselben  Verhältnissen  geschnitlent 
als  die  Kanten  des  gr«iden  Prisma  mit  rectanguläi*er  Basis,  dessen  Seiten- 
flächen    die   Seiteukanten    des    graden    Rhombenprisma   grade    abstumpfen ; 
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und  so  lange  es  nur  gilt,  von  einem  Haüyschen  Prisma  ins  andere  überzn« 
gehen,  so  bleiben  die  Formeln  immer  dieselben,  das  Prisma  mag  schief 
sey n  oder  grade«  Es  ist  also,  wenn  (OD  D  )  das  Hauysche  anf  ein  schiefes 
mit  rhombischer  Basis  bezogene  Zeichen  derselben  Fläche  ist. 


—  *'  +  «* 

u  ZT 


mV 


Ol    Z^^   Ctf  • 


u 


Um  aus  diesen  Gleichungen  t/,  j/  zu  eliminiren,  kehre  man  die  iwei« 
ten  Glieder  um, 


X  U  *  X 

1  —  i.  _  ±- 


addirt  und  suhtrahirt   man    4^^^^   beiden  Gleichungen    nach   einander,    so 
bekommt  man  endlich: 


/  .,^.      2aFM 


x"  n 


2xu 


fti'  nr  Ol« 


.1*  .#*.y 


Diese  Formeln  dienen  das  Hauysche  Zeichen  (ED  C  )  das  sich  auf  ein 
schiefes  Prisma  mit  rectangulärer  Basis  (Fig.  4?)  bezieht,  in  ein  Haiiysches 
Zeichen  (OD  D  ),  das  sich  auf  ein  schiefes  Prisma  mit  rhombischer  Basis 
C^^S«  4^)  bezieht,  zu  verwandeln« 

Wird  tt  <<  or,  so  wird  j/  negativ,  und  es  ist  nicht  die  Ecke  O  des 
Rhombenprism)i,  sondern  die  Ecke  £*,  an  welcher  die  Decrescenz  geschieht ; 

x'  X* 

man  muss  also  B     fiirZ)     setzen,  indeoi  mano/  positiv  nimmt;  man  muss 

dann  a  mit  /3,  folglich  auch  x  mit  u  venfirechseln.     Geschieht   endlich   die 

22 
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Decresceaz    nichl   aa   der   £cke  £,   sondern    an    der  Ecke  A   des   schiefen 
Reclangulirprisna^  so  muss  man,   so  lange  11  >  jr,  {AJ^tt)  setzen,    und 

Hat  man  so  erst  das  Haiiysche  Zeichen,  das  sich  auf  ein  schiefes  Rectan- 
gularprisma  bezog,  in  ein  Haäysches  Zeichen,  das  einem  schiefen  Rhomben- 
prisma  angehört,  umgewandelt,  so  ist  es,  vermöge  der  in  Nr.  39  entwickel- 
ten Formeln,  leicht  auch  das  entsprechende  Weissische  Zeichen    zu  finden. 

Man  findet  so: 
A.     Decrescenzen  an  der  vorden  Ecke  K  des  schiefen  Rectangulärprisma. 

«  


y  ^  w. 


Vermöge  dieser  Formeln  verwandelt  man  (E  D  C  ). 


B.  Decrescenzen  an  der  hintern  Ecke  A  des  schiefen  Rectanguläroctaeders  : 


a  zu  " 


CJ  —  OF 


/9=        u 

y    Z^  0). 

Diese  Formeln  beliehen  sich  auf  {AD  C). 


Beispiele;      'C  rz  (ED'C"")  =  \  a  •  i  -  ^ 


{E^C^G^  —  (EC*D^)  =  \ia:  ji:  <: 


(lAG'^O)  ZZ  UC*D*)  —  I  ya  :  4^  :  Sc  |. 


41.     Beim  Diheralder,    welches  Fig.  81   abgebildet   ist,    ist  die 
ein  M«golH*«t  Sechsrrk  (s.  Fig.  81  a).    Die  drei  Diagonalen  dieses  Sechsecks 
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und  4ic  horizontalen  Axen  des  Dihexaeders  werden  von  Weiss  mit  a  be- 
zeichnet, die  verticalc  Axe  beLommt  wieder  den  Buchstaben  c.  Zieht  man 
Linien  aus  dem  MIttelpunct  nach  den  Mitten  der  BasisLanten,  so  bilden 
diese  wieder  drei  Axen ,  die  Weiss  mit  s  bezeichnet«  Die  Fläche  des  Di- 
hexaeders  bekommt  nun  das  Zeichen 


a  :  a  :  ooa 


// 


f . 


indem   man   die  Halbaxe   c    zur   bessern   Uebersicht   über  die   Halbaxeii  a 
schreibt;  oder  auch 


5  :   25 


welche  beide  Zeichen  man  auch  in  eines  vereinigen  kann. 

Da  die  Lage  jeder  Ebene  bestimmt  ist,  w^nn  man  die  Lage  von  drei 
Pnncten  angiebt,  durch  welche  sie  geht,  so  ist  es  eigentlicli  hinreichend, 
den  Coeflicienten  von  c  und  von  den  beiden  ersten  a  anzugeben;  und 
man  kann  aus  diesen  leicht  den  Coefficienten  der  dritten  Hälbxe  a  und 
der  Halbaxen  5,  s  finden.  Es  sey  —  der  Coefficient  der  zweiten  Halbaxe  a, 
während  der  Coefficient  der  ersten  a  ist,  so  ist  offenbar  der  der  dritten 
und  so  fort ;  und  wenn  man  alle  diese  Coefficienten  mit  ihren  Halb- 


n  —  1 


axen  zu  einem  Zeichen  vereinigen  will,  so  bekommt  man  folgendes: 


de         . 

aß'. 

n           »—1 

2a 

2«    /:   ^  jr 

2n^±          n^2 

Dieses  Zeichen,    ungeachtet  seiner  Weitlänfligkeit,    ist   doch    in    vielen 
Fällen  bequem,  indem  mehrere  in  demselben  angesetzte  Axen  untereinander 
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r^fAaw'mk&cht  umd,   dat  twdte  f 


crslen  o,  das  drille  s  mh  dem 


Erriclitei  sau  über  der  Bau  des  DiWxaeden  ein  Prisma,  dessen  IjLöhe 


der  verticalen  Halliaxp  ;^eicb 
aeid^  PrisauL,  luf  weiches 


dem  Weiflsiaciien  7f4rh^«  «ük 


cnte  nad  die  dritte  HiBiaw  m  eiufiifcMm, 


edkalt   man  dasjenige  reguläre  sechs» 
Zeichen  hexieht.     Wir    wollen  erst 
Fora  geben,  indem  wir  bloss  die 


tut  :  ja' 


Das  Haawhe  Zeichea  denelhes  Fläche  sey: 

(Atrt^)  (s»  Fis.  6i  und  62). 

Da  die  KaAtcn,  auf  die  sich  das  Hanvsche  Zeiche  bezieht,  parallel  und 
glekher   Laa^    wt  der   Halhaie  c   und   mit   der  ersten    und  dritten 
kaxe  a  suid«  si»  bt  nftahar: 


/  =  y« 


Jetit  est  c»  ktchl»  <wh  die  Coefficienten  der  übrigen  Hafbaxen  n 
lindea%  dertn  Werthe  wir  schon  kennen.  Vereinigt  man  alle  diese  Coeflß 
cienKtt  itt  ein  Zeichen,  vie  es  oben  geschehen  ist,  so  hat  man: 


xa  : 


mc 


a  lya 


Uff         2xy         2^ 


Beispiele : 


und  so  fort. 


.73 


J'  zz  (y4B'B')z= 


B  — 


(fß'O. 


'A*  —  {AB'B^) 


A^  — 


(AB^B^) 


c 
a  \  \a  \  a 

^5  :  55  :  c«i 

a  i  a  :  ooa 

c 
a  \  \a  i  \a 

\s  :  is :  25 

c 
a  :  ia  i  ia 

HB.  In  diesen  Zeichen  sind  die  Axen  c,  £/,  i/^,  5,  5^,  /^  nicht  von 
einander  unterschieden  worden»  weil  es  da,  wo  sie  aUe  im  Zeichen  au%e- 
luhrt  werden,  nicht  nöthig  ist;  wenn  aber  nur  zwei  von  ihnen  sich  im 
Zeichen  befinden,  so  muss  man  diesen  Buchstaben  die  zugehörigen  Accente 
kinzuzufugen  nicht  unterlassen. 

42«  Wir  haben  schon  früherhin  gesehen,  dass  ein  Rhomboeder  aus- 
dem  Dihexaeder  entsteht^  wenn  man  die  abwechselnden  Fläehen  bis  zun 
Durchschnitt  verlängert.  Die  Rhomboederflächen  sind  also  im  Grunde  nichts 
weiter^  als  Di  hexaederflächen ,  die  nur  in  halber  Anzahl  verkommen,  und 
^e  dasselbe  Zeichen  behalten  müssen«.  Es  ist  ferner  klar,  dass  jedes*  Di^ 
keiaeder  auf  diese  Art  zwei  untereinander  gleiche  Rhomboeder  geben  kann, 
|e  nachdem  man  die  einen  oder  die  andern  sechs  Flächen  miteinander  ver- 
bindet« Man  nenni  das  zweite  Rhomboeder  wohl  Gegenrhomboe der ,  um 
es  vom  ersten  zu  unterscheiden. 
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.*■  •»«/ 


Es  sey  nua 

irgend  eine  intermediäre  Decrescenz  an  der  Spitze  des  Rhomboeders.  Die 
Flache,  de  durch  diese  Deci*escenz  gebildet  wird,  sey  der  Ebene  pqr  Fig.  74 
parallel;  es  sey  nämlich  ~:z:x,  ^,zzy  and  -^  zu  w.  Man  soll  die- 
ses Haüysche  Zeichen  in  ein  Wjeissisches  von  der  Form 


I . 


de 

fl 

ita  \  ßa  '.  ya 
€5  :  ^  :  ij5 


verwandeln.     Man  ziehe  die  Diagonale  Ae^   so  ist,    wie    wir  schon  oft  be- 


wiesen haben 


^y 


*  +  / 


Legt  man  nun  eine  Ebene  durch  die  Diagonale  Ae  und  durch  die 
gegenüberliegende  Endkante  AE^^  (s.  Fig.  75),  so  liegen  in  dieser  Ebene 
die  verticale  Axe  AC  zz,  c^  und  eine  von  den  horizontalen  Axen  Cl  r^  5. 
Da  nun  eine  Linie,  von  e  senkrecht  auf  die  Axe  AAf  gefällt,  diese  in  ihrem 


dritten  Theil  trifft,  so  ist  offenbar  Alz^lAe  und  — , 
Es  ist  ferner  ---^.  rz  d,    77^  — 


^      Je 


4. 


*r 


AC 


IC 


if.     Zieht   man    nun    die  Linie  vi  senkrecht 


auf  mC^  so  ist 


ti 


oder  da  -7.  ir  -— , 


An 

AttfuUj 
ml  •  nC 


M 

ll 


AI 


Setzt  man  hierin  An  zu  AC  —  nC,  Im  rz  mfl  —  IC^  li  zm  AI 


fil 


und  nachher  wC  ZU  AC  •  d,    mC  ZU  IC  •  t    und  Al 


%  AI 


xy 
*-v-,      SO 


findet  man 


(1  -  ^)  ^  — 
(,  —  1  >  ^  — 


-      ,75      - 


Knn  ist  aber  auch 


M          Ar 

.4n 

Je        AE 

2AC 

""  At           Ar 
At  "^  TE' 

oder  dt  An  zz  Ac  •^  nC ^   und  nC  m  AC  •  rf,    ^  rz  — r— »    -ri^^^  ö^ 

Ae  j:  -f-  ;>•        -/^ 


1  —  ^    xyij 


xy  -j-  acj  -|-  /cj 


al 


so 


^   xy  -|-  a:o  -f-  y<^  —  2jr^'o 

0    _    i^ 1  < 


Diesen    Werlh    von  6   endlich    in    die    obige  Gleichung    gesetzt  und  t 
eliminirt,  giebt 

_^^  2(xy  -f-  arcj  -|-  ;ycj  —  2xy(j) 

t  _ • 

2xy  —  wjc  —  oy 

Legt  man  nun  eine  £bene  durch  die  Diagonale  A/  (Fig.  74)  und 
darch  die  gegenüberliegende  Endkante  ^£,  so  liegt  offenbar  in  dieser  Ebene, 
ausser  der  Halbaxe  c^  noch  die  dritte  Halbaxe  5,  deren  Coefiicient  tj  ist. 
\Srendet  man  hier  dasselbe  Verfahren  an,  dessen  wir  uns  eben  bedient 
haben ,  so  muss  man  offenbar  eine  ganz  analoge  Formel  bekommen  ;  man 
braucht  in  der  That  nur  y  für  or,  (o  für  y^  x  für  oi  in  den  eben  gefunde- 
nen Werth  von  t  zu  setzen ,  um  den  Werth  von  ir\  zu  erhalten.  Man 
findet  so 

__^_^    2{xy  -f-  xo  -|-  y(^  —  2xyS) 
*  2y<^  —  xy  —  jpu 

Nun  ist  es  leicht,  auch  die  Werthe  a,  /!^,  y,  t  zu  finden.     Es  ist  näm- 
lich nach  dem  Vorhergehenden  €  ^  ,    ij  zz ,  silso 

t     ^^   n  —  2   ^.^^    2y^  —  xy  —  xu 
tf     ""**   n  -|-  1    ""^   2xy  —  w*  —  uy 

woraus 

n  — { 

y(x  —  o) 
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und 


a  ZU  (xy  -\-'  xoi  -^  yof  —  2x/co). 


Eben  so  berechnet  man  auch  die  übrigen  CoefBcienten,  die  man  nach- 
her  alle  durch  (xy  -f-  xco  -f-  /ai  —  2xyw)  dividiren  kann«   Man  bekommt  so: 


a 

t 

t 


1 

OPU  -f- 

yo 

1 

«) 

1 

0) 

ü(y  — 

2 

2xy  — 

.  OOP  — 

2 

•  '>r 

*7  + 

2 

2xu 

2ycj  —  xy  —  a?o 


Beispiele : 


1 


zz  {AB^B'y  — 


ic  oder  c 


00a  :  00a 


:  ooc\ 


B 

1 


(AB^B"^) 


i^ 

00a 

:  a 

:  a 

25  : 

5  : 

25 

•) 


B  — 


ic 

c 

(JB'B'^)  =2 

2/1 

:  a  : 

2a 

zz    3a  : 

ia 

:  3a 

1 

is: 

4.^  • 
5^  • 

00s 

25  : 

25  : 

00s 

{AB^B') 


ic 

ooa 

:  ^a 

:  ia 

5 

.     t  r    . 

s 

*)  Um  dicien  Ausibuck  zu  finden,  muss  man  alle  Werthe  von  S^  a,  /),  y  etc.  mit  demjenigeii  Es. 
Pimenten  des  Haflsr»chen  Zeichens  multipliciren ,  welcher  unendlich  wird ,  ako  hier  mit  JZZ  OO  ^  w«ü 
sriiut  alle  Werthe  gleich  Null  werden. 
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Geschieht  die  DecreFCenz  nicht  an  der  Spitze  A  ^  sondern  an  der  Ecke 
an  der  Basis  r,  so  braucht  man  offenbar  nnr  in  den  obigen  Formeln  —  ai 
für  Ol  ZQ  setzen,  um  die  Werthe  von  d,  a^  ß,  y  etc.  zu  haben.  Man 
findet  so:  / 


Beispiele : 


a 

ß 

r 

€ 


xjr  —  «cj  —  yo 

1     ^ 

1 

o) 

1 

u) 

cj(x  — 

r) 

2 

2xr  + 

ux  -^  uy 

2 

«7  — j 

'u  J^  2xu 
2 

XU  —  2y-j  —  xjr 


e  —  (€DW) 


ooc 
a  :  a  :  ooa 


3 

e 


—  {eD^D^) 


{a  :  iö  :  ooa 


9 

D 


00 


(.Z>*Z)') 


^a  :  la  :  a 
5  :  i5  :  — 25 


(|/>'i>^) 


c 

ia  :  iö  : 

J« 

|5:  i5:  — 

-i^ 

D 


.00 


3 


i^ 

ia 

:  je 

:  ia 

|5: 

— ,5 

•). 


*)  Aus  der  Aehnlichkeit  der  Zeichen  Ton  D  und  von  (eD^D^)  !»ielit  man,  das»  sich  (f/>^J9')  eben 

so  tu  >  vcrhülty  wie  />  tupi  %jruiidrhombo¥der|  oder  dass  die  Flache  (elJ^/)^)  als  eine  Dtcrescciift  von 

4cr  Form  Z>   am    Rhombo)Mei  ,    welcher    von    den   FU'chen    e  ftbildct  wird,   anfesehen  werden  katm. 

23 
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,  GaAchieht  ^ttdlieh  die  ^otesdnz  an  der  £oke  £ «  so  wird  x  oder  y 
aegatiT,  je  nachdem  sie  an  der  <£eke  JE  oder  an  der  Eeke  i/  Fig.  7^  ge- 
achieht.  Setzt  man  in  den  erstgefnndenen  Werthen  von  9j  a,  ß^  y  ett. 
y  negativ  und  maltiplicirt  mit  —  i,  so  bekommt  man : 


a 


Y  = 

c  = 
n  = 


yo  +  acy  — 
1 

»u 

1 

1 

2 

2jBy  -)-  oar  — 
2 

-  *^7 

*7  H-  r«  + 

2 

2xu 

2jru  —  *y  -{- 


X(J 


Beispiele : 


^E'  =  (HB'D')  = 


ooa  :  3^  :  \a 
s  :  ^s  :  s 


■•^^^^ 


c 

40 

•.40 

:  a 

C 

• 

a  : 

^a  : 

\a 

•) 


I  a  :  40  :  ^0 


mm 


)' 


45.     In  dieser  vergfleichenden  -üebersicht  der  Weissischen  Theorie  ver- 
misst   man    zwei  Haüysche  Grundformen  ***),    nämlich    das   grade   Prisma 


*)  Diese  Flache    entsteht    aus   dem    vcm  den  if lachen   ^£^  gebildeten  Rhombo^der ,    dorch    eine  I>e- 

3 

cresceus  von  der  Form  D, 

**)  Diess  ist  die  Fläche  D  am  Gegenrhombol^der. 

***)  Ich  habe  vom  Khomboidaldodeca)Sder  und  regulären  Tetraeder  nichts  f esag t ,   weil  diese  Formen 
•ich  aufs  ()cU)fdcr  aurückfOhren  lassen. 
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mit  rfaomboidischer  Basis  und  das  unsymmetrische  Prisma«  Weiss  fordert 
überall  Rechtwinklichkeit  der  Azen,  und  es  ist  leicht  einsusehen  y  dass  bei 
den  letEtgenanuten  Formen  solche  Axen  kein  einfaches  in  die  Augen  sprin« 
gendes  Vevhältniss  zur  äussern  Begrenzung  haben  können.  Bei  den  graden 
Octaedern  mit  quadratischer  oder  rhombischer  Basis  machen  Linien ,  die 
man  aus  den  Ecken  nach  dem  Mittelpunct  zieht,  rechte  Winkel  miteinan- 
der, und  können  als  Weissische  Axen  dienen;  das  grade  Octaeder,  mit 
rectangulärer  Basis,  lässt  sich  auf  ein  Rhombenoctaeder  reduciren«  Beim 
Rhomboeder  sind  nicht  nur  die  horizontalen  Axen  a  und  s  senkrecht  auf 
die  verticale  c^  sondern  es  macht  auch  immer  eine  horizontale  Axe  a  mit 
einer  horizontalen  Axe  s  einen  rechten  Winkel;  beim  schiefen  Rhomben-- 
prisma  ist  eine  Linie  durch  die  obere  vordere  und  untere  hintere  Etbe  ge« 
zogen,  rechtwinklicht  mit  der  Axe;  das  schiefe  Prisma  mit  rectangulärer 
Basis  verhält  sich  auf  eine  ähnliche  Art.  In  allen  diesen  Formen  ist  es  also 
leicht  rechtwinkiichte  Axen  zu  finden«  Das  grade  Prisma  mit  rhomboidi- 
seher  Basis,  obgleich  es,  snf  eine  seiner  Seitenflächen  gestellt,  viel  Aehn« 
lichkeit  mit  dem  schiefen  PrisuMu  mit  rectangulärer  Basis  bat,  lässt  nicht 
leicht  rechtwinkiichte  Axen  zu^  denn  eine  Ebene,  durch  zwei  gegenüber^ 
liegende  Seitenkanten  gelegt,  macht  keinen  rechten  Winkel  mit  zwei  Sei« 
teafläcfaen ;  und  eben  so-  ist  es  mit  dem  ganz  unregelmässigen  Prisma. 

Wenn  es  gjleichgültig  wäre,  was  für  Linien  man  zu  Axen  nimmt,  so 
konnte  man  irgend  drei  rechtwinkiichte  Linien  durch  den  Mittelpunct 
legen  und  nun  alle  Krystallebenen  auf  diese  Coordinatenazen  beziehen ; 
aber  solche  Axen  würden  der  Eigenschaft  entbehren ,  die  den  krystallogra* 
pbischen  Axen  eben  die  Wichtigkeit  giebt,    die    sie  bei  der  Entwickelung 
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I 

der  primitiTen  nnd  secundaren  Formen  haben,  und  welche  darin  besieht, 
das8  sie  von  allen  Flächen  in  einfachen  Verhältnissen  geschnitten  werden; 
alle  Coefficienten  der  Weissischen  Zeichen,  wie  alle  Eiponenten  der  Haiiy« 
sehen,  sind  einfache  rationale  Zahlen. 

Wir  werden  im  analytischen  Theile  der  Krystallographie  sehen,  dass 
alle  Linien,  welche  vom  Durchschnitt  aller  bei  einem  gewissen  Krystall 
möglichen  Flächen  entstehen,  Ton  diesen  Flächen  in  einfachen  Verhältnis- 
sen geschnitten  werden ;  alle  diese  Linien  können  also  als  Axen  dienen ;  man 
wählt  drei  von  ihnen  ans,  welche  man  darch  den  Mittelpunct  gehen  lässt  *); 
machen  sie  rechte  Winkel  miteinander,  desto  besser;  doch  ist  leicht  einzn- 
sehen,  dass  dies  nicht  immer  nothwendig  der  Fall  seyn  mnss;  da  es  indess 
der  in  einem  Flächensystem  möglichen  Linien  so  viele  giebt,  so  wird  man 
immer  welche  finden,  deren  Winkel  sehr  wenig  von  rechten  entfernt  sind. 

Man  sieht,  dass  Weiss,  indem  er  überall  Rechtwinklicbkeit  der  Axen 
annimmt,  die  Anzahl  der  möglichen  Grundformen  beschrankt;  eine  solche 
Hypothesie  erleichtert,  wie  man  gleich  sehen  wird,  die  Berechnung  der 
Winkel  bedeutend;  doch  wir  werden  im  Folgenden  Mittel  entdecken, 
auch  ohne  diese  willkührliche  Annahme  ziemlich  schnell  zum  Ziele  zn 
gelangen. 

Man  bezeichne,  im  System  der  graden  RhombenoctaMer ,  die  Neigung 
irgend  einer  Fläche  gegen  die  Axe  mit  i,  so  ist  offenbar,    wenn   man    die 


*)  Wir  werden  noch  oft  darauf  turück  IcoinnMO ,  dau  et  bei  den  Krjttallen  auf  die  abeointc 
der  Flüchen  und  Linien  gar  nicht  ankommt,  tondem  nur  auf  die  Winkel,  die  sie  miteinander  ">^^Hti ; 
man  Sndart  deshalb  nichts  an  den  kr)ritallo(raphiscben  Eigentchaften  einer  Fl&cbe  oder  Linie,  wenn 
man  sie  durch  einen  andern  Punci,  s.  B.  durch  den  Mittelpunct  geben  iKsst,  vorausgesetat,  dast  sie  sicli 
in  allen  Lagen  parallel  bleibe. 
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Balbaxe  :=  i    tettt,    eine  Linie,    die  in  der  Ebene  der  Basis  liegt,   durch 

die  Axe  geht,  and  auf  die  Durchschnittslinie  der  Fläche   nnd  der  verlän- 

gerten  Basis  senkrecht  ist,   der  Tangente  von  i    gleich.    Man  denke  sich 

nun  mehrere  solche  Flächen,    die  alle  darch  denselben  Endpunct  der  (ver- 

ticalen)  Aze  gehen,  and  die  die  verlängerte  Basis  in  laater  paralleleif  Linien 

schneiden,  so  ist  klar,  dass  jene  Linie,  die  durch  den  Mittelpunct  geht  und 

mit  den  Durchschnittsiinien  der  Fläche  und  der    verlängerten  Basis   rechte 

Winkel  macht,  in  denselben  Verhältnissen  geschnitten  wird,   als  die  hori- 

tontalea   Axen    a,   6;  die  Coefficienten    dieser  Axen    in    den  \yeissischen 

Zeichen   der  Flächen   werden   also  zugleich  das  Maass  der  Tangenten  ihrer 

Neigungswinkel  gegen  die  Axe  abgeben«    Dh  nun  diese  Coefficienten  immer 

einfache  rationale   Grössen    sind,    so   werden   sich   diese   Tangenten    auch 

immer  einfach  und  rational  zu  einander  verhalten«    Es  seyen  z.  B«  i,  r^,  /^ 

etc.  die  Tangenten  der  Neigungen  der  Flächen     a  :  A  :  c  \^      2a  \  nb  \  c 


I  3fl  :  3^  :  g  I  etc.  gegen  die  Axe,  so  ist  tg.  /^  =  atg.  1,  tg.  if^  =:  3tg.  i  etc. 
So   ist  es  mit  allen   Flächen,   die   mit  einer   von   den  durch  je  zwei 


Axen  gehenden  Ebenen  parallele  Durchschnittslinien  bilden«  z«  B«     a  \b  \c\^ 
a\  ^  \c  \ ,  I  a  ii6  :  c  j  etc. ;  bezeichnen  wir  die  Tangenten  der  Neigun* 
gen    dieser  Flächen    gegen  die  Ebene,    die  durch  a  und  c  geht,    mit  jJB, 
5JK,  iB"^,  so  ist  tg.     ijB^  zz  2tg.  iß,  tg.  iB<'  =  3tg.  4JB  etc. 

Wenn  dieser  Satz  Hirs  grade  Rhombenoctaeder  wahr  ist,  so  gilt  er 
ofienbar  überhaupt  für  alle  Formen  mit  drei  rechtwinklichten  Axen. 

Man  sieht  schon  jetzt  ein,  wie  leicht  es  bei  diesen  Umständen  ist,  einen 
Winkel  aus  dem  andern  zu  berechnen;  wir  werden  weiterhin  noch  auf 
viele  Beispiele  der  Art  kommen,  und  uns  vielfältig  überzeugen,  wie  einfach 
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die  Rechnung  wird,  wenn  man  es  mit  rechtwinklichten  Azen  zil  than  hat. 
Hingegen  machen  schiefwinklicfate  Axen  alles  ▼erwickelter. 

Man  kann  diese  Eigcnsehaft  der  Systeme  mit  rechtwinklichten  Axen 
Tantometrie  nennen,  ein  Wort,  das  dem  Worte  Symmetrie  nachgebildet 
ist.  Vollkommen  symmetrische  Kirystallc  sind  auch  immer  tautometriachi 
es  können  aber  Krystalle  nach  gewissen  Richtungen  unsymmetrisdi  and 
dabei  doch  tautometrisch  seyn. 

Bei  Rechtwinklichkeit  der  Axen  hat  man  auch  noch  den  Vortheil,  dass 
man  höchstens  zwei  Stücke  zu  wissen  braucht,  um  alle  übrigen  am  Krystall 
zu  berechnen.     Es  werde  z.  B.  verlangt,  die  Winkel  am  graden  Rhomben- 


uctaeder  j  g  :  ^  :  g  j  zu  finden.  Es  ist  klar,  dass  die  Lage  der  Octaeder^ 
flache  vollkommen  bekannt  ist,  wenn  die  Axen  a^  6^  c  bekannte  sind:;  und 
da  wir  nicht  die  absolute  Länge  derselben,  sondern  nur  ihre  reUtiTe  Lage 
zu  wissen  brauchen,  um  ihre  Neigungen  gegen  die  übrigea  Octa^derflichen 
zu  finden,  so  ist  es  genug, _zWei  von-  den  Verhältnissen  ~y  -^  oder  —  tu 
wissen.  Weiss  man  aber  die  Lage  der  Octaederfiächen,  so  weiss  man  anch 
die  Lage   aller  übrigen  Flächen    an   demselben   Krystall,  denen^  allgemme 


Form     cca  :  ßb  :  yc  j  ist,    vorausgesetzt,    dass   die  Coefficienten.  a,  /9,  y  be^ 


kannt  seyenv  oder  auch  nur  zl^ei*  von  ihren  Verhältnissen  ~i  —  edier  ^ 
Sind  aber  die  Axien  rechtwinklicht,  so  ist  klar,  dass  uns  die  Winliel  der 
Axen  auch  bekannt  seyn  müssen,  und  da  ihrer  drei:  sind,  so  gitbt  das, 
mit  den  obigen,  zwei,  fünf  Stücke,  die  wir  bei  der  Recbnnng  afc;  faelHiiiiit 
voraussetzen  müssen.  ^) 


*)  Oder  auch  nur  drri  Stücke,     wenn    vnn  den  drei   Winkeln,    die   die  Astn    miteinander 
■wei  rechte  sind,  wie  beim  sehiefcn  RhcimbenocteVder 
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>ir   habea   oben   schon    darauf  aufmerksam   gemacht,   dass  es  immer 
-Hiöglidi  eeyn  wtnl,  Axen  zu  Bnden,  deren  Winkel  wenig  vom  rechten  ab- 
•weiriiea ;  tmatt  versacbt  hin  und  ^ber ,   bis  die  Hypothese   der  Beobachtung 
so  gut  ada  möglich  entspricht.     Weiss  man   von  den  Messungen,   die  man 
zum  Groude  legt,  dass  sie  niüht  sehr  genau  sind,  %•  B«  dass  sie  leicht  einen 
Fehler  von  ic/  bis  i5^  in  sich  schliessen  können,    wie  die  Haüyschen,    so 
wird  es  desto  leichter  seyn ,    solche  hypothetische  Axen  zu   finden ,    indem 
die    kleinen  Abweichungen   der  Theorie    vom  Besultat    der  Beobachtungen, 
auf  die   man   stösst,    hier   als  Beobachtungsfehler   erklärt   werden  können. 
Wenn  aber  die  Kunst,  Krystallwinkel  zu  messen,  volkummner   wird,    wie 
sie  es  durch  die  Erfindung  des  Reflexionsgoniometers  geworden  ist,  so  wird 
man  sich  zuweilen  gezwungen  sehen,  diese  Hypothese    entweder    ganz    auf- 
sugebeoi  oder  anzunehmen,  dass  die  rechtwinklichten  Axen  von  den  meisten 
Flachen  des  Krystalls  in  sehr   complicirten  Verhältnissen   geschnitten    wer- 
den.   Dieas  wird  an  einem  Beispiel  noch  deutlicher    werden.     Die  Grund- 
form des  Epidot  ist  nach  Haüy  ein  grades  Prisma  mit  rhombo'idischer  Basis, 
Fig«  76.     Wenn    man  dieses  Prisma  auf  eine  seiner  Seitenflächen  lest,    so 
ist  es  zwar  ein  schiefes  Prisma   mit   rectangulärer  Basis;    aber   bei   diesem 
PriaoM  ist  nicht,  wie  bei  den  eigentlichen  Prismen  dieser  Art ,    eine  Linie 
ana  der  obem  vordem  zur  hintern  untern  Ecke  gezogen,  senkrecht  auf  die 
Axe.     Wenn  man  indessen  hin  und  her  versucht,  so  findet  man  am  Ende, 
data  Btn  die  Ffache  n   (s«  Fig«  77)   als   Säuleniläche   ansehen   kann,    wo. 
durch  die  Fliehen  1*,  M  zu  Zuscharfungsflächen,  auf  die  vordere  und  hin- 
tere Siulenkante  grade  aufgesetzt,  werden.     Man  hat  durch  sehr  sorgfältige 
'McMungen  mit  dem  Reflexionsgoniometer  die  Neigung  von  A/  zu  r  :r:  1 16^ 
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12^5  and  die  Neigung  von  T  zu  r  zi:  129^  22^^  gefunden.  Da  nun  die 
Flächen  r  die  vordere  und  hintere  Seitenkante  der  von  den  Flächen  m  ga» 
bildeten  Säule  grade  abstumpfen ,  so  sind  die  Complemente  der  gemessenen 
Winkel  zu  180^  den  Neigungen  der  Flächen  M  und  T  gegen  die  Aie  der 
Säule  gleich.  Die  Tangenten  dieser  Neigungen  gegen  die  Axe  müssen  nach- 
dem Vorhergehenden,  wenn  rechtwinklichte  Axen  möglich  sind,  ein  ein- 
faches  rationales  Verhältniss  zu  einander  haben.     Nun  ist  aber  ^^-—v — f-^ 

t|.50^ — Sg' 

— ■  —;  dieses  Verhältniss  ist  einfach  genug ,   um  rechtwinklichte  Axen  an* 
nehmbar   zu    machen.     Bezeichnet    man   die   Fläche   M    nach   Weiss    mit 


I  a  :  00^  ;  c  |,  so  ist  das  Zeichen  der  Fläche  T  \  jo  -  00^  :  c  j^  ia  der  Vor- 


aussetzung, dass  a^  b^  c  rechte  Winkel  miteinander  machen.     Das  Zeichen 


der  Fläche  n  kann  nun  \a\bj^ooc     und  das  der  Fläche  r  |fl  :  00^  :00g  j 


seyn;  und  ein  grades  Rhombenoctaeder,  dessen  Axen  a^b^  c  sind,  knan 
aU  Grundform  des  £pidots  gelten. 

Durch  fernere  Messung'  kann  man  nun  auch  das  Verhältniss  bestim- 
men, in  dem  die  übrigen  Flächen  o,  u  zu  dieser  Grundform  stehen. 

Die  Neigung  von  u  zu  n  ist  109^  —  20"";  hieraus,  und  aus  der  Neignng 
von  M  gegen  die  Axe,  kann  man  die  Neigung  der  Octa^erflächen  an  der 
vordem  Endkante  berechnen,  man  findet  ihre  Hälfte  gleich  58^  —  5^,5. 

Die  Kante  oder  Durchschnittslinie  der  hinlänglich  verlängerten  Flachen 
0^0  wird  ebenfalls  von  M  grade  abgestumpft  Man  kann  also  die  Flächen 
o  ebenfalls  als  Flächen  eines  Octacders  ansehen ,  dessen  vordere  Endkanlfe 
mit  der  vordem  Endkante  des  Grundoctacders  zusammen  fallt,  dessen  Basia 
aber  von  der  Jßasis  des  Grundoctacders  verschieden  ist;  und  die  TangeAte 
der  halben  Neigung  von  o  zu  o  muss   ein    einfaches  Verhältniss   zur  Tan- 
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gente  der  halben  Neigung  der  Grnndoctaederflächen  an  derselben  Endkante 
haben.  *  Man  findet  wirklich ,  wenn  man  die  Neigung  der  Grundoctaeder« 
fliehen  an  der  vordem  Endkante  mit  h  und  die  Neigung  der  Flächen  o 
gegeneinander  mit  B^  bezeichnet: 


Das  Zeichen  der  Fläche  o  ist  also     ^  '•  1^  •  ^ 


Eben    so   verfährt    man    mit    der   Fläche   u.     Das  Zeichen   der  Fläche 
eines  Octaeders,  dessen  vordere  (oder  hintere)  Endkantc  von  T  und  dessen 


Basiskante  von  n  abgestumpft  werden,  ist  offenbar  \a  \  b  \  ^c   .     Berechnet 


man  die  Neigung  der  Flächen  an    der    vordem  Endkante   dieses  Octaeders, 

so    findet   man ,    dass  die  Tangente    der  Hälfte  dieser  Neigung  ---   von  der 

Tangente   der   halben  Neigung   von   u  gegen   //    beträgt*     Das  Zeichen    der 
Fläche  u  ist  also: 


Am  Epidot  leidet  also  die  Annahme  von  rechtwinklichten  Axen  keine 
so  grosse  Schwierigkeit,  wie  bei  andern  Fossilien ,  die  sich  dieser  Hypothese 
ganz  zu  entziehen  scheinen.  Das  chromsaure  ßlci  (Rothbleierz)  giebt  ein 
Beispiel  hievon.  Es  krystallisirt  in  rhombischen  Prismen  durch  zwei  Flächen 
schief  zugeschärft,  s.  Fig.  78«  Die  Flächen  /  sind  also  nicht  grade  auf 
die  Säulenflächen  M  aufgesetzt.  Sehr  sorgfältig  angestellte  Messungen  gaben 
mir  die  Neigung  von  M  gegen  M  zu  gS^  —  44'^»  die  Neigung  von  / ;  /  zu 
118^  —  58^  und  die  Neigung  von  i :  M  zu  i^S^  —  57^  Sieht  man  /,  / 
als  die  Flächen  eines  schiefen  Rhombenoctarders  an,  und  Af,  M  als  Ab- 
stumpfungsflächen der  Basiskanfen  dieses  Octaeders,  die  mit  derAxe  parallel 
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lasfeo,  so  findet  Bnaii  aus  den  eben  angefahrten  Messungen  die  Neigung 
der  Tordem  Endkante  des  Octaeden  gegen  die  Axe  gleich  4<^  —  ^ %  and 
die  Neigung  der  hintern  Endkante  gegen  die  Axe  gleich  52^— 33^^«  Die 
Tangenten  dieser  Winkel  verhalten  sich  nicht  einfach  zo  einander;  mn 
mnsste  denn  —  als  ein  einfaches  Verhältniss  ansehen;  denn  dass  ist  nnge- 
fahr  die  Verhältnisszahl  dieser  beiden  Tangenten. 

Da  man  jedes  Verhältniss  annäherungsweise  durch  den  Quotienten  von 
zwei  rationalen  and  ganzen  Zahlen  ausdrucken  kann,  so  ist  klar,  dass  man 
mit  einigem  Zwang  alle  schiefen  Rhombcnoctaeder  auf  grade  rednciren 
kann;  man  sieht  aber  zugleich  ein,  wie  willkiihrlich  dieses  Verfahren  isL 
Wenn  man  also  nicht,  wie  beim  Diopsit  (siehe  hierüber  das  folgende  Ka- 
pitel), vordere  und  hintere  Endkanten  findet «  die  dieselbe  ISfeignng  gegen 
die  Axe  haben,  so  ist,  glaube  ich,  die  scheinbare  Einfachheit  des  Verlialt- 
nisses  der  Tangenten  der  vordem  und  hintern  l^feigungen  kein  Beweggrund, 
ein  grades  Octaeder  als  Grundform  zu  erklären. 

Dasselbe  gilt  vom  unsymmetrischen  Prisma.  Wenn  man  'durch  die 
Endpuncte  der  drei,  mit  den  Seitenflächen  desselben  parallelen,  Axen  Ebe* 
neu  legt,  so  entsteht  ein  ganz  schiefes  Octaeder  mit  rhomboidischer  Ba^s 
oder  ein  ganz  unsymmetrisches  Octaeder.  Von  den  drei  Winkeln  der 
Axen  desselben  ist  kein  einziger  ein  rechter ;  aber  man  kann  hier  oft  eben 
10«  wie  beim  schiefen  Bhombenoctaeder,  hypothetische  Axen  annehmen,  die 
rechlwinklicht  sind,  und  auf  welche  sich  die  Flächen  des  Krystaila  zwar 
nicht  in  einfacheUi  aber  doch  wenigstens  in  rationalen  Verhältnissen  be- 
ziehen lassen ,  zumal  da  hier  wenigstens  fünf  Messungen  zur  Bestimmung 
der  Form  nothwendig  sind,   und    deshalb  die  möglichen  Fehler  der  Beob- 
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acktangeD    dem  Hin  *   und    Herversuchen    einen   grösseren    Spielraum    ge- 
währen« 

Da  im  folgenden  Kapitel,  im  Abschnitt  votn  unsymmetrischen  Octaeder, 
weitläuftig  Anleitung  gegeben  wird,  wie  diese  Fälle  zu  behandeln  sind,  so 
Terwpise  ich  den  Leser  dorthin. 

44*  Ausser  der  Vereinfachung,  die  Weiss  in  die  Lehre  von  den  Grund- 
formen gebracht  hat,  verdanken    wir  diesem   ausgezeichneten  Krystallogra- 

r 

plien    noch   die   Theorie   der  Zonen  ,   von   der   es   nicht   unschicklich  seyn 
wird,  hier  im  Vorbeigehen  zu  sprechen.     Man  nennt  Zone  eine  Reihe  von 
Flachen,  deren  Durchschnittslinien  untereinander  parallel    sind.     Eine   ge- 
wisse  Fläche    liegt  also    in   der  Zone   zweier  anderer  Flächen,   wenn   die 
Kanten  aller  dieser  Flächen  parallel  untereinander  sind,  oder  wenn  irgend 
eine  Ebene,  durch  die  Durchschnitt slinie  der  beiden  letzten  Flächen  gelegt, 
mit  der   ersten   Fläche  parallel    ist.      Wenn   man    also   von   einer  Fläche 
sagt,  dass  sie  in  der  Zone  gewisser  anderer  Flächen  liegt,  so  bestimmt  man 
dadurch   die    Linie,    durch    welche   man    sie   gelegt   denken   kann.      Liegt 
eine   Fläche    zugleich    in    zweien   verschiedenen  Zonen ,    so   weiss  man  die 
Lage   zweier  Linien ,    durch  welche  man  sie  sich  gelegt  denken  kann ;    die 
Lage  der  Fläche  ist  also  dadurch  vollkommen  bestimmt.     Da  es    nun  dem 
Ange    leicht    ist,    sich   vom   Parallismus   gewisser   Linien    zu    überzeugen, 
znmal  wenn  sie  nahe  aneinander  liegen,   so    sieht  man  leicht   ein,    welch* 
ein  schönes  Mittel  uns  die  Theorie  der  Zonen  gewährt,   die  Lage   gewisser 
Flächen  zu  bestimme^,    ohne  ihre  Neigungen  zu  schon  bekannten  Flächen 
zu  messen. 


Haüy:  Mohs:  Weiss; 

jy.  Die  Grundform  ist  ein  a.  Mit  hemisprismatischen  IV«  Zwei-   und  ein- 
schiefes  Rhombenprisma       Combinationen  ,      ohne      gliedrig, 
oder  ein  schiefes  Rectan-       Abweichung  der  Axe. 
gulärprisma« 

V.  Die  Grundform  ist  ein  6»  Mit  bemiprismatischen 
grades  Prisma  mit  rhom*  Combinationen,  mit  Ab- 
boldischer  Basis.  weichung  der  Axe. 

VI.  Die  Grundform  ist  ein  c.  Mit  tetartoprismatischen  V.   Ein  -    und    ein- 
unsymmetriscbes    Octae-       Combinationen.  gliedrig. 

der  oder  Prisma. 

VIL  Die  Grundform  ist  ein  IV.  Pyramidales  System.     VI.  ViergliedrigesSy- 
quadratisches     Prisma  stem. 

oder  ei  nQuadratoctaeder. 

Im  prismatischen  System  mit  bemiprismatischen  Combinationen  nennt 
Mobs  ««Abweichung"  den  Winkel,  den  die  Axe  des  schiefen  Rhombenocta- 
eders,  das  hier  die  Grundform  ist,  mit  einer  auf  die  Basis  senkrechten 
Linie  macht.  Bei  den  tetartoprismatischen  Combinationen  weicht  die  Axe 
nach  .Mobs  in  zwei  Ebnen  ab. 


Eigne  Bezeichnungsart  der  Krj^stallflächeny  die  zur  Rechnung  bequem 
ist.    P^er/diltniss  derselben  zur  Haüjrschen  und  "tVeissischen 

Bezeichnungsart. 

46*     Werfen  wir  einen  Blick  auf  das  Vorhergehende  surück,  so  finden 
wir,  dass  die  Hauysche,  Weissische  und  Mohsische  Theorie,  wenige  Pancte 
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aosgenommen ,  im  Grunde  nur  in  der  Darstellung  d^r  Beziehungen,  die 
xwisclien  den  terschiedenen  Krystallflächea  statt  finden,  verschieden  sind. 
Hieraus  wird  Kugleich  klar,  dass  die  Bezeichnungsart  der  Flachen  ein  we- 
sentlicher Gegenstand  ihrer  Bearbeitungen  seyn  musste ;  denn  eine  Bezeich- 
nungsart,^  die  mit  mathematischer  Bestimmtheit  die  Beziehurtg  einer  secun- 
^ren  Fläche  zur  Grundform  giebt,  giebt  nothwendig  zugleich  den. Gang 
an,  den  die  Rechnung  nehmen  soll,  wenn  man  die  Winkel  der  seeundä- 
ren  Form  aus  denen  der  Grundform  berehnen  willf  und  dieser  Gang  ist 
nach  den  verschiedenen  Theorien  wesentlich  verschieden.  So  legt  Hauy 
immer  die  Lange,  gewisser  Linien  und  Richtungen,  nach  welchen  die  De* 
crescenzen  geschehen.  Weiss  hingegen  seine  rechtwinklichten  Azea  der 
Rechnung  zum  Grunde;  beide  sind  gezwungen,  immer  auf  diese  eigentlich 
imaginären  Dinge,  die  man  nie  direct  messen  kann,  zurück  zu  kommen, 
und  gehen  so  einen  indirecten  Gang,  der  sie  immer  erst  auf  einem  Um- 
wi^  zum  Ziel  fuhrt.  Da  wir  dieses  Verfahren  ganz  verwerfen,  und  in 
unseren  Formeln  immer  nur  wirklich  measbare  Dinge  vereinigt  finden  wol- 
len, 80  müssen  auch  unsere  Zeichen  mit  diesen  Dimensionen  und  Axen 
nichts  zu  thun  haben,  und  direct  zu  den  Formeln  fuhren,  deren  Entwicke* 
lung  wir  den  künftigen  Abschnitten  vorbehalten. 

Es  sey  Fig.  79  ein  Rhomboeder.  Wir  wollen  die  Rhomboederfläche 
mit  P  bazeicknen;  x  bedeute  die  Endkante,  z  die  Basiskante  desselben« 
Schreibt  man  nun  Px  für  die  halbe  Tangente  der  Neigung  der  Rhomboe- 
derflächen  an  der  Kante  j:,  so  kann  sehr  gut  mPx  eine  Fläche  bezeichnen, 
die  ebenfells  durch  die  Kante  x  geht,  und  deren  Neigung  gegen  eine  durch 
X  und  die  Axe  gelegte  Ebene   eine  m  Mal   so   grosse  Tangente    giebt,   als 
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die  Tangente  d«r  Neignng  von  P  gegen  dieaelbe  Ebene.  Dioe  FUdw 
gehört :  offenbar  einem  nngleichachenklichten  Dihexatder.  Eben  so  Werden 
durch  JiP^  Flachen  bezeichnet,  die  durch  die  Basiskante  z  geSien,  so  daiss 
die  Tangente  der  halben  Neignng  dieser  Flächen  an  der  Kante  Zi  n  Hai 
sie  gross  ist,  als  die  Tangente  der  halben  Neigung  der  Flächen  P  an  der» 
scllb^n'  Kante;  sie  bilden  ein  ungleichschenklichtes  Dihexaeder  von  den 
zweiten  Art. 

Eine  Fläche  endlich,  die  die  Kante  x  ^grade  abstumpft,  oder  die  Fläche 
des  nächst  stumpferen  Rhomboeders,  kann  man  mit  ooPx  bezeichnen ;  was 
odPi?  bedeutet,  versteht  sich  schon  von  selbst,  nämlich  die  grade  Abslmn- 
pfung  der  Kante  r,  oder  die  Fläche  der  sechsseitigen  Säule.  Diese  Flächen 
kann'  man  noch  einfacher  mit  x  und  z  selbst  bezeichnen. 

•  Die  Flächen  der  ungleichschenklichten  Dihexaeder,  die  man  vom  nächst 
stufaipferen  Rhomboeder  ableitet,  kann  man  m(ooPx)x  und  n{ooPxyz  schrei- 
ben,  oder  einfacher  mPx  und  nPz^  wo  P^  die  Fläche  des  nächst  atom- 

1  11 

pfereh  Rhomboeders  bedeutet ;  wir  werden  überhaupt  alle  Stücke ,   die  den 
nitchst  stumpferen  und  nächst  schärferen  Rhomboedern  gehören,  durch  die 
Exponenten    t,  2,  3,  4  c*^.    und   —  i,  — a,  —  3,  — 4  ^^^*   ^^n   einander 
unterscheiden  ;    z.  B.   mit  P     die  Fläche   des  dritten  stumpfern,  mit  P 
die  Fläche  des  dritten  schärferen  Rhomboeders  bezeichnen. 

Diese  Hezeichnungsart  giebt  nicht  nur  gleich  den  einfachsten  Zusam- 
menhang der  Flächen  untereinander,  den  man  immer  suchen  musa,  wenn 
man  einfach  rechnen  will ;  sondern  sie  kann  auch  leicht,  gefunden  werden 
durch  eine  einfache  annähernde  Messung  des  Neigungswinkels  der  neuta 
Flächen  an  der  Kante,  auf  die  man  das  Zeichen  beziehen  will  und  an  der 


sie  sich  finden  ;  das  Verhältniss  der  Tangenten  der  halben  Neigung  der 
neuen  Flächen  zur  Tangente  der  halben  Keigung  der  Grundflächen  ^  an 
derselben  Kante  giebt  unmittelbar  m  oder  n.  So  findet  man  z.  B.  die 
Neigung  der  Flächen  beim  Kalkspath,  die  Haüy  mit  r  bezeichnet  hat  und 
die  seine  Varit^  ii()et«istatique  bilden,  an  der  Basiskante  nahe  gleich  i33^; 
die  Tangente  von  66^i  ist  aber  3  Mal  so  gross  als  die  Tangente  von  37^ 
—  27^^,5»  welehes  die  halbe  Neigung  der  Grundrhomboederflachen  an  der 
£asiskante  ist :  die  Fläche  hat  also  3P^  zum  Zeichen. 

Es  kann  Fälle  geben,  wo  man  die  einfachste  Ableitung  einer  Fläche 
aus  der  Grundform  nicht  gleich  weiss;  man  kann  alsdann  diejenige  Form 
dem  Zeichen  zum  Grunde  legen,  die  sich  unmittelbar  aus  der  Ansicht  des 
Krystalls  ergiebt,  ohne  dass  man  einen  Fehler  in  der  Rechnung,  die  sich 
auf  dieses  Zeichen  stützt,  zu  furchten  braucht«  Man  findet  häufig  an  der 
oben  genannten  Varietät  des  Kalkspaths  eine  Fläche,  die  die  kürzere  End- 
kante des  ungleichschenklichten ,  von  den  Flächen  3Pz  gebildeten,  Dihexa- 
i'ders  grade  abstumpft ;  diese  Fläche  hat  offenbar  ooQPz)x  zum  Zeichen  *) ; 
man  findet  nachher  leicht,  dass  diese  Fläche  mit  der  Fläche  P__  oder  mit 
der  Fläche  des  nächst  schärferen  Rhomboeders  identisch  ist* 

AVenn  die  Acndening  der  Neigung  nicht  die  Neigung  zweier  benach- 
barten Flächen,  sondern  die  Neigung  der  Fläche  gegen  die  Axe  betrifft, 
so  schreibt  man  den  Exponenten,  der  das  Verhältniss  der  Tangenten  der 
Axenneigungen  ausdrückt,  über  dem  Zeichen  der  Grundrhomboederfläche. 
So  bedeutet  P^  eine  Fläche,    die  eben  so  wie  P  liegt    (d.  h.  welche  P  in 


^)  Wenn  Kvveieilel  EnHkanten  vorkommen,  bezeirlmet  man  die  eine  kUrxfre  mit  x,  «iie  andere  lanj^ere 
Hill  y 
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einer  mit  der  Axe  rechtwinkllchten  Linie  durchschneidet),  deren  Neigung 
gegen  die  Axe  aber  so  gross  ist,  dass  ihre  Tangente  das  Doppelte  der  Tan* 
gente  der  Neigang  von  P  gegen  die  Axe  beträgt.  Diejenigen  Flächen,  die 
wie  die  grade  Abstumpfungsfläche  der  Endkante  x  oder  wie  P  liegen, 
kann  man  etweder  mit  P^  oder  auch  mit  x  bezeichnen;  im  letztern  Fall 
bedeutet  x^  oder  schlechtweg  x  die  grade  Abstumpfungsfläche  der  Kante  x 
selbst*  Alle  diese  Flächen  bilden  Rhomboeder,  von  denen  die  meisten  sich 
in  der  Reihe  der  schärfern  und  stumpfern  Rhomboeder  befinden,  die  man 
also  auch  mit  P  .  P,,.  P^  etc.,  oder  mit  P  .  P.,.  P^  etc.,  oder  endlich  mit 

Z  4  O  1  «5  5 

P  ^^  P  ,^  P  ^  und  mit  P  .  P  .  P  ^  etc.  bezeichnen  kann.  So  irt 
zum  Beispiel  P*  mit  P  .  Pi  mit  P    ^i  x^  mit  P^  und  xl  mit  P    ^  identiach* 

r  2  —2  3  —3 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  alle  diese  verschiedenen  Rhom« 
boeder  ebenfalls  als  Grundrhomboeder  einführen ,  und.  andere  Flächen  voa 
ihnen  einfacher  ableiten  kann,  als  von  dem  wahren  Grundrhomboeder. 
Um  keine  Verwirrung  in  die  Exponenten  zu  bringen,  stellt  man  die  Grand- 
formfläche  in  Parenthese,  wie  wir  schon  oben  gethan  haben;  z.  B*  3(x^)z, 
welches  die  Fläche  eines  ungleichschenklichten  Dihexaeders  bedeutet,  das 
sich  eben  so  zum  nächst  schärferen  Rhomboeder  verhält,  wie  die  Fläche 
3Pz  zum  Grundrhomboeder. 

Alle  Flächen,  die  rechtwinklicht  mit  der  Axe  sind,  bekommen  dea  Ex* 
ponenten  oo;  alle  Flächen,  die  ihr  parallel  sind,  den  Exponenten  o;  %.  B. 
P~,  Po,   x^. 

Eben  so  verfährt  man  beim  System  der  Quadratoctaeder  und  Di- 
hexaeder;  auch  hier  bezeichnet  man  die  Endkante  mit  jr,  die  Basiskan* 
te  mit  Zi   wie   es  in  den  Figuren  8o  und  8i  angegeben  ist.      Die  Fläche 


\ 
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des  Quadratoctaeders  kann  man  immer  mit  (>,  die  des  Dihexaeders  immer 
mit  D  bezeichnen;  alsdann  kann  man  schon  am  Zeichen  erkennen ,  zu 
welchem  System  die  Fläche  gehört.  Beim  Rhombenoctaeder  Fig.  82,  welcher 
zweierlei  Endkanten  hat,  bezeichnet  man  die  vordere  (kürzere)  mit  x^  die 
längere  mit^;  die  Kante  an  der  ßasis  hat  ebenfalls  ^;  die  Fläche  bezeich- 
net man  mit  R. 

Die  Flächen  des  nächst  stumpferen  Octaeders,  welches  durch  grade 
Abstumpfung  der  £ndkanten  des  Rhonibenoctaeders  entsteht  und  ein  Rectan- 
guläroctaeder  ist,  werden  S  und  T  geschrieben  (s.  Fig.  83);   da  alle  End- 

kanten  dieses  Octaeders  einerlei  Wert h  haben,  so  bekommen  sie  alle  einx; 

die  Basiskanten    aber    muss  man    verschieden    bezeichnen ,   etwa  mit  v  die 

längere  und  mit  w  die  kürzere. 

Leitet  man  aus  dem  Rhombenoctaeder  andere  Octaeder  ab,  deren  Basen 

zwar  auch  Rhomben ,    aber    der  Basis    des   Grundoctaeders   nicht    ähnlich 

sind,  so  dass  das  Verhältniss  der  Diagonalen    der  Basen    verändert   ist,    so 

« 

bleibt  doch  derjenigen  Eadkante,  die  wie  das  x  des  Grundrhomboeders  liegt, 

dus  Wichen  t,    und   die   andere    bekommt  das  Zeichen  ^,    wenn  auch  die 

«rsicre  länger  seyn  sollte,  als  die  zweite.     So  bedeutet  z.  B.  i(^Ry)x  immer 

eine  Fläche,  die  die  vordere  Endkante  des  Octaeders  3Äy  zuschärft,  obgleich 

diese  Kante  in  den  meisten  Fällen  länger  ist,  als  die  andere  Endkante* 

Die  Säulenflächen  ,  welche  durch  grade  Abstumpfung  der  Kanten  an 
der  Basis  des  Rhomben  octaeders  entstehen ,  kann  man  B9  schreiben.  Die 
anderen  Säulenflächen  kann  man  auf  ihre  Grundoctaeder  zurückfiihren  und 
mit  {jnRfP  bezeichnen;  oder  auch  schlechtweg  mR^y  und  mR^x  schreiben; 
diese  bedeuten  nämlich,   dass  die  so  bezeichnete  Säulenfläche   so   gegen   die 
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unler  der  Emlkaiite  j  gelegene  horizontale  Aie  b  oder  gegen  die  unter 
der  Endkante  x  gelegene  horizontale  Axe  a  geneigt  ist,  dass  die  Tangenten 
dieser  Neigungen  sich  zo  den  Tangenten  der  gleichnamigen  Neigungen  der 
S.iulenflacben  des  Grundoctarders  verhalten,  wie  m. 

üci  den  schiefen  Orta^^m  mit  rhombischer  Basis  muss  man  sorgfaltig 
dirjenis:en  unterscheiden,  die  man  auf  ein  grades  i*edaciren  kann,  und  die* 
jpnigen ,  bei  denen  diess  unmöglich  oder  problematisch  ist«  Bei  den  er- 
steren  beziehet  man  alle  Flächen  auf  ein  grades  Octaifder  und  bezeichnet 
die  Turdern  Endflachen  dieses  Octaeders  mit  R^  die  hintern  mit  S\  die 
vordere  Endkante  bekommt  x«  die  hintere  x^,  wo  eine  Unterscheidung 
nothi^  ist;  die  andern  Endkanten  und  die  Kanten  an  der  Basis  behalten 
ihr  y  und  z.  So  bedeutet  mRx  eine  vordere,  mSx  eine  hintere  Zuschär- 
fungsfläche;  x  ist  eine  vordere  schiefangesetzte  Endfläche,  j/  eine  solche 
hintere;  aP  ist  die  grade  Abstumpfung  der  vordem  Kante,  welche  vom 
Durchschnitt  der  Süiulenflächen  BP  entsteht ;  f^  die  grade  Abstumpfung  der 
Seitenkante  der  Säule. 

Ist  da^  Grundoctaeder  ein  schiefes,  und  es  ist  unmöglich  oder  proble- 
matisch, dasselbe  auf  ein  grades  Rhombenoctacder  zuioick  zu  führen,  so 
liiert  man  den  Buchstaben  der  Flächen  ein  s  hinzu,  so:A,5,ar,j:^,v, 
Alsdann  bedeutet  x  oder  y  eine  schiefangesetzte  Endfläche,  die  mit  der 
Basis  des  Octacdei^s  parallel  ist«  inAx,  mS  xf  sind  vordere  und  hintere 
«chiellaufende  Zuschärfungen ,  deren  Durchschnittslinien  mit  der  vordem 
mier  hintcrvu  Endkante  (X  oder  x")  zusammen  fallen  ;  hat  diese  Durchschnitts- 
liaie  eine  gK>ssere  oder  geringci-c  Neigung  gegen  die  Axe,  als  x  oder  x^,  so 
schreibt  man  mVCx  oder  mR  x  ;   in  dieser  zweiten  Bezeichnungsart  ist  die 
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Bedeutang  von  R  allgemeiner  genommen,  als  gehörte  sie  überhaupt  allen 
schiefen  Octaederflachen  mit  derselben  Basis,  so  dass  die  Art  dieser  Flächen 
erst  durch  den  Exponenten  von  x  näher  bestimmt  wird.  Es  ist  von  selbst 
klar,  dass  nur  die  Tangenten  der  halben  Neigungswinkel  der  Octaeder- 
flachen an  den  Endkanten  x  sich  einfach  gegen  einander  verhalten  ,  nicht 
aber  die  Tangenten  der  Neigungswinkel  dieser  Endkanten  selbst  gegen  die 
Axe;  die  Berechnung  dieser  Neigungen  ist  also  nicht  so  einfach,  wie  die 
der  ersteren  ;  ich  verweise  hierüber  auf  die  folgenden  Abschnitte,  in  welchen 
von  der  kry.'^tallographischen  Rechnung  die  Rede  ist. 

Beim  schiefen  Octacder,  mit  rhomboidischer  Basis,  müssen  alle  vier 
Flächen  verschiedene  Zeichen  haben«  Man  kann  sie  mit  7\  U^  V^  f^V  be- 
zeichnen. Man  unterscheidet  wieder  diejenigen,  die  auf  ein  grades  Octac- 
der mit  rhombischer  Basis  zurückgeführt  werden  können,  und  solche,  bei 
denen  dieses  unmöglich  oder  problematisch  ist.  Die  ersteren  behalten  die 
obigen  Zeichen,    bei    den    letztern  hängt  man  ihnen  wieder  ein  s  an,    so; 

r,  r,  V.  pv. 

s  s         s  s 

Dar  hier  keine  einzige  Dimension  rechtwinklicht  ist,  so  verhalten  sich 
die  Tangenten  der  Neigungswinkel  auch  nirgends  einfach  zu  einander,  und 
die  Rechnung  nimmt  einen  andern  Gang,  als  bei  den  Systemen  mit  recht- 
winklichten  Axen.  mT  X  bedeutet  eine  Fläche,  die  durch  die  vordere  End- 
kante X  geht,  und  die  verlängerte  horizontale  Axe  i  (die  durch  die  Kante 
y  geht)  so  schneidet,  dass  das  zwischen  dem  Durchschnittspunct  und  Mit- 
telpunct  des  Octacders  enthaltene  Stück  m  Mal  so  gross  ist ,  als  die  halbe 
Axe  d  selbst;  x  bezeichnet  eine  vordere,  x^  eine  hintere  schiefangesetzte 
Endfläche,  die  der  Axe  *  des  Octacders  parallel  ist;  T°,  U°,  V^,  fV^  sind 


Säulenflächen,  die  die  Kanten  an  der  Basis  des  Octaeders  abstnmpfen  und 
der  Axe  parallel  sind;  T^  ist  F^,  U^  ist  FTo  parallel;  jp,  yO  ^inj  die 
Abstumpfungsflächen  der  Seitenkanten  dieser  Säule,  die  den  horisontalea 
Axen  parallel  gehen ;  nT^x  endlich  eine  andere  Säulenfläche,  die  durch  die 
vordere  Kante  der  ersten  Säule  geht  und  die  horizontale  Axe  6  so  schnei- 
det, dass  das  zwischen  dem  Durchschnittspunct  und  dem  Mittel punct  des 
Octaeders  enthaltene  Stück  n  Mal  so  gross  ist,  als  die  halbe  Axe  6. 

47.  Es  bleibt  uns  noch  übrig  zu  zeigen,  wie  man  leicht ,  wenn  man 
nicht  selbst  Gelegenheit  hat  zu  messen,  die  bereits  von  Haüy  oder  von 
Weiss  gefundenen  Zeichen  der  Flächen  in  unsre  Zeichen  verwandeln  kann. 

Bei  allen  Systemen  mit  rechtwinklichten  Axen  fallen  unsre  Zeichen 
mit  den  Weissischen  zusammen,  und  sind  so  leicht,  fast  ohne  Veränderung 
der  Zahlwerthe,  aus  denselben  abzuleiten,  dass  es  nur  eines  Beispiels  be- 
darf, um  die  Sache  klar  zu  machen.     Beim    graden  Octaeder    mit    rhombi- 


scher Basis   ist    nach    Weiss*   Bezeichnungsart    \  a  :  b  :  c      die    Fläche    des 


Grundoctaeders,  bei  uns  R  ;    erscheint   nun  an  der  vordem  Endkante  eine 


Zuschärfung,  so  ist  diese  Zuschärfungsfläche  nach  Weiss  \  a  :  md  :  c  1,  nack 
uns  mRx.  Andere  Octai'derflächen ,  die  mit  dem  Grundoctacdcr  eine  ge- 
meinscliaftlicne  Basis  haben,  aber  stumpfer  oder  schärfer  sind,  bezeichnet 
Weiss  mit     ma  ;  mi  :  c   ,  wir  aber  mit  Ä«  oder  mRz. 


Alle  Säulenflächen    sind   nach  Weiss    im  Zeichen  \  ma  :  ni  :  00c  t    ent- 
halten, nacti  uns  im  Zeichen  f  ß^x  oder  ^^R^y.    Im  Allgemeinen  wird  irgend 


m  n 


eine  Octaüderfläche  |  nui  :  nb  :  oc  |  nach  uns  durch  n.Rl>x  ausgedruckt.    Eine 

m 

gradangesetzte  Endfläche  heisst  bei  Weiss  )  09a  :  00^  :  c  [,  bei  uns  fi^. 
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Die  Weissischen  Zeichen,  die  sich  aufs  Dihexaeder  beziehen,  sind  m 
den  meisten  Fällen  eben  so  leicht  umzugestalten.  Da  die  zweite  Halbaxe  s 
einen  rechten  Winkel  mit  der  ersten  Halbaxe  a  macht,  so  misst  die  letztere 
die  Tangenten  der  halben  Neigungen  an  der  Endkante  des  Dihexaeders.  Das 
Zeichen  der  Dihexaifderflächen  selbst,  wenn  man  bloss  auf  die  zwei  erwähn* 
ten  Axcn  Rücksicht  nimmt,  ist,  nach  dem  Vorhergehenden,  nach  Weiss: 


de 
a  :  25' 


und  nach  unserer  Bezeichnung : 


ü\ 


Man    findet    oITenbar    den  Coefficienten  unseres  Zeichens,    indem   man 
den    Coefficienten    der   zweiten    Halbaxe    s    durch    2    dividirl.      Es  sey  also 


im  Allgemeinen 


das  Weissische  Zeichen  irgend  einer  Fläche,  die  die  Endkante  irgend  eines 
Dihexaeders  zuschärft,  so  ist  unser  Zeichen  dieser  Fläche  offenbar: 


a 


Ist  das  Weissische  Zeichen  in  folgender  Form 


de 
aa  :  ßa  :  ya 


so  wissen  wir  aus  dem  Vorgehenden,  dass 


a-,J 


unser  Zeichen  für  diese  Fläche  ist,  also: 


•  JJ  x 


2a  —  /J 


—       200       — 


Wenn  ~  <  i,  so  erscheint  die  Fläche  nicht  mehr  als  Zuscharfung  der 
Endkante,  sondern  als  schiefe  Abstampfong  der  Ecke  an  der  Basis«  Die 
Flache  x,  z.  B.  am  Beryll  (s.  Fig.   io6),  hat  nach   Weiss 


a  :  \a  :  ^a 


c 

I 

a 

• 

• 

Ja 

• 
• 

a 

zum  Zeichen,  und  kann  nach  unsrer  Bezeichnungsart  so  geschrieben  werden: 

iDx. 

Die  Fläche  s  endlich,  an  demselben  Krystall,  hat  folgende  Zeichen: 

Beim  Rhomboeder  verfährt  man  eben  so.  Die  Zeichen  für  die  ver< 
schiedenen  stumpferen  und  schärfern  Pihomboeder  sind  zu  leicht  aus  ihren 
Weissischen  Zeichen  abzuleiten,  als  dass  sie  uns  hier  besonders  beschäftigen 
sollten.  Es  bleiben  mir  also  nur  noch  die  Zuschärfungen  der  End  -  und 
Basiskanten  übrig,  und  auch  von  diesen  eigentlich  nur  die  ersten,  denn 
jede  Zuschärfung* einer  Basiskante  irgend  eines  Rhomboeders  kann  auch  als 
Zuschärfung  der  Endkante  an  einem  andern,  vom  erstem  ableitbaren  lUiom* 
boeder  angesehen  werden ,   wie  wir  weiterhin  ausführlich  beweisen  werden* 

Da  die  erste  Ilalbaxe  a  mil  der  zweiten  Halbaxe  s  einen  rechten  Win- 
kel macht,  so  misst  die  erste  Halbaxe  a  die  Tangenten  der  halben  Kei- 
guni^swinkel  aller  Flachen,  die  die  Rhomboederkanle ,  die  durch  die  Ver- 
längerung der  zweiten  Halbaxe  s  geht,  zuschärfen.  Die  Grundrhomboedery 
auf  die  man  die  Zuschärfungen  beziehen  will,  können  aber  zweietlei  Art 
seyn,  von  der  Form 


dt 

II  :  a  :  ooa 
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oder  von  der  Form 


de 
ooa  :  a  :  a 


das  eine  ist  das  Gegenrhomboeder  von  dem  andern.  In  den  Rhombocdern 
erster  Art  misst  das  erste  a^  in  den  Rhomboedern  zweiter  Art  das  zweite 
a  die  Tangenten  der  halben  Zuschärfungswinkel  an  den  Endkanten*  Es 
sey  nun  eine  Zusch'arfungsfläche  der  Endkante  irgend  eines  Rhomboeders 
gegeben,  deren  Zeichen: 


de 

aa 

:  ßa  :  ya . 

es 

:  Cs  :  ?j5 

ndrhomboeder 

&e 

a 

:  a  :  cxdö 

s  : 

25  :  — 25 

Ist  y  'p^  a^  so  ist  das  Grundrhomboeder  offenbar  von  der  Form : 


Man  sieht  also,  dass  der  CoefTicient  der  zweiten  Halbaxe  s  durch  2 
dividirt  werden  muss,  um  den  CoeflGcienten  der  ersten  Halbaxe,  fürs  Grund- 
rhomboeder, zu  finden.  Dieser  Coefficient  ist  also,  fiirs  Grundrhomboeder 
an  dem  die  obige  Zuschärfung  erscheint,  -^  ;  und  da  der  Coefficient  der- 
selben  ersten  Halbaxe  a  in  dem  Zeichen  für  die  Zuschärfungsfläche  a  ist, 
so  ist  die  Tangente  der  halben  Neigung  der  Zuschärfungsflächen  offenbar 
—  Mal  so  gross  als  die  Tangente  der  halben  T^eigung  der  Flächen  des 
Grundrhomboeders  an  der  Endkante.  Das  Zeichen  der  obigen  Zuschär- 
fungsfläche ist  also: 


5 
-rP^^jT,  worin  --  n:  — -^ 

r 
3a— <i' 


C 


und  C  ==^ 


26 
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Ist  dagegen  a  >  /,  so  ist  das  Gruiidrhomboeder  offenbar  Ton  der  Form 


d'c 

ooa 

:  a 

:  a 

2$  : 

;  s  : 

25 

ond  man  findet  du rcli  ähnliche  Schlüsse  das  Zeichen    der   obigen  Zaschär- 


fungsfliiche 


ir 


iL  p/2»^, 


in   welchem  P^  die   Fläche   des  Gegenrhombueders   bedeuter;    oder   da  P* 

=  (ooP)*  —  ** 

^  (    P)^x  =  ^  (x4»)x,  worin  £^  =  l±i 


und  £  zz 


_   2   («-./3) 


«4-0' 


So  findet  man 


%c 

r>^ 

:  o  : 

ia 

fc' 

ia 

••     ^a 

:  6r 

=:  3Px 


~    2P-'x    ♦). 

Was  endlich  die  schiefen  Octaedcr  mit  rhombischer  und  rhomboTdi- 
scher  Basis  betrifft,  so  werden  sie,  wenn  sie  sich  auf  grade  Octaeder  re- 
duciren  lassen,  wie  solche  behandelt;  ist  diess  aber  nicht  möglich,  so  kann 
man  eigentlich,  wie  aus  der  im  Vorhergehenden  gegebenen  Darstellung 
des  Weissischen  Systems  klar  ist,  keine  Weissische  Zeichen  für  sie  ent- 
werfen,  da  Weiss  bei  allen  Octaödern  rechtwinklichte  Dimensionen  zum 
Grunde  legt.  Hebt  man  fndess  diese  Bestriction  auf,  wie  es  wohl  mit  der 
Zeit  wird  geschehen  müssen,  so  fallen  die  Weissischen  Zeichen  wieder  fast 


Imn 


•)  V\  ir  werden  nachher  sehen,  da«  mP^x  ^  51rtL_  P      "'«,  ako  %P^x  ~  iPz 


S  — m 
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mit  den  unsrigen  zusammen,  und  es  ist  zu  leicht  die  einen  aus  den  andern 
abzuleiten,  als  dass  wir  nöthig  hätten,  uns  besonders  damit  zu  beschäftigen. 

Wir 'haben  also  nur  noch  eine  Vergleichung  unserer  Bezeichnungart 
mit  der  Hauyschen  vorzunehmen*  Diese  wird  nun  durch  unsere  Vorarbei- 
ten sehr  erleichtert.  Wir  kennen  schon,  aus  dem  Vorhergehenden,  den 
Zusammenhang  zwischen  den  Ilaüyschen  und  Weissischen  Zeichen ;  wir 
können  mittelbar  durch  diese  von  den  unsern  zu  den  Ilaüyschen  übergehen. 

Es  sey  also  ganz  allgemein,  um  mit  dem  Rhombenoctaeder  anzufangen, 
das  Hau ysehe  Zeichen  irgend  einer  Fläche,  welches  wir  schon  in  ein  Weissisches 


ua  :  fiö  ;  yc 


zu  verwandeln  gelernt  haben,  vermöge  der  Formeln 


a 


ß 


„„^ 

s 

xt 

+ 

OJS 

— 

ex 

z 

»* 

— 

L>t 

+ 

(JX 

z 

" '+ 

u 

1 

z 

CtX 

X  — > 

1 

z 

y    —   ; r w* 

'  X«  -|-  cj«  -J-  ux  x  -[-  u  4-  — • 

Da  nun  unsere  Zeichen  verschieden  ausfallen,  je  nachdem  a  r=  /9  oder 
ß  z=z  y  oder  azn  y  etc.  oder  keines  von  diesen  dreien,  so  müssen  wir  diese 
Fälle  besonders  betrachten. 

Ist  azz.  ß^  ^o  ist  die  Fläche  von  der  Ordnung 

Alsdann  ist  auch  im  Haüyscheu  Zeichen  x  ZZ  ^  zz  i  %  und  Haüy 
schreibt  einfacher  so: 


—     ao4     — 

4i  *^"  ^  • 

indem  er  die  Fläche  direct  aufs  Octaeder,    und   nicht  aufs  zugehiiri{;e  Pa* 
rallelepiped,  bezieht« 

Setzt  man  aber  in  die  obigen  Gleichungen  x  iiz  «c  1=  i,  und  01=:  t-^-« 
so  findet  man : 

a  ZI  I 
ß-i 

A—  1 

Wir  haben  aber  nach  dem  Vorhergehenden  iwn:— ,  also: 

m  =  J+i  und  A  —  R^'-K 

Diess  gilt  eben  sowohl  vom  Quadratoctaeder  und  regulären  Octaeder; 
ja  überhaupt  von  allen  Octaedern  auf  die  sich  die  Weissischen  Zeichen 
beziehen  lassen;  man  muss  nur  immer  dabei  bezeichnen«  auf  welches  Octa- 
eder man  das  Zeichen  beziehen  soll,  ob  auf  ein  grades  (0  ,  jß  ,  Q"*)  oder 
ein  schiefes  (ß*"). 

Bleibt  immer  a  zz:  y^  so  sind  die  bezeichneten  Flächen  Zuschärfungs- 
flächen  der  vordem  Endkante,  von  der  Form  mRx ;  llaiiy  schreibt  diese 
Flächen  B^"^;  auf  die  allgemeine  Art  müssten  sie  aber  so  geschrieben 
werden : 

Man  muss  also  in  den  obigen  Gleichungen  qizi-t-,  jr~i,  'ffCnoo 
setzen,  wenn  man  die  Werthe  von  a,  /?,  y  wissen  will.  Man  findet,  nach- 
dem man  alle  drei  Werthe  von  a,  /5,  y  durch  •  ,  dividiit,  um  a:=yzi:  i 
zu  machen: 


2o5     «-» 


a 


f^   —  A  — 1 

folglich,  da  hier  m  zz:  ß 

n  —  1 

Dasselbe  gilt  offenbar  auch  von  den  Decrescenzen  an  der  Endkante  y. 

Sind  endlich  a,  /3,  }^  alle  drei  von  einander  verschieden  und  leidet 
das  Haüysche  Zeichen  {AltW^)  gar  keine  Vereinfachung,  so  ist  es  eine 
Fläche  von  der  Form  wiß^'x,  worin  /»  uz— und  n  zz— ,  oder  von  der  Form 
Tf/B,  y^  worin  m^  zz,  ^  ^^^  i/  i=:  — .  Setzt  man  iur  o^  /9,  y  ihre  Werthe, 
SO  hat  man : 

^_^    xz  -|-  cj«  —  ojr 

»2  n: i — 

Jts  —  a»s  -j-  £jx 
^  ^_^    jts  —  ÜX  -|-  OJP 


771 


XS  -^  (J2  <JJP 


^_   jt5  -|-  05  -U  oap         ^  jp«  -|-  oe  -i-  cjjr 

Ä  ,«« ! ;  n 


ors  -|-  (Js  —  iiix  *  JTX  —  US  -j-  ux 

Man  muss  hier  nicht  vergessen,  dass  wenn  sich  die  Decrescenz  nicht 
auf  die  Ecke  A^  d*  h.  auf  die  Endspitze,  sondern  auf  eine  andere  Ecke 
bezieht,  man  sowohl  die  Weissischen  als  auch  unsere  Zeichen  so  erklären 
muss,  als  ob  die  Hauptaxe  durch  diese  Ecke  gehe;  es  ist  nachher  leicht, 
das  Zeichen  so  umzuändern,  dass  man  es  auf  eine  andere  Hauptaxe  be» 
sieben  könne* 

Da  Haüy  unter  seinen  Grundformen  auch  Rectanguläroctaeder  hat,  auf 

# 

die  sich  die  Weissischen  Zeichen  nicht  beziehen  lassen,  so  erfordern  diese 
eine  andre  Behandlung.  Man  verwandelt,  wie  wir  schon  im  Vorhergehen- 
den  (s.  Nr.  35)   gethan   haben,    das  Haüysche  Zeichen  erst  in  ein  solches, 
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das  sich  auf  das  dem  Rectangularoctaeder  eingeschriebene  Rhombenoctaeder 
beiieht ;  dieses  letztere  wird  dann,  nach  den  ebenfalls  oben  entwickelten 
Formeln,  in  ein  Weissisrhes  ver^'andelt,  aus  dem  man  endlich  unser  Zeichen 
unmittelbar  ableitet.  In  Nr.  35  haben  wir  so  gefunden,  dass  wenn  mau 
das  Haüysche  Zeichen  {jiE^B^^)^  das  sich  auf  ein  Rectangularoctaeder  be- 


liebt, in  ein  Weistisches  |  aa  :  {fb  :  yc  |  verwandeln  will«  man 


a 


w(«  —  X) 


/r=4- 


/ 


"*   US  -|-  LtX  -j-  XZ 

setzen  muss.  Nun  ist  wieder  m  zz —,  fri^zz.%7^  /izz^,  i/":^^^  wenn 
man  die  Fläche  im  allgemeinen  mit  mR  x  oder  n/R  y  bezeichnen  und  auf 
ein  Rhombenoctaeder  beziehen  will«  Ist  die  neue  Fläche  ebenfalls  die 
Fläche  eines  Rectanguläroctacders,  so  ist  x  =:  z  =  i,  und  Haüy  bezeichnet 
eine  solche  Fläche  A^  wo  An: \-  i»     Alsdann  ist 

m  zu  O 
fnf  zz,  oo 

n  zu  oo 

""   —  JT^i 
also 

A  —  ooß^'  -  V- 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  wenn  die  Decrescenz  auf  dem  andern 
ebenen  Winkel  an  der  Spitze  geschieht,  die  der  Endkante  x  des  einge- 
schriebenen Rhombeuoctaeders  entspricht,  man  ^  in  x  verwandeln  muss. 


i 
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Man  kann  das  Zeichen  ooÄ^  ""  ^y  auch  ^  ""  *  schreiben. 

Hier  ist^  immer  diejenige  Ecke  des  Rectanguläroctacders,  durch  welche 
die  Axe  des  eingeschriebenen  Rhombenoctaifders  geht«  Will  man  eine  an- 
dere Axe  des  Rhooibenoctaeders  als  Hauptaxe  einfuhren,  so  ist  es  leicht  das 
Zeichen  darnach  umzuändern.  Im  Arragonit  s.  B«  stellt  llaiiy  die  Basis 
des  Grundoctaeders  (welches  ein  Rectanguläroctatder  ist)  verlicai,  und  be- 
zeichnet  eine  Zuschärfungsflache  (o  in  seinen  Tafeln)  mit  f ,  wo  JE'  die 
Spitze  des  Rectanguläroctaeders,  die  aber  zur  Seite  gekehrt  ist,  bedeutet. 
Setzt  man  in  die  obigen  Gleichungen  ^  =:  3,  so  bekommt  man  unser  Zeichen 
lor  diese  Fläche,  auf  ein  Rhombenoctaeder  bezogen,  dessen  Hauptaxe  durch 
die  Ecke  E  geht,  nämlich 

Will  man  nun  die  andere  verticale  Axe  des  Rhombenoctacders  zur 
Hauptaxe  machen,  so  braucht  man  offenbar  nur  den  Exponenten  umzu- 
kehren, und 

I 

zu  schreiben.     Auf  die  dritte  Axe   bezogen   wird    diese  Fläche    zur  Selten- 
flache  und  bekommt  2/i^jr  zum  Zeichen. 

Es  wäre  unuiitz,  hier  eine  ausführliche  Anleitung  zu  geben,  wie  man 
die  Uaü)  scheu  Zeichen ,  die  sich  auf  Prismen  beziehen ,  umwandeln  soll. 
Da  wir  oben  gelernt  haben,  .die  Weissischen  Zeichen  für  die  Flächen  dieser 
Abstammung  zu  finden,  so  kann  man  erst  diese  suchen  und  dann  zu  den 
unsrigen  übergehen.  Dasselbe  gilt  von  den  Haüyschen  Zeichen,  die  sich 
aufs  Rhomboöder  beziehen.  In  der  folgenden  Zusammenstellung  der  bisher 
entwickelten  Formeln  wird  man  alle  Fälle  aufgezeichnet  finden. 
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48«   Vergleichende  Zosammenstellnng  der  Zeichen   der  Krystallflächen 
nach  Haiiy,  nach  Weiss  nnd  nach  uns. 


Hauysche 
Grundform 


Quadrat- 

octaeder 

(Fig.  84). 


Grades 

Rhomben- 

octaifder 

(Fig.  85). 


Haäysches  Zeichen. 


P 
A 


{E^ETD^) 


p 

A 


Zeichen    nach  Weiss. 


a  : 


:*: 


7-^  a\a\c 


I  aa  :  ßa  :  ya 


worin: 
1 


a 


1 


s 


1 


iJX 


•^+ö'+T 


I  a«  :  ya  :  /?c 


a  \  b  \  c 


Ä+i' 


Nach  uns. 


A-ft 
^-1 


C>* 


Ä— 1 

Ä-j-1 

Ä— 1 


worin: 


m  T^  i— 


X 


tQ"'^ 


R 

A-H 
RA-l 


A— I 
A4.I 


Rx 


ßy 


A— 1 

Ä-fl' 
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HaUysche 
Grundionn 

Hauysches  Zeichen. 

Zeichen   nach  Weiss. 

Nach  uns. 

(A-ETC'') 

oder 

Grades 

1 

a  :  • -^  ^ :  c 

n — 1 

'"■'Ex 

Ä— 1 

Rhomben- 
octacder 

A— I 

a\b\'r-  c 

ß*Ti 

4 

[ 

t 

ihe. 

"^r».  /Sl                       m                    4              FVff/ll 

(Fig.  85). 

aa  \  (ib  '.  yc 

ßa  :  yÄ  :  ac  | 
oder 

Hin  X  oder  — jR     y 

m/1 

oder 

)'ö  :  ftb  :  ac' 

mnR'ty 

Hie 

ang 

rin  haben  «^  /! 
egebenen  Wer 

m,  H  die  schon  oben 

Rectangii- 

I 

und 

JV 

A  (Fig.  86) 
^A  (Fig.  86) 

f  (Fig.  89) 
i  (f  ig.  87) 
'b  (Fig.  86) 

ß*  (Fig.  86) 

C  (Fig.  86) 
b  (Fig.  86) 

a  :  cx>Ä  :  c  | 

j: 

larortAP* 

lind 

und 

der 

1  00« : ö:c  1 

/i+i 

(Fig.  86). 

A+l 

ooÄ :  b :  ^_^^c 

f  1  M 

A-f-2 

^^^^  =  2+/ 

oS>a:b:^^c 

y' 

A+l 

haxbi-r-r-.c 

Ä-fl 

AR  ^  X 

«•''^•4i^ 

] 

fl :  oob :  .-^^ 

Ä— 1 

1 

t 

^             1 

27 
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Haiiysche 
Grundrorm 

Rectangu« 

läroctae« 

der 

(Fig.  86). 


Quadrati« 
sches  Pris* 
ma(Fig.3i) 


Haiiysches  Zeichen. 


f!'  (Fig.  86) 

*£  (Fig.  86") 

*^  (Fig.  87) 

£*  (Fig.  87) 

E  (Fig.  88) 
(.4iiJ^Zr)(Fig.87) 


Zeichen  nach  Weiss. 


Nach  uns. 


u : hb  : . — c 
h — 1 


(etETW')   (t^ig.89) 


{EETC) 


r 

i 


und 


M 

h 

A 


ha\bi r-  ^ 

n — t 


{/h^i)aibi^^c 


I  ^  •  m^  •  7 — c 


aa:  ßi :  ytj 


worin:  azz 


y= 


worin  a,  ß,  Y^  m^  n 
Werthc  haben. 

\aa  :ß6:  ytj 


worin 


ß-: 


<j 


(•»+") 


"~*  X 


SO 


o 


j|p(a-j-jps — 


XU 


\ooa  :  00a :  c\ 
Ifloo  :  Ä  :  cxy\ 


h 


Ä— 1 

hR  *  X 

A— 1 
A 

(h4-i)fi*+v 

A+l  * 


.n 


mR"x  oder  — ß     y 


m 


_     ^ 

wonn:  m  zu  — 

a 


n 


a 
7 


— Ä     X  oder  iwÄ  y 
«II  -^ 

die  eben  angeführten 


mR^x  oder  —Ä     y 


worin:  mzz  — 

a 

7 


fori. 


e' 
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Haiiysclie 
Grundform 

Hanysches  Zeichen.    . 

Zeichen   nach  Weiss. 

Mach   uns. 

Qnadrati- 

h 

B 

(AtBriT) 

(A^EfG') 

1 

— fl \a\c 

h 

le- 

acnes 
Prisma 

< 

n 

i 

> 

J 
j 

(Fig.3i). 

ha  :  a  :  ooc  | 

Ä(>o 

X 

\xa\  za :  (ac 

X 

1  (aa  :  xa  :  zc 

^"- 

P 
M 
T 

h 

A 

hA 

h 

c 

h 

B 
ij 

{A^eCT) 
(A'B^G') 

1 
] 

Rectangu- 

\i 

XDa  :  oob  :  i: 

ßOO 

1** 

lares 

a  :  oob  :  oo^ 

jo 

Prisma 

1  ooa  :  b  :  ooc 

;-° 

(Fig.  32). 

,     1 
a\b\  -rC 

h 

fi" 

' 

' 

)^'.b:c 

T% 

^ 

a :  oob :  -j-c 

i; 
i 

1 

ooa : b :  —^ 

h 

y 

• 

) 
} 

j 

//fl  :  A  :  006* 

jr 

xa  \yb :  iac 

X 

7 

wa  \yb :  -«t 

7«^ 

ja  :  cü^ :  ^^ 

f  «.»^A* 

h 

A 

Oracles 

Rhomben« 

prisma(F.i3) 

JÄ :  oob :  — 

c 

X 
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Haiiyschc 
(inindibmi 

Ilaiivsches  Zeichen.    Zeichen    nach  Weiss. 

0 

^ach    uns. 

V 
(^i/r/T) 

Grades 

Rhomben- 

• 

ooö  :  ^b :  yt 

*+;äm-x 

pnsma 

(Fig.  {3). 

TT— ö  :  7 — 6 :  ^ 

k 

A— 1 

1 

oder  -Z-Ä*— «y 
1 

1 

* 

oder  ^|Ä*+ijr 

1       . 

ÄßOx  oder  -ifiOj' 

fl  :  —3 :  ooc 

n 

^R°x  oder  ÄftOy- 

• 

xa 

'+"«(*+") -x 

X U 

XU 

X^U          X U 

oder  '7"ä(*-«)  y 

X-|-M                              -^ 

xo 

i 

ux                X'J     , 

* 

'+"Ä"(*+  ')x 

X — u 

xts 

oder  "7'fi''(*-^)y 

XU 

ux              tt«    » 

r — u       x-|-ii 

« 

» 

3t*m 

oder  '-^"«"(^S-V 

X — u                    J 

X'J 

Jt 

.r-  •            x*'t   , 

x+u 

x-# 

oder  '■'■'Ä-C'+^V 

X O                            '^ 
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Hau  y  sehe 
Grundform 

Haüysches  Zeichen. 

Zeichen   nach  Weiss. 

I<Iach   uns. 

E 

''E  **) 
0 

h 

D 

h 

B 

A 

k 

Schiefes 

a  :  —-Ä :  f 

2 

4«' 

Tl  hnrnnpii- 

1                                   \ 

prisma 

—7 :  j^b :  c 

h         A-J-i 

A                                   1 

A+t                      A               -^ 

* 

(Fig.  45). 

1 

(wen  nÄ<2):^Ä2""*jr 

1 

(weunÄ>2)*-=j5Ä-2x 

i 

qr2^-~*4^ 

^ 
^ 

jh+2 

• 

1 

f 

Ä-f.2       Ä—  1 

> 

oder  ^fi*-V 

- — fl :  Ä :  -7-ir 

oder  (Ä+i)ß   ^  X 

h 

oder  jzjß/ 
niuss  man  cr^  für  a  und 

- — a  \hb\c 

NB. 

4. 

Wenn  Ä<i 
(  för  fi  setzen 

,  so 

2 

c 

#1 

^2-Ä 

1 

*                       1        Z 

T^/^-/^^ 

1 

oder  '7*5^^/ 

♦)  o^lcr  ( 

ED^G^y                                                     ♦♦)  oder  {EB^G^). 
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Ilaüysche 
Grundform 


Schiefes 

Rhomben- 

prisma 

(Fig.  45). 


Schiefes 
Rectangu- 
lärprisma 

(Fig.  47)- 


Hauysches  Zeirhen. 


(E^ETD") 


(O-D'D") 


(AsTBr) 


•)  oder  (Kfl'r;'). 


A 

E 


A 


Zeichen   nach  Weiss. 


aaißi'.yc 


worin:  a: 
ß 

r 


ux 


ux 


I 


oui\ßb\yc\ 


worin:  azz 


IJUJP 


/»=£: 


X — u 


YZZ(o 


aa  :  ß6  :  yc 


worin :  a 


UUX 


.^                liJC 
*  li X 

yzzoi 


A+1  Ä 


h 


Ä— 1  Ä 


*«( 


)  oder  (EC^G^y 


Nach  uns. 


^Ä7x  oder  4R7^ 
worin:  ibzz  — 

a 
7 


-Rrx  oder  ^Ä'r 


fi 


a   -  ^ 

■^S 1  x^  oder  —Sty 

a  A  J 


(Ä+i)Ä^+'x 


—Ar  oder  -rti^x 
2     -^  h 

j^R  y  wenn  A  >  i 

jZ^y  wenn  A  <  i 

•     A, 
(Ä-  f  )fi*-ix  wennA>  i 

h 

( r  — h)S^  "*xwennA<  i 
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Haüysche 
Grandform 

Reguläres 
sechsseiti- 
ges Prisma 
(Fig.  6i 
und  62). 


Haüysches  Zeichen. 


Rhomboe- 
der. 


^ijB^ß^ 


oder 
oder 


Zeichen    nach  Weiss. 


oder  vollsländigcr 


de 

aa  :  ßa  :  ya 

f  5  :  ^  :  7j5 


worin  ;  dzzco 
aZZx 

2xy 


C: 


2*/ 


'        X — y 


de 
ouiißa:  ya 
es :  $5 :  tjS 


worin  d 


a 


1 


ä=  * 


1 

2 


Nach    uns. 


t 


~Dx 


a 


a 


od 


er 


2a^lf 


D 


^ 


2a 


2a  2n — ß 

worin  —  ~  -— T 
5  p 


oder 


2y 


2jry — cor — 1>^ 
2 


xZ-j-j^w —  2*<* 
2 


.■^ 


iJ/'j — A/ — *• 


«j 


worin  -^  rz  — '— 
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Alf.  Die  Formeln  für  das  reguläre  System  findet  man  aus  denen  des 
quadratisc.ien  Prisma  und  Octa^dfcrs,  indem  man  alle  Azen  untereinander 
gleich  setzt.  Das  Haüysche  grade  Prisma  mit  rhomboidischer  Basis,  und 
die  übrigen  Formen  mit  schiefen  Azen,  werden,  wenn  man  ihre  Flächen 
nach  unserer  Art  bezeichnen  will,  eben  so  behandelt,  wie  die  ähnlichen 
Formen  mit  rechtwinklichten  Azen ,  nur  muss  man  nachher  bei  der  Rech- 

■ 

nung  nicht  vergessen,  dass  die  Azen  keine  rechte  Winkel  untereinander 
machen ;  die  Weissischen  Zeichen  dieser  Formen,  die  immer  rechtwinklichte 
Azen  voraussetzen,  kann  man  nur  nach  gewissen  Suppositionen  finden,  die 
zu  speciell  sind,  um  in  eine  allgemeine  Formel  gefasst  werden  zu  können» 
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z  vv  E  rr  E  s    c  a  p  i  t  e  l. 


Berechnung  der  H^'inkel ,  des  Folumens,  der  Oberfläche  der 

Krjstalle. 

49«  Naclidem  wir  das  Gesetz  kennen  gelernt,  nach  welchem  die  Fluchen 
desselben  Krystaiis  unter  einander  zusammen  hängen,  und  eine  auf  dieses 
Gesetz  gegründete  Bezeichnung  derselben  eingeführt  haben,  wollen  wir  uns 
an  die  Entwickelung  der  Formeln  machen,  welche  den  Zusammenhang  der 
Krystallwinkel  unter  einander  geben. 

Diese  Formeln  können  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  gefunden  werden. 
Am  einfachsten  ist  es,  sich  zu  ihrer  Auffindung  der  sphärischen  Trigono- 
metrie zu  bedienen  (trigonometrische  Krystallonomie) ;  viel  allgemeiner  wird 
aber 'die  Behandlung,  wenn  man  sie  auf  die  analytische  Geometrie  der 
Ebenen  gründet  (analytische  Krystallonomie). 

Zuerst  wird  uns  der  Zusammenhang  der  Winkel,  die  den  Grundfor« 
men  gehören,  beschäftigen;  aus  diesen  lassen  sich  nach  den  obigen  Prinzi- 
pien die  Winkel  der  abgeleiteten  Formen  leicht  berechnen. 

Man    kann   die   Grundformen    unter    zwei   Abtheilungen    bringen;    es 

glebt    nämlich   einige,    bei    welchen    man    nur   einen    Winkel    zu   wissen 

braucht,  um  alle  übrigen  berechnen  zu  können;  bei  andern  ist  die  Ken nt- 

niss   zweier   und   mehrerer  Winkel    nothwendig.    Zu   den  erstem  gehören 

28 
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das   Rhombocder ,    das  Dihexaeder,    das  Quadratoctaeder;    m    der  zweiten 
Abthellung  stehen  die  Rhombenoctacder  und  Rhomboidoctaeder« 


Trigonometrische  Krjstallonomie. 

Die  sphärische  Trigonometrie  giebt  uns  den  Zusammenhang  zwischen 
iitn  ebenen  Winkeln  und  den  Neigungen  der  Flächen,  die  in  einer  Ecke 
zusammen  kommen.  Es  sey  £*,  Fig.  90,  eine  solche  Ecke;  man  denke  sie 
sich  in  den  Mittelpunct  einer  Kugel  gelegt,  so  dass  oXso  EB ':^  EC 'zz,  EA 
die  Radien  d£r  Kugel  vorstellen,  und  BC  ^  AB^  BC  Bogen  grösster  Kreise 
sind,  welche  durch  den  Durchschnitt  der  Ebenen,  die  durch  die  Linien 
EBy  EC^  EA  gehen,  mit  der  Oberfläche  der  Kugel  gebildet  werden. 

Es  ist  aus  dem,  was  in  der  Einleitung  (s.  sphärische  Trigonometrie) 
gesagt  worden  ist,  klar,  dass  das  sphärische  Dreieck  ABC  die  Ecke  E  repra- 
sentirt,  d.  h.  dass  die  Winkel  dieses  sphärischen  Dreiecks  den  Heiguogs- 
winkeln  und  dass  die  Seiten  desselben  den  ebnen  Winkeln  an  der  Ecke 
gleich  sind;  und  dass  die  Neigungswinkel  und  ebenen  Winkel  der  Ecke 
denselben  Zusammenhang  untereinander  haben,  als  die  Winkel  und  Seiten 
dieses  sphärischen  Dreiecks* 

Die  in  der  Einleitung  angegebenen  Formeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie lassen  sich  also  auch  bei  den  Krystallen  anwenden. 


Vom  Rhomboeder ,  Dihexaeder  und  Quadratoctaeder. 

Man   denke   sich   eine  Ecke,  in  die  /z  Kanten  zusammen  kommen;   die 
Neignngswinkel  der  n  Flächen  und  die  Winkel  zwischen  den  Kanlea  seyen 
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einander  respective  gleich ;  wir  wollen  die  Neigungswinkel  der  Flächen  mit 
A^  die  Winkel  zwischen  den  Kanten  oder  die  ebenen  Winkel  an  der  Ecke 
mit  a  bezeichnen.  Das  sphärische  Vieleck  Fig.  91  repräsentirt  eine  solche 
Ecke;  die  Auflösung  desselben  wird  uns  mit  Leichtigkeit  zu  den  nöthigen 
Formeln  für  die  erste  Abtheilung  der  Grundformen  fähren. 

Es  sey  D  der  Mittelpunct  des  sphärischen  Vielecks ;  durch  diesen  Punct 
und  zwei  benachbarte  Winkel  lege  man  zwei  Kreisbogen,  mit  demselben 
Halbmesser  und  aus  demselben  Mittelpunct  beschrieben,  als  die  Seiten  a 
des  Vielecks.  Man  bekommt  dadurch  ein  sphärisches  Dreieck,  das  Fig.  92 
besonders  abgebildet  ist,  und  dessen  drei  Winkel  offenbar  1^^,  ^A  und 
sind.  Die  eine  Seite,  nämlich  die,  welche  dem  Winkel  an  D  gegen- 
über liegt,  ist  a;  die  beiden  andern  Seiten  wollen  wir  mit  r  bezeichnen; 
sie  sind  offenbar  dem  Neigungswinkel  der  Kanten  gegen  eine  Linie ,  die 
durch  den  Punct  D  und  durch  die  Spitze  der  Ecke  geht,  und  welche  in 
allen  Grundformen  mit  der  Axe  zusammen  fällt,  gleich.  Das  Perpendikel  / 
endlich,  aus  Z)  auf  die  Seite  a  gefällt,  repräsentirt  die  Neigung  der  Flächen, 
die  sich  in  der  Ecke  schneiden,  gegen  dieselbe  Axe.  Es  halbirt  die  Seite 
a  und  den  Winkel  bei  Z).  Die  Stücke  dieses  Dreiecks  hängen  durch  fol- 
gende Formeln  zusammen,  die  leicht  aus  den  in  der  Einleitung  gegebenen 
Formeln  für  das  rechtwinklichte  sphärische  Dreieck  abzuleiten  sind« 
(i)  cos.  ia  sin.  ijA  zz  cos. ♦ 

(2)  tang.  iA  COS.  r  —  cot«  . 

.^^  «M.  4^  .        180® 

(3)  — ^  ZZ  sin.  — . 

^   f^      COS. «  n 


COS.  « 

o 

cos.   — • 


(4)  —  =:  cos.  — 

^-.  •">.  4«  ^_    .      ISO** 

(5)  — r-2i  —  sm,  — • 

^  '     sin.  r  n 


i 
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sin.  i 


col.  • 

n 


(7)  COS.  t  zzz  COS.  ia  tos.  i. 

(8)  sin.  r  sin.  lA  zzz  sin.  1. 

(9)  tg.  r  COS.  iJ  —  tg.  ia. 
(lO)  tg.  iA  sin.  ^a  =:::  tg.  /• 

Da  nun  beim  ][lhombocder  drei  Kanten  in  der  Spitze  susammen  kom- 
men,  beim  Quadratoctaeder  vier>  beim  Dihezaeder  sechs ;  so  ist  beim  Rkom- 
boeder  n  zz  3,  beim  Quadratoctaeder  itzz4  ^^^  beim  Dihezaeder  11  =  6; 
und  die  obigen  Gleichungen  bekommen  für  diese  drei  Körper  folgende 
Gestalt. 

NB.  In  dieeer  Tabelle  bedeutet  j4  die  Neigung  z-weier  benachbarten  Flächen 
an  der  Endkante^  a  ist  der  ebene  Winkel  an  der  Spitze,  i  die  Neigung  der  Fläche, 
/•  die  Neigung  der  Endkante  gegen  die  Axe. 


Rhombocder. 


L  cos.  ia  sin.  iA, 


IL  '^ 

III.  COS.  r   tg.  ^y^ 
1  «j      sin.  i 


=  4 


Quad  ra  toctacder. 


=  / 


VI. 


COS.   l 

sin.  .{a 
sin.  r 


=  /! 


Vi 


V, 


Dihezaeder. 


Vi 


1/3 


Es  Ist  merkwürdig,  dass  die  Werthe  von  —  beim  Rhomboeder,  Quadrat- 
octaeder und  Dihcxeder  eine  Reihe  bilden,  deren  allgemeines  Glied  K?  ist» 
in  welchem  x   nacheinander   die  Werthe  i ,  2 ,  3   annimmt.     Es   kommen 
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keine  Kryslallformen  vor,  bei  welchen  der  Werih  von  x  zv^ischen  diese 
Zahlen  fiele«  Eben  so  vrenig  kann  i:  rz  4  werden,  weil  alsdann  tg,  r  z=  tg.  / 
würde,  was  nnmöglich  ist. 

So.  Der  körperliche  Inhalt  dieser  drei  Grundformen  ist  eben  so  leicht 
zQ  finden.  Es  sey  Fig.  ^3  die  Basis  einer  graden  /iseltigen  Doppelpyra- 
mide,  deren  Winkel  an  den  Endkanten  untereinander  gleich  sind,  so  dass 
also  die  Dreiecke  DCC  gleichschenklicht  und  einander  gleich  sind.  Die 
Höhe  dieser  Pyramide  oder  die  halbe  Axe  der  Doppelpyramide  sey  der  Ein- 
heit gleich  gesetzt;  so  ist  offenbar  DC  zz  tg.  r,  und  der  Inhalt  des  Drei- 
ecks  DCC  gleich  \  tg.  V  sin.  —  •  Dieser  Inhalt  mit  n  multiplicirt  giebt 
den  Inhalt  der  Basis  der  izseitigen  Pyramide;  und  dieser,  mit  der  Höhe 
der  Pyramide,  d.  h.  mit  Eins  multiplicirt  und  durch  Drei  dividirt,  den 
Inhalt  der  Pyramide  oder  die  Hälfte  des  Inhalts  der  Doppelpyramide.  Be- 
zeichnen wir  den  Inhalt  der  Doppelpyramide,  die  halbe  Axe  ~  i  gesetzt, 
mit  K^  so  ist : 


.g-  ^__^   n.tg.  2r»sin, 


360]* 

n    . 


3 

Setzt  man  in  dieser  Formel  nacheinander  n  "i^  l^^  n  'ZZ.  6^  so  hat  man 
die  körperlichen  Inhalte  des  Quadratoctacders  und  Dihexaeders. 

Inhalt  des  Quadratoctacders,  die  halbe  Axe  m  i  gesetzt,  rz  — 3— • 

Inhalt  des  Drhexaeders,  die  halbe  Axe  zz  i  gesetzt,  zz  tg.  Vy3. 

Dieses  Verfahren   kann   beim  Rhomboeder  nicht   angewendet   werden, 
weil  seine  Kanten  an  der  Basis  im  Zikzak   liegen.      Hier   sucht   man    erst 

die  Lange  der  Kanten,   welche   offenbar  gleich  r i^^«    wenn   man    die 

halbe  Axe  des  Rhomboeders  gleich  i  setzt;  denn  eine  Linie,   die  aus  dem 
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der  Spitze  enlgegengeseUten  Endpuncte  einer  Endkante  senkrecht  aof  die 
Aze  gefallt  wird,  schneidet  von  der  ganzen  Ate  ein  Dritttheil,  von  der 
halben  also  zwei  Dritttheil  ab. 

Hierans  folgt«  dass  der  Flächeninhalt  der  Seitenfläche  des  RbomboSders 
gleich  4-  — ^  »t*    Betrachtet   man  nnn  das  Rhombofder  als  ein  l^rallel. 

^  9     cos.'r 

epiped,  dessen  Basis  eine  Seitenfläche  ist,  so  ist  dessen  Hohe  offenbar  eine 
Linie,  welche  der  senkrechten  Entfernung  zweier  parallelen  Seitenflichen 
gleich  ist;  diese  senkrechte  Entfernung  ist  aber  gleich  einer  Seitenfcante, 
multiplicirt  mit  dem  Sinns  des  Neigungswinkels  der  Seitenkante  gegen  eine 
anliegeifde  Seitenfläche,  also  gleich  — ^^^^fe>.  Diese  Höhe  des  Parallelepi- 
peds  mit  der  Basis  fl[inlti|>licirt,  giebt  den  Inhalt  des  Rhomboeders,  den  wir 
mit  K  bezeichnen  wollen;  nämlich: 

jtr  _^    8         »ia,a*tiii.(i-[-r) 
— ^   27  co$.®r 

Man  kann  aas  dieser  Formel  /  und  a  mit  Hülfe  der  eben  gefundenen 
Gleichungen  —  zz  i  und  ~—  zr  Vj  fortschaffen;  sie  bekommt  alsdann 
folgende  Gestalt: 

'^  -  TvT- 

Die  Oberfläche  des  Rhombocders  ist  sechs  Mal  so  gross,  als  der  Flachen- 
inhalt  einer  Seitenfläche,  also,  wenn  man  diese  Oberfläche  mit  0  bezeichnet, 

3     eos."r   *""    l-{-2  cos.a* 

Beim  Quadratoctaeder  und  Dihesaeder  ist  offenbar  die  Endkante  gleich 
— ;  die  Seitenfläche  also  gleich  i  ^~^;  die  ffanze  Oberfläche  also: 

m 

Oz=. 


COS.  *r 


Beim  Quadratoctaifder,  wo  cos*  V  zz  cos«  a  ist,  ist  auch 

0  n  4  ^»-  ^« 
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Der  Flächeninhalt  des  sphärischen  Vielecks  Fig.  91  ist  nach  der  in  der 
Einleitung  gegebenen  allgemeinen  Formel  fürs  Dreieck  ebenfalls  leicht  zu 
finden.  Dieser  Flächeninhalt  drückt  das  Yerhältniss  aus,  das  zwischen  dem 
Raum,  den  die  Ecke  annimmt,  und  dem  ganzen  Raum,  der  um  einen  Punct 
her  liegt,  statt  findet;  wenn  wir  also  die  Oberfläche  der  Kugel,  in  deren 
Mittelpuncte  die  Spitze  der  Ecke  liegt,  in  36o  Theile  theilen,  so  geben 
wir,  indem  wir  den  Flächeninhalt  des  sphärischen  Vielecks  anzeigen,  eben 
so  den  Werth  der  Ecke,  als  soliden  Winkel  betrachtet,  an,  wie  wir  den 
Werth  eines  ebenen  Winkels  angeben,  wenn  wir  anzeigen,  wie  viel  Grade 
er  Ton  der  Peripherie  eines  Kreises,  die  ebenfalls  in  36o  Theile  getheilt 
worden  ist,  abschneidet. 

Um  den  Flächeninhalt  des  sphärischen  Vielecks  Fig.  91  zu  finden, 
tbeilt  man  es,  wie  oben,  von  seinem  Mittelpuncte  aus,  in  n  gleiche  Drei- 
ecke. Die  Winkel  jedes  dieser  Dreiecke  sind  offenbar  \A^  \A  und  — ; 
der  Flächeninhalt  jedes  Dreiecks  also,  die  Oberfläche  der  Kugel  gleich  36o^ 
gesetzt,  ist: 


A  -| 180 


2 
Dieser  Ausdruck  mit  n  multiplicirt  giebt  den  Flächeninhalt  des  ganzen 

/lEcks,  welcher  also  ist : 

nA  —  (w— 2)  1 80° 
2 

Da  dieser  Flächeninhalt,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  den  Werth  der 
aus  den  Neigungswinkeln  A  gebildeten  Ecke,  als  soliden  Winkels,  in  Gra- 
den ausgedrückt,  giebt,  so  wollen  wir  ihn  Eckenwerth  nennen  oder  Spitzen« 
werth,  wenn  es  die  Spitze  irgend  eines  Körpers  ist,  und  ihn  mit  £  bezeichnen» 
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So  ist  also: 

i 

Der  Spitzenwerth  des  Rhombol'dcrs  gleich  -i-HJ^Ü, 

Der  Spitzenwertb  des  Quadratoctacders  gleich  - — ^ « 

Der  Spitzenwerth  des  Dihexaeders  gleich  -^— ^ . 

Will  man  die  Oberfläche  der  Kugel  nicht  i=  36o^,  sondern  zz  i  setzen, 
^  müssen  die  obigen  Ausdrucke  der  Spitzenwerthe  durch  36o^  dividirt 
werden. 

Beim  Rhomboeder  ist,  nach  dem  Obigen, 

E  —  \A  —  90^ 

also 

sin.  E  ZIL  —  cos.  \A  zz  —  cos.  {A  -f-  lA)\ 
oder    da   cos.   {A  -}-  \A)   ~   cos.  A   cos.  \A  —   sin.  A   sin.   \A ^     und 
sin.  A  ZU  ^  sin.  lA  cos.  \A^  und  2  sin.  *  ]^A  zr  i  —  cos.  A 

sin.  E  zz,  COS.  lA  (i  —  2  cos.  A). 

Kach  dem  Obigen  ist  beim  Rhomboeder 


A  = 


3V3    ' 


substituirt  man  in  diesem  Ausdrucke  den  aus  der  Gleichung; 


cus.  r 


I  3  i|.  1-/ 

bervorgehendrn  NVerlh  Ton  tg.  V,  so  tindet  man  ; 

3>  3  c«>.  -*  jT"* 
Kun  ist  aber  nach  dem  Vorhergehenden : 


I 


—  2  cos.  A  ^ 


COS.  J -#  ' 


j" 


aUo 


»^  _       4  **^  -^ 


•fi 


3>  3c<M.  *  ^^^ 


Auf  ähnliche  Art  findet  man,    dass  die  Formel  fiir  die  Oberfläche  des 
Rhomboeders : 

8  »in.  a 


0 


3  CO»,   V 


.  I 


indem   man   sin.  a  zz  2  sin.  j^n   cos«^a,     cos«  ia  zi  ^  .    .  ■    und    cos.  r 
— -  -, setzt,  folgende  Form  annimmt; 

CO».  2  J^       » 

oder  da  nach  dem  Obigen  i  -—  2  cos.  A  :^  — -^  ist : 

"  COS.  4-^ 

^    4-/  sin.  J?     ' 

Vco»,«5^' 

and 

O^  =  ,6  .  -^. 

COS.   •  J.'f 

Aus  der  Vergleichung  der  beiden  Ausdrucke  für  K  und  O  folgt: 

12. ys-AT 


0 


COS.  ^  Xy# 


Beim  Quadratoctaeder  ist 

sin.  JE  =:  sin.  {iA  —  180^  ±1  —  sin.  7.A 

« 
iz:  —  2  sin.  A  cos.  A  zu  —  4  ^^s.  ./^  sin.  i^A  cos.  j-^^. 

Da  nun 

cos.  r  zt  cot.  \A^ 


2     1  —  cot,  a  i^ 

^S*      ^    —        cot.  a  J.# 
—  COS.  j4 
COS.  ai.#  ' 

so  ist,  wenn  man  fär  —  005.  A  den  eben  gefundeneh  Werth  7-: — r> — t: 

'  ^  »  4  •*°-  i"^  *^**'  J"^ 

substituirt, 


tg.  V  =: 


also 


Ä 


4  sin.  J^  COS.  ^li^ 

•in.  £ 
S  sin.  ^^^  COS.  '  i^ 


29      ' 
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Auf  ähöliche  Weise,  wie  beim  RlMmlwader^  findet  mad  vmh  die  Ober- 
fläche des  Quadratoctacders  in  einer  trigonometrischen  Fanetiön  vtm  A 
ausgedrückt«     Es  ist  nämlich  beim  Quadrat#ctaeder 


4  sin.  a       _     8  sin.^^  cot.  ^ 


o  _ 

COS.  *T  COS. 


'r  COS.  ^r 


Nun  ist  aber 


1 


also 


«  2  sm.  3  I^— 1 

Sin.  ^a  ~     ^  .    a.^ 

'^      ^^      2  sin.  ^  j^ 


und 


,       •2  sin.  »l^— l 

Sin«  a  :=i  2  cos«  \a  sin«  ^a  zz  ' 


sin.  2  J^ 
y  —  COS.  >/ 


•  / 


Es  ist  ferner 


cos.  V  rz  cot«  *4-^; 


substituirt  maa  diese  Werthe  in  der  ersten  Formel  fv  0,  so  hat  man : 

f\  4i/—  COS.  A  ^ 

und  hierin  den  oben  gefundenen  Werth  von  —  cos.  A  gesetzt,  giebt  enillich: 

f\   _        ^  i/  sin.  jE" 

"■*  COS.  ^         "^  sin;  ^  cts.  ^  ^* 

Aus  der   Yergleichung  der  Werthe  von  0  und  K  ergiebt  sieb   Cur*« 
Quadratoctacder : 

Q2   ^       ^^.AT 


eo.»»4^ 

Beim  Dihexaeder  ist :  ...... 

sin.  E  zz  sin.  {3A  —  SGo^)  ; 
also 


V  ;j. 


sin«  iE  zz  sin.  (iA  —  i8o^  iz  —  sin.  (A  +  {-^ 

ZZ  an.  Ji^  (i  —  4  cos«  *Jif). 
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Da  nun 

COS.  ^r  zz  3  cot.  ^i^f 
so  ist 

*       2     —   1— 3«ot.  »iA 

J  —  4  CO».  ^  i^ 

— ; =-H 

3  COS.  a  i^ 

Für   I  —  4^0^  *4-^  ^^^   ®^"   gefundenen   Werih   dieses  Ausdracks 
substitmrt,  giebt  •  . 


mitliin 


'  «in.  i£ 

o  3  sin.  iJ  COS.  a  J^' 


g^  «in.  j^ 


y  3  «in.  j^  COS.  ajy 

Was  die  Oberfläche  des  Dih^aeders  betrifft,    so  ist,    wie  wir  gesehen 
haben 

6  sin.  a 


0 


COS.  ^r 


Nnn  ist  aber 


\ 


COS.  'i/r  =  ,  .    a,v 

4  Slli.   »  J^ 


also 


Sin.  'ifl  =:      .  .    a.J^ 

4  sin.  »  4^ 


md 


1^3  Vi  —4  COS.  »  «^ 

Sin.  /2  ZU  2  sin»  ^  cos«  ia  zz  — 


2  «n.  »  i.f 


Ferner  isi- 


COS.-V  ~  3  cot.  ^ij4» 

Diese  Werthe  voif  sin.  a  und  cos.  V  in  die  Formel  für  O  substituirt, 
giebt 

Q  1^3  •!— 4cos.^4^. 

COS.  2  J^  ' 
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und  hierin  den  eben  gefundenen  Werth  von   i   —  \  cos.  ^i^4  sofastituirt: 

O — 


V3  V^'in.  yE 


V  »in.  \j4  COS.  *  \A 

Aus  der  Vergleichung  der  Werthe  von  0  und  K  crgiebt  sich  : 

3>^3.Ar 


o« 


COS.  >  \A 


Der  Mutzen  der  eben  entwickelten  Formeln  besteht  besonders 
dass  sie  uns  in  den  Stand  setzen,  aus  den  Neigungswinkeln  A  der  Fliehen 
an  den  Endkanten  gleich  den  körperlichen  Inhalt  und  die  Oberfläche  des 
Körpers  zu  berechnen,  vermittelst  einer  Formel,  die  zur  logarithmischea 
Rechnung  sehr  bequem  ist« 


Zusammenstellung     der    eben    entwickelten  Formeln. 

Die  halbe  Axe  ist  gleich  i  gesetzt. 


Beim  Rhomboeder. 

Beim  Quadratoctaeder. 

Beim  Dihexaeder. 

K  — 

4  tg.  2r 

3^3 
4  »in.  (?^— 90°) 

3y3cos.'4>/ 

_    4  tg.  '»r 
3 

• 

__     »in.(2>Y— .180°) 
"•  3  sin.  ^^  COS.  ">  1^ 

=  ys  •  tg.  V 

sin.  (%j4  —  180**) 

y  3  sin.  j^  cofc  «  4.^ 

0=z 

Stin.a 
3cos.^i' 

— 

4  sin.  a           f 

6  sin.  a 
■     CO».  *r 

•^— " 

cos.  «4.^ 

.  2  -j/sin.  (2-^—180*) 
sin.  f^J  COS.  *  iyi 

sin.  4^  cot.  4^ 

0^  = 
0  = 

COS.  a  \A 
cos.  \A 

12Ar 

CO».  »4./ 

4tg.r 
"■"   cot.i^/ 

3^3 -JT 

CO«.  2  4^ 

3  tg.  r 

""    COS.  J-./ 
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Eifuges  über  die  Axen  der  bisher  besprochenen  Körper. 


5i.  Ausser  der  Häuptaxe,  welche  von  der  obern  zur  untern  Spitze 
der  oftgenannten  Körper  geht,  giebt  es  noch  viele  andere  Axen«  welche 
andere  entgegengesetzte  Ecken  derselben  Körper  mit  einander  verbinden. 
Ifan  kann  überhaupt  jede  Linie,  die  durch  den  Mittel punct  des  Körpers 
nach  irgend  einem  ausgezeichneten  Punct  auf  der  Obei'fläche  desselben  geht, 
eine  Axe  nennen.  So  kann  man  Axen  unterscheiden,  die  aus  dem  Mittel- 
punct  durch  die  Ecken  gehen;  andere,  die  aus  dem  Mittclpunct  senkrecht 
auf  die  Kanten,  noch  andere,  die  aus  dem  Mittelpunct  senkrecht  auf  die 
Flächen  gefällt  sind ;  wir  wollen  die  Axen  erster  Art  Eckenaxen,  diejenigen 
zweiter  Art  Kantenaxen  und  die  Axen  dritter  Art  Flächenaxen  nennen« 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  die  Fläclienaxen  der  drei  Körper,  die  wir 
bisher  betrachtet  haben,  in  jedem  derselben  alle  untereinander  gleich  sind. 

Die  Axen,  welche  rechte  Winkel  mit  den  Endkanten  machen,  sind 
ebenfalls  gleich  untereinander,  aber  verschieden  von  den  Axen,  die  auf  die 
Kanten  an  der  Basis  fallen;  man  kann  sie  durch  die  Benennung :  Endkan- 
tenaxen  und  Basiskantenaxen  von  einander  unterscheiden;  sie  können  eben- 
falls als  Radien  von  zwei  verschiedenen  Kugeln  betrachtet  werden. 

Die  Eckenaxen  endlich,  wenn  man  die  Hauptaxe  ausnimmt,  die  auch 
eine  Eckenaxe  ist,  sind  ebenfalls  untereinander  gleich;  man  kann  durch 
ihre  Endpuncte  und  die  beiden  Endpuncte  der  Hauptaxe  die  Oberfläche 
eines  Ellipsoids  legen,  eines  Körpers,  der  bekanntlich  durch  die  Umdrehung 
einer  Ellipse  um  ihre  längere  oder  kürzere  Axe  entsteht ;  diese  Umdrehungs- 
axe  fällt  mit  der  Hauptaxe  des  Körpers  zusammen. 


Man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  verschiedenen  Kugeln  und  Ellipsoide 
von  den  Axen  bestimmt  werden,  und  dass  man  aus  der  Länge  und  Lage 
der  Axen  die  Gleichunigen «  die  körperlichen  Inhalte  und  die  Oberfiichen 
derselben  finden  kann. 

Beim  Qnadratoctaeder  nni  Diheuederv  denin  Kanten  an  der  fiasit  in 
einer  Ebeae  liegen,  machen  die  Eolotnaxent  die  man  sich  aus  des  Ecken 
an  der  Basis  nach  Äem  Mittelpunct.  .geaogea  denken  kann ,  reckte  WiiÜBel 
mit  der  Axe.  Ihreliänge  idt  also  gleich  tg«A  wenn  man  die  halbe  Haupt-- 
axe  der  Einheit  gktdi  setzt.  Beiin  fthomboeder  ist  diess  nickt  der  Fall} 
die  sechs  ;Bckeliaxen ,  die  Mh  den  Isechs  Ecken  an  der  Basis  des  RhoäboS- 
ders  nach  dem  Mktelpnnct  gehetti^  l}ilden  init  der  Hasptaxe  abwechselnd 
scharfe  und  8tiimp£e  Winkel,  die  bich  {jenseitig  zu  i8o^  oomplemenlirea« 
Um  sich  einen  deutlichen  Begriff  .davon  au  machen,  lege  man  durch  eine 
Endkante  des  Rhomboeders  und  die  Axe  eine  Ebene,  Fig«  loa«  AB  ist 
die  Hanptaxe,  jiD^  FB.  sind  die  beiden  parallelen  Endkanten,  jiF^  DB 
die  Diagonalen  zlveier  Seitenflächen  des  Rhomboeders;  die  ganze  Figur  ist 
ein  Rhomboid,  dessen  Winkel  FAD  .zz  x  ^  r« 

Macht  man  AK  zu  FK^  BLzz  LD,  so  ist,  wie  in  aUen  Rhomboiden^ 
offenbar  AG  zz^  GH  ZZ.HB  ZZ  ^AB,  nndi  KG  oz  ;CZ>.  Dass  aber  bei 
G  ein  rechter  Winkel  istt  zeigt  sich  schon  daraus,  dass  die  Tangenten  von 
FAB  und  DAB  oder  tg.  i  und  •  tg.  r  sich  zu  einander  verhalten ,  wie  die 
Linien  KG  und  DG^  nämlich  wie  .1:2  v^khes  nur  in  dem  Falle  möglich 
ist,  wenn  der  Winkel  KGA  ein  rechter  ist» 

Die  ^blosse  Ansicht  der  Figur  zeigt  uns,  dass,  wenn  man  die  halbe 
Hauptaxe  n:  i  oder  die  .ganze  EUiuptaxe  AB  ziz  2  setzt. 
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Diese  halbe  Diagonale,  oder  BFf  ist  aber  offenbar  gleich  der  mit  «in. 
la  mnltiplicirten  Endkante  des  Khombpedets  oder  gleich  ""' ^ »  oder,  da 
sin.  ia  zu  — ^^,  gleich  tg.  r  •  Vi;  das  ist  also  der  Werth  4^r tBmU- 
kantenaxe  des  Rhomboeders. 

Was  die  Winkel  betrifft,  die  die  Agitn,  untereinander  bilden,  so  haben 
wir  schon,  oben  gesehen,  d^ss  der  Winlte^.a«  den  die  Basiseckenaxen  mit 
der  Hanpta^e  machen,  so , b^$chi^e(i  Irti.  di^as  dessen  Tangente  doppelt-  s# 
gross  ist,  als  die  Tangente  der  Neigung rdek*  Kndkante  des  RhomboSders 
gegen  die  Axe.    Aus  dem  Vcfrhiergehenden  seheu  wir  aber,  dass 

2  tg.  r  =  tg.  r^,  ..  - 1 

wo  r  die  Neigung  der  Endkante  des  nächst  stumpferen  Rhomboeders  gegen 
die  Axe  bedeutet.  Wenn  man  also  Ebenen  durch  die  Basiseckenaren  des 
Rhomboeders  legt,  so  sind  diese  eben  so  gegen  einander  geneigt,  wie  die 
Flachen  des  nächststumpferen  I^homboed^rs, :  .     ,   i 

Die  Basiseckenaxen  des  Qua^atOQtaeders  und  Dihexaeders  liegta  in 
einer  Ebene,  und  maqhen  einen ;r|N[:hte|L  Winkel  mit  der  Hauptaxe;^;.ebea 
so  die  Basisk^ntenaxen  dieser  Körper«  :      .  . 

Die  BasiskanteAaxen  des  Rboml)oe4ers>  ^n\acbi^n  ebenfalls  rechte  Winkel 
mit  der  Hauptaxe;  sie  liegen  alle  in  ,  einer  Ebene  und  machen  Winkel 
Ton  6o^  untereinander.  t:      .        >     ;     . 

Die  WinkeU  die  die  Endkanten  -  und  Flachenaixen  mit.  der  Hauptaxe 
machen.,  >ind  offenbar  gleich  90^  —  r  und  90^  -—  <•  Beteiqhli^t  man 
diese  beiden  Winkel  mit  ß  und  'y  f    so  hat  man 

tg.i/J.=  cot.  r  '    ) 

tg.  y  :iz  cot.  /. 


•  4  •  -  4  < 
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Legt  man  beim  Rhomboeder  durch  drei,  beim  Qnadratoctaeder  durch  Tier« 
beim  Dihexaeder  durch  sechs  benachbarte,  nach  oben  gerichtete  Endkanten- 
oder Flächenaxen  Ebenen,  so  bilden  diese  eine  Ecke  am  Mittelpunct,  die 
der  Spitze  des  Körpers  ähnlich  ist,  aber  andere  Winkel  hat.  Die  Flächen 
dieser  Ecke  am  Mittelpunct  können  so  gegen  einander  geneigt  seyn,  dass 
sie  einem  Korper  aus  der  Reihe,  der  abgeleiteten  Körper  gehören ;  so  wie 
z.  B.  die  Flächen,  die  man  sich  durch  die  Uasiseckenaxen  des  Rhom- 
bocders  gehend  denken  kann,  dem  nächst  stumpferen  Rhomboeder  gehören. 
Nach  den  im  Anfange  entwickelten  Gesetzen  des  Krystallbaues  müssen  dann 
^  oder  —  einfache  rationale  Grössen  seyn.  Macht  man  diese  Bedingung 
in  den  obigen  Gleichungen  geltend,  so  findet  man,  dass  tg.  V  oder  tg.  ^i 
einfache  Grössen  seyn  müssen.  So  oft  also  beim  Quadratoctaeder  und  Di- 
hexaeder das  Verhältniss  einer  Basiseckenaxe  zur  Hauptaxe  einer  einfachen 
Zahl  oder  der  Quadratwurzel  einer  einfachen  Zahl  entspricht,  so  oft  wer- 
den  die  Neigungswinkel  der  Ebenen,  die  man  sich  durch  die  benachbarten 
Endkanten-  oder  Flächenaxen  gelegt  denken  kann,  einem  Körper  aus  der 
Reihe  der  abgeleiteten  Körper  gehören  können. 

Man  kann  sich  noch  ein%  eigene  Art  Axen  denken,  die  aus  dem  Mit- 
telpunct in  die  Mitte  der  Endkanten  oder  Flächen  fallen ;  die  Ebenen,  die 
man  durch  diese  Axen  legt,  sind  offenbar  den  Flächen  des  Körpers  paral- 
lel, in  dessen  Innern  sie  sich  befinden. 

Da  die  Flächenaxen  alle  einander  gleich  sind,  so  kann  man  eine  Ku- 
geloberfläche durch  ihre  Endpuncte  legen;  diese  Kugel oberfläche  wird  Ton 
den  Flächen  des  Körpers  berührt;  man  kann  sie  die  eingeschriebene  Kugel- 

oberfläche  nennen;  ihr  Radius  ist  gleich  sin.  /,  die  halbe  Axe  des  Körpers 

3o 
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rz  I  gesellt ;  ihr  körperlicher  Inhalt  also  —n  sin.  '/ ,  und  ihre  Oberfläche 
4>t  sin.  ^/. 


/  on  (Jen  Formen  die  durch  grade  Abslumpfang  der  Endkanten  aus 
dem  Hhomboeder,  Quadratoctaeder  und  Dihexaeder  abgeleitet 

i^rrden  können. 

52.  Die  abgeleiteten  Formen  dieser  Art  sind  den  Grandfonnen  durch- 
aus ähnlich  und  dürfen  oft  als  solche  angesehen  werden,  indem  die  Wahl 
zwischen  mehreren  solchen  Formen,  welche  sich  durch  grade  Abstumpfung 
der  Endkanten  auseinander  bilden  können,  zuweilen  ganz  der  Willkühr 
überlassen  bleibt;  ja  unsere  eingeführte  Bezeichnung,  wenn  sie  zur  Rech- 
nung einfach  genug  seyn  soll,  erfordert  die  Annahme  mehrerer  von  dies:en 
Formen  als  Grundformen.    * 

Folgende  zwei  Grundsätze  werden  uns  den  Zusammenhang  aller  Stücke 
der  abgeleiteten  Form  untereinander  und  mit  den  Stücken   der  Grundform' 
an  die  Hand  geben: 

1  '  Die  Stucke  der  abgeleiteten  Form  'verhalten  sich  untereinander 
eben  so,  wie  die  Stucke  der  Grundform. 

Die  Neigung  der  Endflächen  der  abgeleiteten  Form  gegen  die  Axe 
ist  der  Neigung  der  Endkanten  der  Grundform  gegen  die  Axe  gleich. 

Bezeichnen  wir  also  alle  Stücke  der  abgeleiteten  Form  mit  denselben 
Bachstabeu,  als  die  Stücke  der  Grundform«  nur  dass  wir  ihnen  eine  Eins 
hinealiigen,  so: 
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so  giebt  der  zweite  Satz  folgende  Gleichung 


'i  =  '"• 


Vermöge  des  ersten  Satzes  gelten  die  oben  entwickelten  Formeln    auch 
fiir  die  abgeleiteten  Formen  und  wir  haben: 

t   A  ISO« 

COS.  \a^  sin.  \A^  zz  cos.  

11  n 

COS.  « Y-  .         ISO" 

— ^7^  zz  sm.  

COS.  I|  tl 

tg^'   tg^,  180^ 

tg.  r  tg.r ,  *       n 

sin.  \a   ^^__   sin.  tjaj  •         180** 

»in.  r     *"^     sin.  r,  ""^  n 

sin.   |-  ,180»  .  . 

—-T-^    ZZ    COl.    (fl) 

tg.  5«,  n  ^    / 

COS.  r    zz:  cos.  \a    cos«  i  •  •  {d) 
sin.  r    sin.  \A    zz  sin.  /••.•••  (/). 

Da  nun  /    zi  Ti  so  haben  wir  auch: 
1 

tg.«  tg.r  ISO» 

-~r    ZZ   ; =     COS.     

tg. «,  tg.r,  n 

COS.  1.1^.  .  ISO»  .,v 

— 2—^  ZZ  sin.  • U}\ 

ct»s.  r  fi  >  ^ 

sin.  \a    .         ISO» 


r    ZZ    Sin.     •    .    m    %    •     .    (c\ 

j  n  ^  / 

Die  Gleichung  (3)  ändert  sich  in 

^  A               /a                          ISO» 
tg.    \A   COS.    i^,    ZZ   COS.    , 

wenn  mau  für  cos.  r  seinen  oben  gefundenen  Werth 


180» 

cot.  

n 

COS.    r   ZZ   TT- 


substituirt. 


Die  Combination  der  Gleichungen  {a)  und  (^)  giebt  folgende  Gleichung 


sin.  Xa  ISO» 

— 7=-  =;  cos#  — . 


r< 


* 
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Die  Gleichungen  (d^  und  (/)  gehen,  wenn  man  r  für  i    substituirt 


COS.  r,  ^ 

=•  m  cos«,  sa^ 

COS.  r  1 

sin.  r 


sin. 


—  ::;::  sin.  iA,. 


Wenn  man  endlich  in  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  der  Sosten  Nummer 


/    fiir  r  setzt»  so  findet  man: 


cos.« 

=:  cos.  ia 

sin.  i 

zz  sin.  iA» 

sin.  «2 

Was  die  Oberfläche  und  den  köi:perlichen  Inhalt  der  abgeleiteten  Form 
betrifft»  so  haben  wir  beim  nächst  stumpferen  Rhomboeder 


^1  —  TTT' 


also  ä^  K  zz 


_  4  'g.  ^'' 


3>/3 

^   tg>^^i    _    / 

AT    —    tg.  «r    —•   ^* 


Beim  Quadratoctaeder  findet  man  auf  dieselbe  Weise 


-^-  =:  2, 


und  beim  Dihexaeder 


£1  —  ± 
/r  —   3 


Das   Verhältniss    der   Oberflächen   ist   nicht  so   einfach.      Wir   haben 
fiir  das  Rhomboeder: 


O 


4/3  —  4  cos-  ^  i^ 

"^  cos.  ^  Jy/ 


folglich  aueh 


O 


oder  da 


4  y^  3  —  4  COS.  ^  4.^,  ^ 

1     ""  COS.   2  ^^,  ' 


cos.  i-^^  in  i  cot.  i^^ : 
1 

^      16  >^  3  —  cot,  a  ^j 

1  cot.  «  }^ 
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Hieraus  folgt: 

—  —  4  siJ^'  i^  —  — r* 

O  ^  cos,  ^a 

Auf  ähnliche  Art  findet  man  beim  Quadratoctaeder,  da 


nd 


und  da  ferner 


folglich 


Q   4V 1—2  COS.  ^  j^ 

'  COS.  ^  i^/ 


,j      ^^1—2  COS.  a  j,Yt 

1  COS.  2  §^,  • 


^      cot.  J../ 

COS.    i^^   "^"2"  * 

^j      8>^1—  rot.  2^^^ 

1  »Ol.   2  ^J 


•77  ^=:  2  Sin.   5-^  n  — r* 

('  COS.  i^a 


Beim  Dihexaeder  ist 


Q   V3  ^±—\  csis.  a  5^-/ 


COS.    ^  J.</ 


oder  da 


^^      1^3  1^1—4  COS.  =^  yy,  ^ 

1  cr,.s.  a  1^^  » 


COS.    i^    m  V;    •   cot.   ^A\ 

hVS  Vi— 3  cot.  a  1^/ 


o 


a- 


1  3  cot.  2  1^  > 


folglich 


—  "  sin.  4-4  iz: 


O  ^  ^  V3-cos.Ja 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  diese  drei  Formeln  ist  folgender 

O,    ^^      »in.  5^       ^^  1  ^__^  »in.  t 

o"  —      TTsö^  ~"      130°  •"  "!    !       Tisü^* 

CO».  3  -^_«  COS.  ■■     -  •  COS.  *a  »in,  1,  cos.    4— ~ 
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Zusammenstellund  der  eben   entwickelten  Formeln* 


Beim  Rhomboeder. 

BeimQuadratoctaeder 

Beim   Dihexaeder. 

tg.  r     tg.  i 

H-r^            tg.  1, 

COS.  5^, 
COS.  r 

=  yi 

Vi 
Vi 

VI 

1 

2 

tg.  ^A  COS.  i^^ 

^^    2 

Vk 

VI 

sin.  1«  cot.  At/ 1 

1 

Vk 

VI 

»in.  -Jrt 
sin.  ij 

A 

4 

Vi 

2 

1 

i 

0, 

0 

ZU  4siD« 

M 

2 

sin.  ^A 

1  •  sin.  ^A 

53.  Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  gesehen,  wie  sich  eine  ganze  Reihe 
von  Rhomboedern,  Octacdern  und  Dihexaedern,  einer  aus  dem  andern, 
entwickelt,  wie  die  nächst  stumpferen  durch  Abstumpfung  der  Kanten  der 
Grundform,  die  nächst  schärferen  durch  Abstumpfung  ihrer  Ecken  ent* 
stehen.  Wir"  haben  eben  gesehen,  wie  man  die  Stücke  der  nächst  stum- 
pferen Körper  aus  den  Stücken  der  Grundform  berechnen  kann ;  die  um- 
gekehrte Operation  giebt  die  Formeln  zur  Berechnung  der  nächst  schärfe- 
ren Korper.  Bezeichnen  wir  die  Stücke  des  nächst  schärferen  Körpers 
durch  den  Exponenten  •—  i  am  Fusse  der  gewählten  Buchstaben,  so  brauchen 
wir  nur  in  den  Formeln  der  obigen  Tafel  den  Exponenten  i  weg  zu  lassen» 
und  an  diejenigen  Buchstaben,  die  keinen  Exponenten  haben,  den  Expo- 
nenten —  I  anzuhängen;  so  haben  wir  die  Formeln,  die  den  Zusammen* 
hang  der  Stücke  der  Grundform  und  des  nächstschärferen  Körpers  geben« 
So  ist  z.  B.  fürs  Rhomboeder  •  '  "^  zz  ii  ^  ^'  °      zi:  V?  und  so  fort. 


/ 
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Jetzt  wollen  wir  das  Verhällniss  der  Grundform  «um  2^'",  3^**,  4**^ 
•  •  •  •  m  stumpferen  Körper  kennen  lernen.  So  wie  wir  dem  ersten 
stnmpferen  Körper  den  Exponenten  i  gaben,  so  wollen  wir  den  nachfol- 
genden stumpferen  Körpern  die  Exponenten  2,  3,  4  •  •  •  •  '^  geben. 

Es  ist  klar,  dass  sich  A^  zu  A^ ,  ö    zu  a^ ,  r^  zu  r    etc.  eben  so  ver- 

2  12  12  1 

hält,  wie  A^  zu  A^  azna^  r  zu  r  etc.  Im  Allgemeinen,  es  werden  die 
in  der  obigen  Tafel  angegebenen  Formeln  immer  wahr  bleiben,  wenn  man 
tlie  Exponenten  der  Buchstaben  alle  um  dieselbe  Zahl  vermehrt;  also: 

<^  f   ^^   lo^    »s-^, 

«8*^1  *6-'"2  *15'"t  *8-^/»h-i 

und  so  fort  mit  allen  übrigen  Gleichungen,  welche  in  der  Tafel  enthal- 
ten  sind. 


Wir  haben  also: 


COS.  ^A    ZU  cos. •  cot.   \A  ; 

ISO 


da  cos.  \A    zu  COS.   —  •  cot.  ^A^  und  folglich 


COS.  —  •  Cül.  {A 
cüt.  :A    z=: 


y(i  — cos.*-jj-  «cot. 2  lA) 


so  haben  wir: 

2  ISO«       ^    ,    . 
cos.  ^  —  •  cot.  i-4 

COS.  lA^    — ^^-—5 . 

y(l  — C0S.2^-^.C0t.2T^ 

« 

Man  kann  so  immer  weiter  hinaufsteigen.    Man  findet  durch  Erhöhung 
der  Exponenten  in  der  eben  entwickelten  Gleichung: 

COS.  *  —  •  cot.  lA 
COS.  i^A^  -zz. 


^      y (i_'coI  ^  ^-^»cot.  2  i^^) 


( 
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hierin  den  Werth  von  cot.  ^A^  —  gesetzt«  giebt: 


__  n 

COS.  h  ' 


»•  11^ ^   '    - 


COS.  ^  —  •  cot.  i-^ 


^         y(,-.cos.2l^%ot.^i^(i^cos.^*-^°)) 
Geht  man  so  immer  weiter  hinauf,  so  findet  man  : 


cos.  *  —  •  cot.  lA 


cos.  i-^.  iz 


n 


y(^£  COS.2— ^  COt.^  ^y«  (l  +COS.*  —^  -\-QOS.^ )1 

und  endlich 

COS.     •  cot.  i[A 

COS^ i^^_—  —^^     ^ox  At      \  ?8Ö%  J8Ö%         \  «(''»-» )l80o.  v 

y  ( I  — COS.*  -^cot.*  \A\  i-|-cos.*  -^ — |-cos.*  —^ — |--»  — f-cos.  )  j 

oder  da 


if» 


o  a(m-,2)j8oo       I— COS. 


.180°     ,  >,180°    ,  xlSO°    ,  ,  3^m^a;j8oo  ^ 


,4-cos.»_+cos.4— +cos.<5-_+....-j-cos.  ,^  _  ^^^^^ 


I  — cos.^ 

n 


m  180"  . 

cos.      —  •  cot.  ^A 

cos.  i^^_.  r  4ono 


y(^I cot.  *-^  cot.*  i^(l  — COS.  )j 

Man  findet  hieraus  auch 

COS.  lA 

y(cos.     — — |-cot.2 — (i_cos.  — )cosJ^lA  ) 

Man  kann  dieser  Gleichung  auch  folgende  Form  geben : 


COS.  lA 


cot.  ^A      zz 


yfcos.     — - — H?ol.* cos.^-J^  (i — cos.  }) 

Man  findet  auf  dieselbe  Art  den  Zusammenhang  zwischen  den  Werthen 
der  ebenen  Winkel  an  der  Spitze  der  abgeleiteten  Formen  und  dem  Werthe 
des  ebenen  Winkels  an  der  primären  Form.    \Vir  wissen  nämlich  schon,  dass 


I 

i 
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^  sin.  ',11 


folglich 

sin.  ia 

und  eben  so: 


y 

^1  — 

ISO«* 

COS.  

rt 

sin.  ^a 

-  1/. 
•^  sin. 

^  ia  "l"  COS. 
sin.  ja, 

2  180'» 
n 

• 

f- 

i^2  — 

180*  • 

COS.  

n 

Aus  der  Combination   dieser  beiden  Gleichungen  findet  man  : 

sin.  ^a 


^S*    i^'2    180°--/  «1800     ,       .       2        • 

"^         COS. y  cos.  ^ h  sin.  ^  i« 

In  dieser  Gleichung  kann  man  wieder  a^  statt  a    und  /7    statt  /;  setzen. 

^  3  2  1 

und  hat  alsdann 

sin.  la^ 


tg-  i«3  = 


180°-,/  «180°    .      .       2  , 

cos. y  cos.  ^ hsin.  ^  la^ 

sin.  ia 


cos. y  (cos.* f-  cos.^ —  •  sin.^ifl  -j-sin.^^rt) 


Eben  so  findet  man 

sin.  {a 


4     eos.  —  y  (cos.°  -^  -(-  COS.*  -^  sin.^  {a  -|-  cos.^  —  sin.^  {a  -f-  sm.^  i^r) 

und  im  Allgemeinen  \ 

sin.   {a  .  • 

tg. \0    ZU      180°^//       a^'— Diso"   ,     .      T~       a(w— 2)ig^o   ^         n^— J)l80°  ,  ^      TT 

cs.-^y(cs.  -;^sin.2-ifl(cs.  -~fcs.  -^1^..+I)^ 

oder  weil 

a(m— i)i80° 
1  ol5>0°     ,  ^180'»    ,  ^180°     ,  ,  a(/w— ,a)j80°  *  fi 

I  +cos.^ h  COS.* h-  cos.^ U  •  •  •  •  -L-  COS.  ZU tttt; — 

'  fj        '  /»        '  n       '  »  n  «180" 


I — COS.^- 


n 

sin.  ^a 

^'  5^«^^       .180°  ^77         a(m-.i)i8ü°        ^      «180°     ,      '.      «  ,      ,  a(m_i)  igyo     . 

COt.-^  y  (^COS.  -^  •  Sin.2 j_  5,11^2  j^  (j  CQ5^  ^  ^j 

3i 


m 


t 


1 1.     '  :■-      ■- .    "-*   V*  *.•*».     .ij'.!i    ein    uni^ektlirlcs  ^el^a!lI(Il,     fmdrl 


CUS.        —      •  Vi**    \  U 


.  T.       i 


.'1  /i        '  ' 


m  1^    •' 

«"OS.      •  l2.  -M 

n 


'r*    -«' 


•  -  2im._  i)   I  - 

•       I — \:.-:t-Cul.       --   (l  — CüS. 

/I 

E.l:t,::^.e:  '-1  J:»?  Verl.rllt.iiss  von   I:;.  r  zu   I:».  r     und  \()!i   u 


r/i 


'>t-   au.S 


•  • 


\k     ^.l«*fl 


—  :^ "ZZ  ros.    


'S.  I  ?£.  r  ,  IS'»** 

ZIZ       —  ZZ.  ros," 


unj  a.'^rneifi 


»«.  1 

tg.  r 

f/i  I  s  V^ 

:«  ros.    — 

»l? ' 

•«•'^ 

/i 

lUiJ  1'i.va  so 


Vrrmö^i*  dirscr  Formel  lassen  sicli  aus  A  und  ^  die  Werihe  vcm  ^-Z  , 
ff  ^  A  •  «:  ^'ifl  leM'lüer  miltelbar  berechnen,  als  diurh  die  direrten 
K^u-mel«. 

l>Io  rileiclumi;  {^\  In  der  no*''"  Nummer,  giebt  uns 

ti;.  r  •  COS.   4.-/  zz  tg.   Jfl 
t;:.  r    •  cos.   \A  n  tu;,   i/z  • 


—         2i3        — 


Hieraus  lolfft,  da  —  —  zz:  cos. 


tg.    i^m  <^«^-    ^^m 


lo".    Jö      —  ,    >#  '      '"  ^S'*°* 


COS.    i^i    •    COS. 


f« 


Eben  SO  findet  man  ans  der  Gleichung  (lo)  derselben  Nummer 


^o*  ^''  sin.  ^fl  COS.     — 

n 


sten 


Wir    haben    ob^n    (am    Ende    der  5o  Nummer)    folgende    Gleichung 
gehabt 

sin.  i                 •  A 

n:  sin.  }A 


m  • 


Sin.  t^ 

also  auch 


•         • 


VülL'.  :::2  sin.  ^/^  ,  ^-^  zz:  sin.  i^^^  und  so  fort. 

sin.  i^  1       sin.  «,  2 


2 

Eben  so  findet  man 


Üli^izcos.  iß  •  COS.  'ß   •  cos.  In   •  cos.  J«   •  •  •  cos.  \o 


COS.  f  yi 


Zusammenstellung   der   eben    entwickelten  Formeln. 

cot.  i^ 


i 


m I 


\ni-t__^      beim  Rhomboi'der. 


=  y2(4      _cot.^i^(i-^— )) 

COS.  ^j4   l'TZ—, 7T-7Fi—x —7 — >/  m    , TT  J^^'™  QuadralocUi'der. 

^  m\     y '2 y (•!'"-'' — cot. '^^(2'"—' 1))  ^ 

13   cot.  ^ A  ,   .      -  .,       ... 

in — r:rrT= .-; 3 — ":; — 77;; — : ^^^ — r—  beim  Uiliexaider. 
2  y  (4'"-«  —  3  cot. '  i  .Y  (4'"-'  —  3"'-')  ) 


f 


2'"y3coS.4y^  ,     . 

— — t-t-ttt;; — % s — :-  beim  nhombocder. 

y(3+4  (2^<"''-»>  —  i)cos.  ^i^) 


1                          ^        ,  j 
cot.  5-^— mvi:^— 7- — ; ,  ^^^f '  ^ 3 — 7"  beim  Quadratüctarder. 

i         y  (l  +2  (2^"-'  —  l)  COS.  "  iv/)  ^ 

2         •  COS.  i.<^  I       .  •..!  ..  I    . 

-— -- — 1 — —^ — —  beim  Dl Lexaeder. 

y3  V(3'"-'  ^4(4^-^  —  3'^-^;  C06. '  iA) 


24i 


2"  y  3  •  sin.  \a 


*g-i'^»n     < 


y(3_|_4(2n'"-0  _  i^sin.  'la 

m 

2  sin.^a 


beim  Rhomboeder. 


-y(l-f2(2"'-'— l)sill."ifl) 

2'"  sin.  Ja 
i~  V^  3  y (3'"- '  +  4  (4"'-'  —  3"'-')  sin. '  i« 


beim  Quadratoctacder. 


beim  Dihexaeder. 


sin.  io_„  _  — 


2y(4"'    '_tg,  2jfl(:^'-i:-l))  beim  Rhomboeder 


y2y(2'"-'  —  lg. 'J^(2'"-'  —  i)) 


beim  Quadratoctaeder. 


beim  Dihexaeder, 


2y(4'"-'— 3ig.'i«(4'"-'— 3"'--)) 

(A)     beim  Rhomboeder. 
tg./    _    tg..    _  tg./_,,_tg.__r^,„^^,^-  j^^j^  Quadraloctaöder. 

1(4)^  beim  Dihexaeder. 
Aus  diesen  Werthen  von  tg.  r  und  tg.  r    ,    lilsst   sich  das  Verhällniss 
von  K  und  A^  ,  d.  h.  von  den  körperlichen  Inhalten  der  Grundform  und 
des  m      sturopferen  Körpers,  die  halbe  Axe  gleich   i  gesetzt,  leicht  finden. 
Man  hat 


K 


-m 


m 


K 


2m  180''  .V 

cos.       (a). 


Das  Verhältniss  der  Oberflächen  der  von   einander   abgeleiteten  Körper 
ist  nicht  so  einfach.        Wir  haben  aus  dem  Vorigen 

O 


£   — ^  1SÜ° 

O  cos.  -^^ —  •  COS.  Ja 


und  eben  so 


ISO'» 
cos« •  COS.  iö^ 


—      24^      — 


i  2  180-» 

Sin.  l^a  COS.  ^  — 


oder  da  isAa  zz. z— «»  ^Iso  cos.  ^4ö  ::::: 

ö   2    j 180°  ^    1 


al«^^*"  1-21 

COS  —  cos. hsin.   V' 

3  180** 

O"         cos.  ^  -^  H-sin.  -^  i^z 
2  /j      '  -^ 


und 


t>  COS.*  

1  « 


O,         y(cos.2l!il.°-!-sin.2ifl) 


^  3I8OO 

ü  COS. '  —  .  COS.  ia 


Aus  dieser  letzten  Formel  folijt ; 


O" 


folglicli 


O3  ^  y(cosy^  +  sin.^a^) 

77  3  180°  ! 

C^  cos.  ^  —  •  COS.  ia 

1  «  ^ 

y(cos.  * |-cos.  2 —  sin.  *|«  +  s*^'    1^) 

cos.  * 


O  V(ros.  *-^ hcos.  ^  - —  sin.  ^  i«  +  sin.  ^  Jö) 


(i  COS.' •  cos.^a 


I'nd  wir  haben  im  Allgemeinen 

0       y  (cos.  —^  •  sin.^  J^z  (cos.  1-  cos.  r  *  *  *  "r  ')  J 

1/  cos.  —  •  cos.  ia 

n  * 

.a(m-.i)  ij,0'>        .       2lS0°     I       •       2.      /  »('''—«>  lSO\x 

y  (cos.  •  sin.  ^ f-  sin.  *  Ja  (i  —  cos.  )f 

'.       180^  ^'— «  180°  ]  * 

Sin. •  cos.  ' •  COS.  \a 

n  n  * 

Vergleicht  man  den  Werlh  von  ^"  mit  dem  oben  cnlwickellrn  Werllie 
\on  tg.  \a    ,  SO  findet  man 


—      24G      — 


sin.  / 


Ot:j.  \n                             COS.  \j4 
,  ^.       m  ^— " 1. 

U        COS.     •  tjr.  1  ^         COS.  •  COS.  l  A        cos.     »sin./ 

Es  giebl  noch  eine  Formel ,  die  den  Zusammenhang  der  Oberflächen 
mehrerer  aufeinander  folgenden  Körper  gicbt.  Man  kann  sie  auf  fol- 
gende Weise  entwickeln. 

Wir  hatten 
O  COS.  —  +  sin.^;/7  (cos,  f-cos.  L  ..•-]_  jN 

O^  cos.  COS.*  'ö 

and  eben  so 

()"  cos.  1- sin.2  Jö  (cos.  |-cos.  -     -[-... -j-i) 


m — I 


O^  COS.  —  iiosr  la 


n 


Substituirt  man   in  diesen  beiden  Gleichungen  die  aus  der  Gleichung 


COS.  —  •  COS.  Ja 


hoi^orgchenden  Werlhe  von  cos. ^i«  und  sin.^J^,   und  <ombinirt  sie   als- 
dann, so  findet  man  leicht 

U        cos.  h  t^    COS.  ^  —  —  i) 


(y  — 

COS.  • 

/« 


Aus  der  Combination  der  Gleichungen  (a)  und  {^i)  erhall  mau  die  merk- 
würdige Proportion 


A  A         •  .  •  • 

--  :  7~  ZI  sin.  /  :  sin.  /  . 


Wir    M'olleu    jeltl    noch    das    Acrhältniss    der   Spilzenwerthe    mehrerer 
aufeinander  folgender  Formen  unlersuchrn. 


—     -k 


neini   KliDiiiborilei    ist 


und  eben  so 


als 


so 


r  I  3  >      ?•  A  •COS.     i    / 

sjii,  t  m — 1- 

4      . 


Sin.  A    zz ^ 

1  .1 


iin.  A',     Ä'i  •cos.-'  ', ./^ 


oder  da 


s»i'n.  /K 

A  »CO». '  J,^ 

A' 

4 

• 
• 

Sin.  A  j 

'4ro5.V/i 

sin.  i? 

COS.^J.^ 

i/.  _  2  0 


Dieser   Gleichung    kann    man ,    da   -r^~  ~  ->v-  ,  auch  folgende  Form 
geben  : 


sin.  A',  «)  r)** 

-r-~    Z=    32  •  -p. 

Man  findet  überhaupt  ganz  allgemein 

sin.  A'     ""■       A-cos.*J,/    ' 


oder  da    -21  —  //" 


$in.  A",,.  ,rn      ros.'!,./,,.  5w       ^^' 


^^^    —     •>         .    — . 


sin.  A'  COS.  ^'  Li  ^' ' 

'«      »  771 


Da   ferner  fiirs  Rhombocder 

O  sin.  I 


SO   ist   anrh 


rn 

0,^    2i'"^in.i 


sin.A'     2'"-»In.^V 


lieini  (^uadraloctacder  ist  eben  so: 


»1 


n.  A'  A' .  sin.  ^^  •  cos.  ^  ,^^ 


ijer  dl 


—      248      — 


o 


tn 


sin.  H 


2''*.siii.,* 
sin.J-/^„-sin.3|,/i 
2^  -sin.  iy/.sin.**! 


Beim  Dlhexaeder  ist 


ssn.  J^  ^^^^    /'^ .  sin.  -J/^,,,  •  rf>s. '  ^^Z 

"^         /  .sin.  J.:^«cos.^|[^/ 


stin-^Ä" 


=  Ci) 


9/71 


(1 


.in.l^.(;^ 


oder  da  TT-  ZI! 


sin.i 


nt 


O 


tn 


(^r.siu.i 


sin.;/r,„ 


>in.J^,„.*in.2,;^^ 


sin.  JA'  siu.  J^/.sin.^i 


sin.r*$in.  *« 


/fi 


-• 


sinur^^j'Sin.*'  * 


Zusammcmstellung    der    entwickelten    Formeln. 


Beim 

Rliombocder. 

Be 

imQuadratoctaeder 

Beim    Dihexal'der* 

A 

^n 

r 

2 

(0'" 

^^;, 

ü 

sin.,;„ 

2'"-sin./ 

^'».«in.» 

"^ 

^i^ 

4(50^— 160^ 

2(30^—402) 

1 

1 

sin.A'^, 

^= 

.in.=»  i„^ 

»iti.A 

»in.  ja;,,, 

^^ 

Mn.»i;,,.*;n..|^^, 

»In.  JA' 

»in.^/.siti.Jv/ 

—     249     — 
Vom  Rhomboeder  insbesondere. 

54«  Ausser  den  Flächen «  welche  durch  die  grade  Abstumpfung  der 
Endkanten  des  Rhomboeders  entstehen,  g^ebt  es  noch  andere,  welche  als 
Zuschärfungen  der  Endkanten  und  der  Basiskanten  desselben  erscheinen. 

Es  sey  /,  Fig.  94 1  ^^^^  solche  Fläche,  die  die  Endkante  des  Rhom- 
boeders zusch'arft.  Es  ist  klar,  dass  wenn  diese  Zusehärfungcn  an  allen 
Endkanten  wiederholt  werden,  zwölf  Flachen  entstehen,  die,  bis  zum  Durch- 
schnitt verlängert,  einen  Körper  begrenzen,  den  man,  in  Bezug  auf  seine 
zwölf  Flächen,  Dihexaeder  nennen  kann,  der  sich  aber  gewöhnlich  von  dem 
eigentlichen  (gleichschenklichten)  Dihexaeder,  von  dem  bisher  die  Rede  ge- 
wesen ist,  dadurch  unterscheidet,  dass  die  Neigungen  der  Flächen  nur  an 
den  abwechselnden  Endkanten,  nicht  an  den  benachbarten,  einander  gleich 
sind,  und  dass  die  Kanten  an  der  Basis  im  Zikzak  liegen.  Es  ist  der 
Drei-  und  Dreikantner  zweiter  Art  nach  Weiss's  Benennung,  oder  das 
angleichschenklichte  Dihexaeder.  Man  erkennt  die  rhombotdrische  Ab- 
stammung dieses  Körpers  leicht  daran,  dass,  wenn  man  ihn  so  hinstellt, 
dass  die  Axe  horizontal  liegt,  das  Rechts  und  Links  einander  nicht  gleich 
ist;  von  der  Ecke  an  der  Basis,  von  welcher  rechts  hin  eine  stumpfere 
Endkante  ausläuft,  läuft  links  eine  schärfere  hin  und  umgekehrt;  diese 
Regel  findet  nur  bei  einem  Körper  eine  Ausnahme,  bei  welchem  alle  End- 
kanten einander  gleich  sind  und  der  nur  der  Abstammung  nach  zu  diesen 
Körpern  gehört. 

In  der  Fig.  94  ist  ein  solches  ungleichschenklichtes  Dihexaeder  so  ab- 
gebildet, wie  es  mit  dem  Grundrhomboeder  zusammen   hängt;    die  Flächen 

32 


2.10        — 


des  Grundrhomboeders  sind  gestrichelt,  die  des  Dihexaeders  hat  man  weiss 
gelassen.  Wir  wissen  aus  den  vorigen  Abschnitten,  dass  die  Fläche  /  von 
der  Form  B  nach  Haiiys  BeKcichnong,  oder  mPx  nach  der  meinigen ,    oder 


de 

aa  :  ßa  :  ya 


nach   der    Weissischen    Bezeichnung    ist;    wir    wissen    ferner. 


dass  die  Tangente  der  halben  Neigung  von  i  tu  i  m  Mal  oder  — ^Mal  so 
gi'oss  ist,  als  die  Tangente  der  halben  Neigung  der  Grundrhombocderflächen 
P  an  den  Endkanten. 

Man  bezeiche  also  den  Neigungswinkel  /  zu  /  mit  JB,  den  Neigungs- 
winkel von  /  zu  /  mhC;  den  ebenen  Winkel  an  der  Spitze  des  ungleich- 
schenklichtea  Dihexaifders  mit  3,  die  beiden  ebnen  Winkel  an  der  Basis 
mit  c  und  d^  nämlich  mit  c  denjenigen,  der  an  der  Verlängerung  der  End* 
kante  des  Grundrhomboeders  liegt,  und  mit  d  den  andern,  so  wie  es  in 
der  Figur  angegeben  ist;  der  Neigungswinkel  von  /  zu  /''  endlich  sey  I); 
aus  dem  Vorhergehenden  kennen  wir  schon  die  Bedeutung  von  j4  und  a, 
von  welchen  j4  den  Neigungswinkel  der  Flachen  des  Grund rhomborders 
an  den  £ndkanten,  und  a  den  ebenen  Winkel  an  der  Spitze  dessielben 
bezeichnet.  £s  ist  leicht,  den  Zusammenhang  aller  dieser  Stücke  zu 
finden. 

I  *  Aus  dem  eben  angedeuteten  Zusammenhang  dieses  ungleichschcuk» 
lichten  Dihexacders  mit  dem  Grundrhomboeder  haben  wir: 

(i)        tg.  iB  —  m  tg.  iA. 

'i'  Wenn  man  durch  die  Endkante  k  des  ungleichschenklichten  Di- 
hfiaeders,  die  nicht  mit  der  Endkante  des  Grundrhomboeders  zusammen- 
fallt, und  durch  die  Axe  des  Grundrhomboeders  eine  Ebene  legt,    so  steht 


—        25l         — 

diese  auf  der  Rhomboedeifläche  senkrecht    und  halbirt  ihren  ebenen  Win- 
kel a  an  der  Spitze« 

« 

Mit  der  Fläche  /  und  der  Fläche  P  (P  ist  die  darunter  liegende 
Fläche  des  Grundrhombocders)  bildet  diese  Ebene  eine  Ecke  oder  ein  sphä- 
risches Dreieck,  an  der  Spitze  des  Rhomboeders,  welches  rechtwinklicht  ist : 
CS  ist  Fig.  gS  abgebildet ;  /  bedeutet  die  Keigung  der  Endkante  des  un- 
gleichscbenklichten  Dihexaeders,  die  nicht  mit  der  Endkante  des  Grund- 
rhombocders zusammenfallt,  gegen  die  Axe,  /  — /  also  die  Neigung  der- 
selben Endkante  gegen  die  Fläche  des  Grundrhombocders;  denn  i  ist,  nach 
der  in  den  vorigen  Abschnitten  angenommenen  Bezeichnung,  die  Neigung 
der  Rhomboederfläche  gegen  die  Axe. 


Wenn  man  dieses  sphärische  Dreieck  der  Rechnung  zum  Grunde  legt, 
so  findet  man,  nach  den  in  der  Einleitung  (Nr.  lo)  gegebenen  Formeln, 
iiirs  rechtwinklichte  sphärische  Dreieck: 


(2 

(3 

a 

(: 

(8 

(n 


cos.  6  zu  cos.  (/ — i)  COS.  ia. 


COS.  6  tg.  iiB- 
sin.  6  sin.  i{Il 


-^  Ig-  {C  zz:  I. 
-A)  zu  sin.  (/  —  i). 
sin.  ia. 


sin.  i  sin.  iC  ZU 

tg.  b  cos.  i(ß  —  A)  zz  tg.   {a. 

tg.  b  cos.   ^C  ZZ  tg.  (/  —  /). 

tg.   1{B—A)  sin.  la  iz:  tg.  {f^^-i). 
tg.   iC  sin.  (/''  —  i)  ZZ  tg.  -Jfl. 
sin.   l(B  —  A)  cos.   ia  zz  cos.   {C^ 
sin.  iC  cos.  (f^ — /)  iz:  cos.  i(B  —  A). 


I 

i 


2»)1Ä 


Diese  Formeln  enthalten  alle  möglichen  Fälle,  und  bedürfen  nur  einer 
gehörigen  Umformung  fiir  un^ern  Zweck. 
Wenn  man  in  der  Gleichung  (lo) 


. 1 

COS.  ifl  ZT 


2  »in.  ^J 

setzt,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  bekannt  ist,  solhat  man 

(..)  COS.  iC  =  ^<^-) 
Diese  Formel  ist  bequem,  C  aus  B  und  A   zu    berechnen ;    weiss   maa 
bloss  ^,  so  berechnet  man    erst    vermöge   der  Formel  (i)  B  aus  jI.     Will 
man  umgekehrt  j4  aus  C    berechnen,    so  hat  man,    wenn  man  das  zweite 
Glied  der  Gleichung  (12)  entwickelt 

COS.  iC  zz  i(sin.  ^B  •  cot.  J-^  —  cos.   jß) 
oder  da  nach  (i)  cot.  ^A  zz  m  cot.  \B 

(i3)  cos.  \C  zu  COS.  \B  •       J*    . 
Will  man  sich   der  Hauyschcn  Bestimmungen    bedienen,   so    hat'  man, 
da  m  ziz  — —r  ist: 

(i3  )  COS.  iC  n: 7  •  cos.  iB. 

Es  ist  nachher  leicht,  vermöge  der  Formel  (1)  aus  B  den  Winkel  A 
zu  berechnen. 

Die  beiden  letzten  Formeln  offenbaren  uns  ein  merkwürdiges  Gesetz; 
dass  nämlich  die  Cosinusse  der  halben  Neigungswinkeln  der  Flächen  des 
ungleichscheuklichten  Dihexaeders,  an  den  £ndkanten ,  in  einem  rationalen 
Yerhältniss  zu  einander  stehen. 

Setzt  man  ferner  in  denselben  B  zu  C^  so  hat  man 

I»  zz  3 


oder    j:  rr  ** 


-*  f 
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diese  Werthe  vou  in  oder  jr  gebea  also  ein  Dihexaeder,  dessen  !Neigungs- 
wiukel  an  den  Endkauten  einander  gleich  sind,  oder  ein  wahres  gleich- 
schenklichtes  Dihexaeder. 

Ehe  wir  uns  an  die  Formeln  wenden,  die  /  —  /  enthalten,  wollen  wir 
untersuchen ,  wie  diese  beiden  Grössen  untereinander  zusammen  hängen. 
Ebenen,  die  man  durch  zwei  benachbarte  Endkanten  des  ungleichschenk- 
lichten  Dihexaeders  und  durch  die  Axe  legt,  machen  an  der  Axe  einen 
Winkel  von  60^  mit  einander.  Dieser  Winkel  bildet  mit  den  Winkeln 
JÄ  und  ^C  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  Winkel  eben  diese  60^,  iß 
und  iC*,  dessen  Seiten  aber  r  *),  b  und  /  sind,  und  in  welchem  offenbar 
(s.  Flg.  96)  nach  der  IV  allgemeinen  Formel  für  die  sphärischen  Drei- 
ecke, die  in  der  Einleitung  gegeben  ist: 

cos.   'C  n:  —  COS.  60^  •  COS.  l^B  -f-  sin.  60^  •  sin.  jß  •  cos.  r 
COS.  \B  zz  —  cos.  60^  •  cos.  {C  -)-  sin.  60^  •  sin.   jC  •  cos.  /. 
Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  cos.  Go^zzi,  cos.^Czi:^^^  cos.  jZ?, 

st 

und  endlich  sin.  iZJzü  sin.  jC  • -^  (vermöge  der  1  allgemeinen  Formel 
für  »phärische  Dreiecke),  so  findet  man  zwei  neue  Gleichungen ,  aus  denen 
man  sin.  4^6^  eliminiren  kann.     So  findet  man  endlich 

cot.r'   ^^_   m  -4-  3 
cot.  r   """       2//I 

oder  wenn  man  sich  der  Haüyschen  Bezeichnung  bedienen  will 

cot./   2x  —  1 

r.üU  r  '""'     jf  -|-  1  * 

Da  cot.  r.  zu  7  cot.  /,  so  hat  man  auch 

(i4)  cot.  /  ZI  ^-^^^-ii?  .  cot.  /. 


*)  r  ist  die  ?(cigung  der  Endkante   des  Grundi'hoiuboifders  S^cn   die  Axe. 
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^   Wir   kehren    jelit    tu    uDsern    ersten  Formeln    zurück.      Die    g'  kann 
man  auf  folgende  Weise  umformen« 

Da  beim  Rhomboeder  fg.  ia  zz:  V^  sin.  /.  so  hat  man  erst 

ig.  {C  •  sin.  (/  —  0  ^^  ^^  s^"*  '• 
Entwickelt  man  das  erste  Glied  dieser  Gleichung   und    setzt    für  cot.  i 
seinen  eben  gefundenen  Werth,  so  findet  man: 

y    »-\  _•  ("'+3)  ,  ^ 

(l.))    cos.    7^   =    ^3^-^  •  cot.     '^C. 

Diese  Formeln  sind  hinreichend,  um  alle  Stücke  des  ungleichscbenk- 
lichten  Dihexa'eders  aus  den  Stücken  des  Kernrhomboeders,  und  umgekehrt, 
direct  oder  rndirect,  zu  finden.  Es  bleibt  uns  noch  übrig,  den  Zusammen- 
hang der  übrigen  Stücke  des  ungleichschcnklichten  Dihexaeders  unter  ein- 
ander zu  finden.  Wir  können  dazu  wieder  die  Fig.  96  brauchen.  Wir 
haben  offenbar,  nach  den  in  der  Einleitung  gegebenen  Formeln,  für  alle 
sphärische  Dreiecke: 

cos.    i,^   _     K  1^  «n.  i  B  sin.  «  6  > 

Vermöge  dieser  Formeln  kann  man  6  aus  B  oder  C  berechnen ,  nach- 
dem man  vorher,  je  nachdem  B  oder  C  allein  gegeben  ist,  dfe  eine  Grösse 
aus  der  andern  vermöge  der  Formel  (i3)  gefunden  hat. 

I7m  die  ISeigung  der  Fläche  des  ungleichschenklichten  Diliexac-ders  gegen 
die  Axe  zu  finden,  falle  man  in  dem  sphärischen  Dreieck  Fig.  gG  ein  Per- 
pendikel aus  dem  Winkel  60^  auf  die  Seite  i;  dieses  Perpendikel  ist  oifen- 
bar  das  Maass  dieser  Neigung. 

Bezeichnet  man  sie  mit  /^  so  ist  offenbar,  nach  den  lormeln,  die  das 
rrchiwinkliclitc  sphärische  Dreieck  betreffen, 


J 


2,0D        


Sin,  i^  ZZZ  sin.  r^  sin,  iC 
ZZ  sin.  r  sin.  {IJ. 
Vm  die  W'inkel  an  der  Basis  des  ungleichschcnLllchten  Dlhexaeders 
zu  finden,  tlieilt  mau  eine  Ecke  an  der  Basis  in  zwei  Theile,  indem  man 
eine  Ebene  durch  die  beiden  Endkanten  des  Diliexaiiders,  die  in  dieser  Ecke 
zusammen  kommen,  und  durch  die  Axe  legU  Diese  Ebene  bildet  mit  den 
Flächen  /,  /^  (Fig.  r)4)  ^^^^  dreiflächige  Ecke  oder  ein  sphärisches  Dreieck, 
dessen  Winkel  ^B^  iC  und  Z>  (die  Neigung  von  /  zu  /^).  und  dessen 
Seiten  t,  J  und  180^ — (r-^/)  sind.  Es  ist  Fig.  97  besonders  vorge- 
stellt.  Man  kann  diese  Stücke  zugleich  finden,  wenn  man  sich  der  Gaus- 
sischen Formeln  bedienen  will,  die  in  Nr.  12  der  Einhaltung  gegeben  sind. 
Mau  findet 

tg.i(.-^  =  cot.i(r-fO-£:47S^ 
.g.4(c  +  ^  =  coM(r  +  /).^^4;. 

Die    Summe    der    Werthe    von  {(c  —  d)    und   i{c -\- d)    giebt    r,    ihre 
Differenz  fJ.     Man  kann  auch  gleich  D  vermöge  der  Formel: 

cos.   i  IJ    Z=L — 

berechnen. 

\\  ill  man  den  \Yerlh  von  D  allein  wissen,    so    kann    man  eine  weit 
einfachere  Formel  auf  folgende  Weise  finden. 

Nach  der  IV       Grundfoimel,  mit  der  Fig.  97  verglichen,  haben  wir: 
—  COS.  D  zz  COS.  iB  COS.  jC  -f-  sin.  \B  sin.  \C  cos.  (r  +  /). 

Entwickelt  man  das  letzte  Glied  dieser  Gleichung,  so  findet  man : 

sin.  \B  sin.  |C  cos.  /(cos.  r-f-  sin.  r  tg.  /). 
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&!tzt  man  hicna lor  Ig.r, cot.  \C  für  cos.  r  , 7— 

filr  cos.  r  Mcaa  «  ist.  nach  den  Formeln  fürs  Rhomboeder,  ros.r  —  ^"^^"  , 

and  nach  der  Formel  ix)  dieser  ?(onimer  cot.  \A'zim  cot.  |ß),  und  endlich 

— ; —  cos-  \h  für  CO«.  \C^  so  findet  man 

—  COS.  Z)  =  cos-«  iÄ  .  ^^^^±12'  .  -  I 

2 

öder  da   i  —  cos-  D  1Z  1  sin.  *  ;Z) 

ri6)  «n.  |Z)  =  ^^!^  COS.  »5 
oder  venu  man  sich  der  Hanyschen  Bezeichnungen  bedienen  will : 

sin.  \D  ZI     _     •  COS.  ^5. 

Wenn  man  sechs  Ebenen  durch  die  Kanten  an  der  Basis  des  ungleich- 
sc'henllichten  Dlhexaeders  (Fig.  9^)  legt,  so  entsteht  ofTenbar  ein  Bhom- 
bo^er.  dass  bei  weitem  stumpfer  ist,  als  das  Gnindrhomboeder  dieser  Form. 

l'm  dieses  Rhomboeder  zu  bestimmen,  wollen  wir  erst  die  Neigung 
zweier  benachbarter  Kanten  an  der  Basis  des  ungleichschenklichten  Dlhex- 
aeders berechnen;  z.  B.  die  ?(eigung  der  Kanten,  welche  die  Flächen  / 
und  f\  und  f  und  f^  miteinander  machen,  oder  die  Keigung  von  p  zu  q. 
Bezeichnet  man  diesen  Winkel  mit  /,  so  ist  offenbar,  nach  der  II  ^^  Grund- 
formel der  sphärischen  Trigonometrie, 

COS.  /  ziz  COS.  ^  d  -{-  sin.  -^  ^  cos.  C. 

Setzt  man  hierin  i  —  2  sin.*  J/  für  cos./,  i  — sin.  =^^  für  cos.  ^  J,  und 
endliih   i  —  2  sin.*  \C  für  cos.  C*,  so  findet  man 

sin.  \l  ZIZ  sin.  d  sin.  jC 

lh\  nun  /  dem  ebenen  Winkel  an  der  Spitze  des  neuen  stumpferen 
KhombiH^'ders  gleich  ist,  so  ist  es  leicht,  vormSge  der  Formeln  fürs  Bbom- 
iH^fder,  au*  /  alle  übrigen  Stucke  desselben  zu  berechnen. 
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Man  kann  den  Zusnmmcnliang  dieser  beiden  Rhomboeder  auch  directe 
auf  folgende  Weise  finden.  Bezeichnet  man  die  I^eigung  der  Endkante  k 
des  ungleichschenklichten  Dihcxaeders  gegen  die  neue  Rhombocderilächc, 
die  durch  die  Kanten  an  der  Basis  /?,  q  geht,  mit  q^  so  ist  offenbar 

tg.  d   •    cos.  \C  ZZL   tg.  p. 

Nun  findet  man  aber  auch,  wenn  man  die  III  Grundformel  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  auf  die  Fig.  97  anwendet: 

cot.  d  •  sin.  (r-|-/)  zz  cot.   \li  sin.   \C  —  cos.   iC  cos.  (r-[-^; 
also  wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  fliessenden  Werth    von    tg.  d   in 
die  obige  Formel  subslituirt: 

_^__  »in.  (r-4-r')  cor.  }J[] 


.  • 


^'  ^  cot.  ^B  —  col.  ^;  CO»,  (r-f-r*)' 

Im    zweiten  Gliede    dieser  Gleichuni;  kann  man  erst  — ^-^  für  cot.   iß 

setzen:  dann  subslituirt  man   V3  •  cos.  r  für  cot.  1/4.   und   --—^ ^  cos.  / 

für  cot.    *C*.     Man  fjridel  so: 

Entwickelt  man  d<is  zweite  Glied  dicsser  Gleichung,  dividirt  Zähler  und 

'2m 

Nenner  durch  sin.  r,   und  setzt  — j—  »cot/  für  cot.  r,  so  findet  man: 

^(ni —  1)  (m-}-l)  CO««;.  /  sin.  r' 

S'    N^    2('"+  3)  —  3("»  +  l)  ("»—1)  '^•«  '*'•'  +  ('"  —  !)  ("«+.3/ 

Wenn   man  sich  das  übene  Dreieck,    welches    von  zwei  Endkanlcn  des 

Dihexacders,  die  in   derselben  Eckt*    an    der  Basis   zusammen  kommen,    und 

von  der  Axe  eingeschlossen  wird,  besonders  zeichnet,  und  auch  die  Durch- 

schnittslinic    der  llhomboederfläche,    die    durch    die  Basiskanten  ^,  g   geht, 

mit  der  Ebene  des  Dreiecks  zieht,  wie  es  Fig.  98  geschehen    ist,    so    sieht 

man  leicht,  dass 

33 
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wo  X  die  ISeigung  der  neuen  Rhomboederfläche  (die  durch  die  Basiskanten 
Pf  q  geht)  gegen  die  Axe  bedeutet. 

Da  nun 

Iß.        N    _«    T 

"  1  —  tg.  f  •  tg.  r 

SO  braucht  man  nur  den  oben  gefundenen  Werth  von  tg.  ^  in  dem  zweiten 
Gliede  dieser  Gleichung  zu  substituiren ,  um  den  Zusammenhang  zwischen 
/  und  X  zu  haben.    ' 

Man  findet  auf  diese  Weise 

tg.     l.     =     ,,    ^      ,     .     tg.     / 

oder  da  lg.  /  zu  ,  "7.v  •  tg.  r  rz  7   7  v  tg-  ' 
^  (w+i)        ^  ('«+3)    ^ 

(n)  tg.  X  =  33;;;,  •  tg.  r  =  j-^^  tg.  /. 

Sü  lange  C  kleiner  als  B  ist,  ist  auch  m  kleiner  als  3,  X  also  kleiner 
als  90^;  wenn  aber  m  grösser  als  3,  oder  C  grösser  als  B  wird,  so  wird 
Ig.  X  negativ ,  weil  X  alsdann  grösser  als  go^  ist ;  man  nimmt  dann  das 
Complement  des  gefundenen  Winkels  zu  180^;  denn  von  den  zwei  Kei- 
gungswinkcln,  die  zwei  grade  Linien  miteinander  machen,  und  die  sich  zu 
180^  complimentiren,  ist  man  gewohnt  nur  den  schärferen  anzugeben. 

Man  sieht  aus  dieser  Formel,  dass  die  Tangente  der  Neigung  der  Rhom- 
boederfläche, die  durch  die  Kanten  an  der  Basis  /7,  (/  des  ungleichschenk- 
lichten  Dihexaeders  geht,  gegen  die  Axe  ein  rationales  und  ein  sehr  ein- 
faches Verhältniss  zu  der  Tangente  der  Neigung  der  Grundrhoroboederfläche 
gegen  die  Axe  hat;  dass  also  das  neue  Bhombocder  allerdings  in  der  Reihe 
der  möglichen  Rhomboeder  vorkommen  kann. 


Wenn  man  sich  z«  B.  das  Grund rhomboeder  so  an  den  Endkanten  za- 
geschärft  denkt,  dass  die  Tangente  des  halben  Neigungswinkels  der  Zusch'ar- 
fungsflächen  an  der  zugesch'arftcn  Kante  doppelt  so  gross  ist,  als  die  halbe 
Tangente  des  Neigungswinkels  der  Grund rhomboederflächen  an  derselben 
Kante,  so  kann  man  sich  dieselben  durch  diese  Zuschärfung  der  Endkanten 
des  Grundrhomboeders  gebildeten  Flächen  auch  als  Zuscharfungsflächen  der 
Kanten  an  der  Basis  eines  stumpferen  Rhomboeders  denken,  bei  welchen 
die  Tangente  der  Neigung  der  Flächen  gegen  die  Axe  vier  Mal  so  gross 
ist,  als  die  Tangente  der  Neigung  der  Flächen  des  Grundrhomboeders  gegen 
die  Axe:  und  das  ist  das  zweite  stumpfere  Bhomboeder. 

Man  kann  sich  noch  zur  Aufgabe  machon,  das  Gesetz  zu  finden,  nach 
welchem  die  Fläche  des  ungleichschenklichten  Dihexaeders  vom  neuen  stum- 
pferen Bhomboeder  abgeleitet  werden  kann,  an  welchem  sie  die  Kanten  an 
der  Basis  zuschärft;  diese  Aufgabe  kann  auf  folgende  Weise  gelöst  werden. 

Nennt  man  die  Neigung  der  Endkante  des  neuen  Rhomboeders  gegen 
die  Axe  v^,  und,  wie  bisher,  die  Neigung  der  Fläche  desselben  Rhomboe- 
ders gegen  die  Axe  X,  die  Neigung  der  Grundrhomboöderfläche  gegen  die 
Axe  /,  und  die  Neigung  der  Endkante  des  Grundrhomboeders  gegen  die 
Axe  r,  so  haben  wir  im  Allgemeinen    —  n:  -^,  also  nach   (17) 


2m 


iS.  ^^  ZZ •    t*?.   r. 

^  3  —  rn  O 

Aus  der  T^eigung  d*  der  Endkante  des  neuen  Rhomboeders  kann  man 
leicht  die  Neigung  F  zweier  benachbarten  Flächen  an  der  Endkante  des- 
selben Rhomboi'ders  berechnen;  wir  haben  dafür  folgende  aus  Nr.  49  ^^* 
kannte  Formel  : 

cot.  jr  =  1/3  COS.  9*. 
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Da  nun  cos.^9-ii: — ,- — rz^    so  ist,    wenn    man    hierin    erst  den  eben 

1  -j-  lg.  =»  ^ 

gefundenen  Werth  von  tg.  d-  substituirt : 


.9 


IUI.      jj     (3  — m)»  4-4m«lg.»r' 

Nun  setze  man  — ^-;r —  für  tg.  ^r,    dann  ^  cot.  ^f^  für  cos.  ^r,    und 

COS.  -*  r  '"'  ^ 

endlich  m  cot.  jß  iiir  rot.  5^,  so  findet  man  folgende  Gleichung  zwischen 
cot.  iJT  und  cot.  ^B 

cot    2ir  —  Sn^n^y  cou^ß 

^        toi/^JZ^  (3  — w)a  4-4(3  — /»j2  roi.ai^)' 

Aus  der  Formel  (iG)  fliesst  aber  : 

cot   2  .ß  —  ^""''^ 

(m-f-  I)     —  4  siii.''4,i> 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  cot.  ^^ß  in  dem  zweiten  Gliede  der 
obigen  Gleichung,  so  findet  man  endlich ; 

Nun  ist  aber  ^F  das  Complcment  des  halben  Neigungswinkels  der  Flä- 
chen des  neuen  Rhombjcders  an  der  Basis  desselben,  zu  f)0^.  Nennt  man 
also  diesen  lelzlern  Winkel  J^  so  ist 

Hieraus  sieht  man,  dass  wenn  man  die  Fläche  des  Grundrhombocdcrs 
mit  P,  die  Flache  eines  abgeleiteten  ungleichschenklichtcn  Dihexaeders  mit 
172  «Px,  die  Fläche  des  neuen  Rhomboeders,  dessen  Kanten  an  der  Basis 
mit  den  Kanten  an  der  Basis  des  ungleichschcnklichten  Dihexaeders  zusam- 

2m 

men  fallen  mit  O  oder  P^'"  bezeichnet: 


.  Px  =  '^Oz  —  "^  .  P-^-'"z 


3 — //*  3  —  m 


Inui  J7 


o. 


oder  noch  allgemeiner  OTP"jr::^^^tP^'"z ;  und  umgekehrt/7P^j:z^'-£T--P'''-^x. 


3 — tn  ö  r  ^^1 
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Nimmt  m  einen  solchen  Werth  an,  dass  -r —  IZ  4i  oder  zz,  i6,  oder 
ZI  64  etc.  wird,  so  wird  diese  Formel  der  Ausdruck  eines  sehr  einfachen 
Gesetzes.     Ist  z.  B.  /n  iz  2,  so  ist 

das  heisst,  die  Zuschörfungsfläche  der  Endkante  des  Grundrhomboeders, 
deren  halber  Zuschärfungswinkel  eine  doppelt  so  grosse  Tangente  hat,  als 
der  halbe  Neigungswinkel  der  Grundrhomboederflächen,  erscheint  am  zwei> 
ten  stumpferen  Rhomboeder  als  Zuschärf ungsfläche  der  Kante  an  der  Basis, 
so  dass  die  Tangente  des  halben  Zuschärfungswinkels  drei  Mal  so  gross 
ist ,  als  die  Tangente  des  halben  Neigungswinkels  der  Flächen  des  zweiten 
stumpferen  Rhomboeders  an  der  Basiskante. 

Da  die  Fläche  des  ersten  stumpferen  Rhomborders  die  Endkante  des 
Gnindrhomboeders,  mithin  auch  die  Zuschärfungskante,  grade  abstumpft^ 
und  da  das  erste  stumpfere  Rhomboeder  das  erste  schärfere  Rhomboeder  in 
Bezug  auf  das  zweite  stumpfere  Rhomboeder  ist,  so  kann  man  auch  dieses 
Gesetz  so  ausdrücken : 

•,Jedes  ungleichschenklichte  Dihexaeder,  dessen  Flächen  als  Zuschär* 
fongsflächen  der  Basisk'anten  irgend  eines  Rhomboi'ders  erscheinen  ,  so  dass 
die  Tangente  des  halben  Zuschärfungswinkels  drei  Mal  so  gross  ist,  als  die 
Tangente  der  halben  Neigung  der  Rhomboederflächen  an  derselben  Kante, 
wird  an  denjenigen  Endkanteu,  welche  mit  den  Ecken  des  Rhomboeders 
zusammentreffen,  von  den  Flächen  des  ersten  schärferen  Rhondboeders  grade 
abgestumpft.^' 

Es  bleibt  uns  noch  übrig,  den  körperlichen  Inhalt,  die  Oberfläche  und 
den  Spitzenwerth  des  ungleichscheuklichten  Dihexaeders  zu  finden. 


»      • 
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Um  den  körperlichen  Inhalt  K  des  ungleichschenklichten  Dihezaeders 
EU  finden,  legt  man  erst  Ebenen  dnrch  seine  Bnsiskanten  /?,  q  (s.  Fig.  q4)? 
diese  Ebenen  bilden,  wie  wir  eben  gesehen  haben;  ein  sehr  stumpfes  Rhom- 
bocder;  über  den  Flächen  dieses  Rhomboeders  erheben  sich,  wie  man  sieht, 
vierseitige  Pyramiden,  welche  mit  dem  Rhomboed|er  zusammen  den  Totalin- 
halt des  gleichschenklichten  Dihexaeders  ausmachen.  Man  kann  jede  dieser 
Pyramiden  noch  «in  zwei  gleiche  Theile,  das  heisst  in  zwei  gleiche  dreisei- 
tige Pyramiden  theilen,  dunh  einen  Schnitt,  den  man  durch  die  Endkanie 
k  des  Dihexarders  und  dnrch  die  Aie  (lihrt;  diese  dreiseitigen  Pyramiden 
werden  von  der  Fläche  /,  von  der  Fläche  des  stumpfen  Rhomboeders  and 
von  Flächen,  die  durch  die  Endkanten  ^,  x  des  Dihexaeders  und  die  Aze 
gehen,  gebildet. ;  alle  Stücke  in  denselben  sind  uns  also  aus  dem  Vorher- 
gehenden bekannt.  Bezeichnet  man  den  körperlichen  Inhalt  des  stumpfen 
Rhomboeders,  an  welchen  die  Flächen  /  als  Zuschärfungen  der  Basiskanten 
erscheinen,  mit  AT^  und  den  körperlichen  Inhalt  einer  solchen  dreiseitigen 
Pyramide  mit  K^\  so  ist  olTenbar 

K  —  K'  -^  \iK'\^ 
Der   körperliche   InhaFt    K^   des   stumpfen    Rhomboeders    ist  lei'jht  aus 
der  Neigung  \  seiner  Flächen  gegen  die  Axe  zu  finden.     Wir  haben  näm- 
lich, nach  den  Formeln  von  Nr.  5o, 

wobei  die  halbe  Axe  des  stumpfen  Rhomboeders  n  i  gesetzt  worden  ist. 

Lim  den  Inhalt  K^^  der  dreiseitigen  Pyramide  zu  berechnen,  fälle  man 
erst  ein  Perpendikel  u  aus  der  Spitze  des  ungleichschenklichten  Dihexaeders 
auf  die  Verlängerung  der  Fläche  des  stumpfen  Rhomboeders;  dieses  Perpen- 
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« 

dikel  ist  ofTenbar  die  Höhe  der  Pyramide  ;  die  Basis  derselben  ist  die  halbe 
Fläche  des  stumpfen  Rhomboeders ;  das  Perpendikel  mit  der  Basis  multi* 
plicirt  und  durch  drei  dividirt,  giebt  den  körperlichen  Inhalt  der  Pyramide. 

Die  Endkante  k  des  -ungleichschenklichten  Dihexaeders  bildet  mit  einem 
Stück  der  Axe  und  mit  der  kurzem  Diagonale  der  Fläche  des  stumpfen 
Rhomboeders  ein  Dreieck,  welches  Fig.  99  besonders  abgebildet  ist,  und  in 
welchem  die  Endkante  des  Dihexacders  wieder  mit  k^  die  Diagonale  des 
stumpfen  Rhomboeders  aber  mit  d  bezeichnet  worden  ist.  Fällt  man  aus  S 
oder  aus  der  Spitze  des  Dihexacders  ein  Perpendikel  auf  die  Verlängerung 
von  d,  so  ist  dieses  eben  die  Höhe  u  der  dreiseitigen  Pyramide,  die  wir 
zu  suchen  haben. 

Nun  ist  aber,  wie  schon  aus  der  Ansicht  der  Fig.  99  klar  ist, 

u  zu.  k  •  sin.  ^) 
und  wenn  man  k  aus  J,  {%  und  180^  —  X  berechnet  ' 

sin.  (/.  —  (j) 

Ferner,  da  d  die  kürzere  Diagonale  eines  stumpfen  Rhomboeders  ist, 
dessen  halbe  Axe  ZU  i  und  dessen  Flächenneiguug  gegen  die  Axe  X  ist, 
so  ist  offenbar 


also 


3  CUa.X 


/c-        '*•*•' 


3  MU.  (x  —  ^.) 

und 


// 


3  sin.  (/. — (>) 

jSnn  ist  noch  die  Basis    der    dreiseitigen  Pyramide    zu    bercihnen    oder 
die  halbe  Seilenfläche  desselben  stumpfen  Rhombot  ders,  von  dem  bisher  die 
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Rede  war,  und  dessen  Basiskanlen  mit  den  BasisVanten  des  angleichschenk- 
lichten  Dihexaöders  zusammen  fallen.  Wir  wollen  die  Endkante  des  stam- 
pfen RhomWders  mit  j:^,  den  ebenen  Winkel  an  der  Spitte  desselben, 
wie  oben,  mit  /  bezeichnen ,  so  ist  der  Inhalt  det  halben  Seitenfläche  des 
stumpfen  Bhombocders  offenbar 

\3f  •  d  •  sin.   J-/. 

Hierin  für  y  seinen  Werth  ——  (bedeutet  hier,  wie  oben,  die  Neigung 
der  Endkante  des  stumpfen  Rhomboeders  gegen  die  Axe)  und  für  d  seinen 
eben  gefundenen  Werth  gesetzt,  giebt  ßir  den  Inhalt  der  Basis  der  drei* 
seitigen  Pyramide 

\  sin.  -J/ 


9   TMS.  /.    CO».    lA 

Diesen  Werth  mit  dem  dritten  Theil    der  Hohe  u  der  Pyramide  multi- 
piicirt,  giebt  endlich  den  körperlichen  Inhalt  der  Pyramide 

jr^yy   _^    16  sin.  ^/ sin.  (>  »in.  ^ 

""~    St    c«s.*^  COS.  1/ sin.  (x  —  ^t) 

Es  ist  also 

^___^    16  tg.^^       .       6i  *in.  •/ 5111. 0  sin. /^. 


K  = 


"A       .       (>.'|  «in.  ■/ 5111. 0  sin./. 

J  '      27         c«».*^  cos.1^  sin.  (1^. — ^i)' 


wobei  die  halbe  Axe  des    stumpferen  Rhomboeders    der  Einheit    gleich    ge- 
setzt Word  a  ist. 

In  dieser  Gleichung  kann  man  erst  k  —  /  für  i)  setzen ,    wodurch  sie, 
gehörig  entwickelt,  folgende  (lestalt  bekommt : 

-r  9-  l6'tK.^>^.  *o^.^  +  6/t  ■  T^3  -sin.^/  t^.^A  rot./  ..-  Vi'Gh  -sin.^/  t^J 

27-y'3.cos.^  ' 

]Sun  ist  aber,  vermöge  des  Zusammenhangs,  der  unter  den  Stücken  des 
selben  Rhomboeders  statt  findet  und  welchen  die  in  ^r.  49  entwickeltei 
Formeln  geben, 
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sm.  J/  —  — - —  ^ 

und   . 

tg.  ^  zz  2  tg.  31 
and  äberdiess  nach  dem  Vorhergehenden 

cot.  r  zz  -TTT^ — r  cot.  31. 

2(3  — m) 

Diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung  gesetzt,  geben  endlich 
oder  da  tg.  X  —  -^  •  lg.  r 


i6      ^    m»(^+l) 


3/3  (3— m) 

wobei  die  halbe  Axe  des  stumpfen  Rhomboeders  z^  i  gesetzt  worden  ist. 

Will  man  den  körperlichen  Inhalt  K  des  ongleichschenklichten  Di- 
hexaeders  anf  seine  eigne  halbe  Axe  als  Einheit  beziehen,  so  muss  man 
den    obiiren    Ausdruck   von   K  mit   dem  Cubus   von    ; — r  i   multipliciren. 

(m+l)  ^ 

Dieser  Bruch  drückt  das  Verhältniss  der  Axe  des  stumpfen  Rhomboeders 
zur  Axe  des  ungleichschenklichten  Dihexaeders  aus;  denn  wenn  man  ein 
Perpendikel  aus  einer  Ecke  an  der  Basis  des  Dihexaeders  auf  die  Axe 
fallen  lässt,  so  trifft  dieser  die  Axe  des  stumpfen  Rhomboeders  im  dritten 
Theil;.  wenn  man  also  die  halbe  Axe  des  stumpfen  Rhomboeders  der  Ein- 
heit gleich  setzt,  so  ist  das  Stück  Axe,  welches  zwischen  dem  Durchschnitts- 
punct  des  Perpendikels  mit  der  Axe  und  der  Endspitze  des  stumpfen 
Rhomboeders  begriffen  ist,  gleich  % ;  das  Stück  aber,  welches  zwischen  dem- 
selben  Durchschnittspunct  und  der  Spitze  des  Dihexaeders  begriffen  ist, 
gleich  i  •  ' —  (denn  diese  beiden  Stücke  verhalten  sich  zu  einander,  wie 
die  Tangenten  von  &  und  r,  welche  sich  eben,  nach  (17),  wie  2/»  zu  3 — m 

34 
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>  ■ 

verhalten);  za  diesem  letzten  Stück  braucht  man  nur  ^  hinzuzufügen,  um 

die  halbe  Axe  des  Dihexaeders  zu  haben,  welche  also  gleich :   ist. 

(3— m) 

Führt  man  nun  diese  Multiplication  aus,  so  findet  man 

^  -  373  •  Jiii+Iy'  •  *«•  ' 

wobei  die  halbe  Axe  des  ungleichschenklichten  Dihexaeders  oder  des  Gmnd-^ 
rhombob'ders  der  Einheit  gleich  gesetzt  worden  ist. 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  Werth  -r-rr  ^^^  körperlichen 
Inhalts  des  Grundrhombocders,  so  findet  man,  dass  sich  4er  körperliche 
Inhalt  des  ungleichschenklichten  Dihexaeders,  zum  körperlichen  Inhalt  des 
Grundrhombocders  verhält,  wie  /^m^  zu  (/»-|-i)^. 

Die  Oberfläche  des  ungleichschenklichten  Dihexaeders  findet  man,  in- 
dem  man  das  Product  der  beiden  Endkanten  ^,  x  desselben  mit  dem  Sinus 
des  ebenen  Winkels  3,  den  sie  einschliessen,  multiplicirt,  und  dasBesnltat 
dieser  Rechnung  sechs  Mal  nimmt. 

Es  sey  also  die  Oberflache  0,  so  ist,  wenn  man  fiir  A  und  x  ihre 
Werthe  substituirt 

OA/2        2m  \     /2        2m     \     2  \  1  1  •        , 

\3      3— /«/    \3      3—m    '3/       cos.  r      cos^  ' 

denn  das  Stück  Axe,  welches  zwischen  einem  aus  der  Ecke  an  der  Basis 
des  Dihexaeders  auf  dessen  Axe  gerälllen  Perpendikel  und  der  Spitze  des 
Dihexaeders  enthalten  ist,  Ist  nach  dem  Vorhergehenden  gleich  —•  5:^:7-* 
um  das  Stück  Axe,  welches  zwischen  demselben  Perpendikel  und  der  entge- 
gengesetzten Spitze  des  Dihexaeders  enthalten  ist,  zu  finden,  braucht  man 
nur  -—  zu  dem  Werth  des  ersten  Stücks  hinzuzufügen;  und  diese  Grossen, 
durch  die  Cosinu&.e  der  Neigungswinkel  von  A  und  x  gegen  die  Axe  divi- 
dirt,  geben  offenbar  A  und  x  selbst.     Hier   ist   wieder  die   halbe  Axe  des 


i 


i 
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stumpfen  Rhomboeders,  dessen  Basislanten  mit  den  Basiskanten  des  Dihex- 
aeders  zusammen  fallen,  als  Einheit  angenommen  worden. 

Will  man  den  Werlh  der  Oberfläche  auf  die  eigne  halbe  Axe  des 
Dihexaeders  als  Einheit  beziehen,  so  hat  man  den  obigen  Ausdruck  noch 
mit  dem  Quadrat  von  ^  /"  zu  multipliciren  ,  welches  aus  dem  Vorherge- 
henden klar  ist.  Man  bekommt  so  folgende  Gleichung,  wenn  man  wieder 
die  Oberfläche  des  ungleichschenklichten  Dihexaeders  mit  0  bezeichnet: 

16         m(m-|-3)  iin.  h 


0  =  ^  . 


3  ("'"l"!)^         cos.rcos.1^' 

Vergleicht  man    diesen  Ausdruck    mit   dem  Werth  C/  zu  ^  •  — ^  der 
'Oberfläche  des  Grundrhomboeders,  so  findet  man 

O     ^_^   2m  ('y* -f*  3  )  COS.  r  sin.  h 
(y    '  ("'"f"  0^  COS./  sin.a 

Hierin  kann  man  ^^^' '      für   cos.  r,     .7/      tt  cot.  iC   für    cos./,    und 

y3  '    y3(m— 1)  ^ 

*4 — jT.  für  sin.  b  (s.  die  Gleichung  (5))  setzen.     Man  erhält 

O    m'(m— 1)  cot.^J9 

(X  ("*-\'  1 )  ^  COS.  J6'  COS.  ]ji 

Da  nun  ferner  cos.  4C  zz  — ^—  cos.  iß,  cos.  Jö  z^  —-: — r-,  und  cot.  iB 


—  cot.  lAy  so  ist : 


O    4/w  COS.  ^A 


Will  man  0  allein  haben,  in  einer  für  die  Rechnung  bequemen  Form, 
50  findet  man  auch  durch  ähnliche  Substitutionen 


0  = 


\Sm  tg.r 


(mJ^\y         COS.  i^B 

und  hieraus 

O^   /|S1^3 

"K    (m-fl)'»co5.aij9* 

Was   den  Spitzenwerth  E   des   ungleichschenklichten    Dihexaeders   be- 
trifft, so  haben  wir  nach  dem  Vorhergehenden 

r  3-^4-  3^:  —  720'' 

E  zz  — ^^—z . 
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55.  Eben  so  wie  die  Endkanten,  kann  man  sich  auch  die  Basiskanten 
eines  Rhomboeders  zugeschärft  denken;  diese  Zuscharfungsflächen,  hinläng« 
lieh  verlängert,  bis  sie  sich  schneiden,  bilden  eben  solche  Drei  -  und  Drei- 
kantner  oder  ungleichschenklichte  Dihexaeder,  wie  die  Zuschärfungsflächen 
der  Endkanten.  Wir  haben  oben  gesehen,  dass  man  jede  Zuschärfungs* 
fläche  der  Endkante  eines  Rhomboeders  eben  so  gut  als  eine  Zuschärfnng»- 
fläche  der  Basiskante  eines  andern  Rhomboeders  ansehen  kann;  bieTOll 
macht  nur  die  Flache  3Px  oder  die  Fläche  des  eigentlichen  oder  gleich- 
schenklichten  Dihexaeders  eine  Ausnahme,  weil  bei  diesem  Körper  die  Kan- 
ten an  der  Basis  in  einer  Ebene  liegen,  so  dass  die  Ebenen,  die  man  darch 
je  zwei  benachbarte  Basiskanten  zu  legen  versuchte,  nie  ein  Rhomboeder 
bilden  können,  weil  sie  alle  zusammen  fallen.  Man  sieht  also  schon  vor- 
aus, dass  die  Formeln,  die  fiir  diese  Art  ungleichschenklichter  Dihezaeder 
zu  entwickeln  sind,  den  bisher  entwickelten  ganz  analog  ausfallen  müssen« 

Wir  wollen  die  durch  Zuschärfung  der  Basiskanten  des  Grundrhom- 
boeders  entstandenen  ungleichschenklichten  Dihexacdcr,  Dihexaeder  der  zwei- 
ten Art  nennen. 

Es  sey  r,  Fig.  lOO,  die  Fläche  eines  solchen  ungleichschenklichten  Di- 
hexaeders, das  aus  der  Zuschärfung  der  Basiskanten  des  GrundrhomboSders 
entstanden  ist.  Wir  wollen  die  Neigung  r  zu  r,  oder  die  Neigung  zweier 
Flächen  an  der  kürzeren  Endkante,  wieder  mit  £,  die  Neigung  von  r  m  / 
oder  die  Neigung  zweier  Flächen  an  der  längern  Endkante,  mit  C,  und 
die  Neigung  von  r  zu  /^  oder  die  Neignng  zweier  Flächen  an  der  Basis* 
kante  mit  D  bezeichnen ;  es  sey  ferner  F  die  Neigung  zweier  Grundrhom- 
boederflächen  an  der  Endkante,  oder  iSo^^^jT  die  Neigung  der  Rhomboe- 
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Man  findet  auf  diese  Art 


und 


woraus 


auch 


Fepncr 


COS.  iB  i^  -~  sin.  iD 


COS.  iC  rz  COS.  iJ5  ^^^ 


COS.  iC  ZI  —1 —  •  sin.   5/). 

2n  * 


^-  '^  =  äir,  •  tg-  ^ 


und 


coi.  /  __^   3"-f"^ 


cot.  r  3« — 1 

WO  r  die  Neigung  der  kürzern  Endkante,  /  die  Neigung  der  längern  End- 
kante des  Dihexaeders  und  9-  die  Neigung  der  Endkante  des  Grundrhom- 
bocders  gegen  die  Axe  bedeuten.  Man  kann  auch  r  aus  B  und  r^  aas  C 
berechnen,  vermöge  der  Formeln 

(3/1—1)  •, 

COS.  r  rz  /  .   ,  r  •  cot.  \B 
COS.  r  zz  7^ — TTTT  •  cot.  \L. 

(/»— 1)^3  * 

Eben   so    ändert   man    die    Formel    für    den    körperlichen    Inhalt     um. 
Man  findet  diesen 

^  —  373  •  —^rs—  •  tg.^r 

wobei  die  halbe  Axe  des  ungleichschenklichten  Dihexaeders  der  Einheit 
gleich  gesetzt  ist,  und  wo  r  die  Neigung  der  längern  Endkante  gegen  die 
Axe  bedeutet. 

Setzt  man  hingegen  die  halbe  Axe  des  Grundrhomboeders   der  Einheit 
gleich,  so  ist 


—      »7'      — 

A- =  ;4-;  •  .6. '  X 
oder 

WO  X  die  Neigung  der  Fläche,  ^  die  Neigung  der  Endkante  des  Grund- 
rhomboeders  gegen  die  Axe  bedeuten.  Aus  der  letzten  Formel  sieht  man, 
dass  der  körperliche  Inhalt  des  Grundrhombocders  sich  zu  dem  körper- 
lichen Inhalt  des  durch  Zuschärfung  der  Basiskanten  abgeleiteten  Pihexae- 
ders  verhält,  wie  i  ;  n. 

Was  die  Oberfläche  0  des  ungleichschenklichten  Dihexaeders  der  zwei- 
ten Art  betrifft,  so  findet  man,  aus  dem  Vorhergehenden  ,  wenn  man  -^^ 
ftir  m  setzt 

0=4  .  (3b-i)  (3n+i)      ""•* 


3  ^  r    ^  •       '    cos.r«cos.r 

wobei  die  halbe  Axe  des  Grundrhombocders  der  Einheit  gleich  gesetzt 
ist  *)•  Man  muss  sie  mit  -^  multipliciren ,  wenn  man  die  halbe  Axe  des 
Dihexaeders  selbst  als  Einheit  setzen  will. 

Vergleicht    man    diesen   Ausdruck   mit   der    Oberfläche    C/   des  Grund- 
rhombocders, 


5  COS.  X  COS.  tf 

(wo  /  der  ebene  Winkel  an  der  Spitze  des  Grundrhomboeders,    X  die  Nei- 
gung seiner  Fläche,  ^  die  Neigung  seiner  Endkante  gegen  die  Axe    bedeu- 

lel)  oder  da  sm.  J/  zz  — - — « 

sVa-tg.^ 


(y 


3coi.yl     ' 


^)  6  üt  der  ebene  Winkel  an  der  Spitse  dtt  DihexaVdtrs. 
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so  findet  man 

O    ^_^   (3/»— 1)  (3/«-f  1)  an.b  cot.;i 
O'   "^  4/3  t^.^  COS. reo». r' 

Hierin  kann   man   sin.  *  =:  g  ^J'°'^  *)  1   tg.  ^  zz  ^^  tg.  r,    nachher 

•  3/1 — 1         .  jn»   t  3« — i      cot. LS  j  .  2cot.tr 

tg.  /  rr  jq:j  •  tg.  r,  endlich  cos.  r  =  ;q-j. .  -^  und  CO».  X  =  -^ 

■ 

machen;  man  findet  so: 

o  (/i-f  1)  cos.^r 

^^  Setzt  man  hierin  cos.  4B  rz  -^  •  sin.  i/>,  und  bezeichnet  den  Nei- 
gungswinkel  der  Flächen  des  Grundrhomboeders  an  der  Basiskante,  d.  h. 
den  Winkel  180^  —  F,  mit  J^  so  hat  man  endlich 

O    ^^   n  sin.  :?4 

07  "*■  UnTj/T* 


*)  Die  Winkel  ^B^  b,  |^,  /,  60''  und  r    bilden   ein  sphKrisches  Dreieck,   in  welchem  die  l^inkel 
6,  ^,  r'  und  60°  so,  wie  es  in  dieser  Formel  angegeben  ist,  susammen  hüngen* 


-     273     - 

Zusammenstellung^  der  bisher  entwickelten  Formeln  fürs 

Ungleichschenklichte  Dihexaeder. 

I.  Fürs  ungleichschenklichte  Dihexaeder,  welches  aus  Zuschärfung  der  End- 

kanten des  Grandrhomboeders  entsteht.    mPx. 
tg.  JB  zz  I»  tg.  iA. 

COS.    {C  zu    — —  COS.    \li. 

sin.  tJ/>  zz  '—■  COS.  ijB. 

*  m4-3  ctHLtA  m  cot,  IX 

cot.  r   ~  -z^—  cot.  r;  cos.  r  ZZ  —tt-  I^  — ^^ — . 
sin.  /^  :=  sin.  /*  sin.  iB. 

COS.    ib   =    yp{  (lgO°+i^-  O  CO..I  (iZQo+g-^A 

\  sin.  ^  sm.  Jf^  / 

tg.  i  (^  +  /i)  =  cot.  4  (r+/)  ;-^|=g. 

/f  —  —7-  •  ' — i-—  •  ta.^rj     die   halbe  Axe    des  Dihexaeders   oder 

O  ZZ  z — r^  •  — ^  \       Grundrhomboeders  gleich   i  gesetet. 

II,  Fürs  ungleichschenklichte  Dihexaeder,  welches  aus  Zuschärfung  der  Ba- 

siskanten des  Grundrhomboeders  entsteht.     nPz. 
tg.  {D  zu  n  cot.  ^A 

COS.  iJB  zz  ^^^  sin.  t'Z). 

COS.   iC  ~   — r-  COS.   .iJS. 

sin.  i^  zz  sin.  ^  •  sin.  4Z^. 
sin.  i''  zz  slu,  r^  •  sin.   iC. 


o 


5 


ÜT  m  3:^3  •  ^-^,—  tg.^p^  die    halbe  •Axc    des    Dl 


hexaeders 


K  =  ^,-  *'r 


die    halbe  Axe    des  Gmndrhomboi'ders 


0  =  (3«-i)  («+!). £^s 

O^    — '    lifT.^    "~     sin.«/; 

In  diesen  beiden  Tabellen  bedeutet : 

j4  die  Neigung  zweier  benachbarten  Grundrhomboederflächen  an  der 
Endkante« 

B  die  Neigung  zweier  benachbarten  Dihexaederflächen  an  der  kurzern 
Endkante. 

C  die  Neigung  zweier  benachbarten  Dihexaederflächen  an  der  iSngem 
Endkante. 

D  die  Neigung  zweier  benachbarten  Dihexaederflächen  an  der  Ba- 
siskante. 

r  die  Neigung  der  Endkante  des  Grundrhomboeders  gegen  die  Axe  (in 
der  1  Tabelle,  ist  diess  auch  die  Neigung  der  kurzem  Endkante  des  Di- 
hexaeders  gegen  die  Axe). 

Q  die  Neigung  der  kürzern  Endkante  des  Dihexaeders  gegen  die  Axe, 
in  der  Tabelle  II. 

/  die  Neigung  der  längern  Endkante    des  Dihexaeders   gegen    die  Axe 

/  die  Neigung  der  Dihexaederfläche  gegen  die  Axe. 

0  die  Oberfläche  des  Dihexaeders. 

0    die  Überfläche  des  Grundrhomboeders. 
I 

K  der  körperliche  Inhalt  des  Dihexaeders. 
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A  die  Neigung  der  Flächen  des  Grund rhomboeders  an  der  Basiskanle 
oder  180^  —  A. 

56.  Es  giebt  im  rhombocdrischen  System  keine  Flache,  die  nicht  als 
grade  Abstumpfungsfläche  oder  als  Zuschärfungsfläche  an  irgend  einem  Bhom« 
boeder  erscheine ;  die  vorhergehenden  Formeln  enthalten  also  im  Grunde 
die  Auflösungen  aller  Aufgaben,  die  man  sich  in  Betreff  der  Winkel  des 
rfaomboedrischen  Systems  machen  kann,  so  lange  es  Flächen  von  derselben 
Art  sind,  wenn  man  nur  weiss,  auf  welches  Grundrhonboeder  sie  bezogen 
werden  können.  Da  man  aber  oft  auch  die  Neigungen  von  Flächen  ver« 
schiedener  Art  zu  wissen  nöthig  hat,  so  wird  es  gut  seyn,  auch  Formeln 
kennen  zu  lernen,  nach  welchen  man  die  Neigung  irgend  zweier  Flächen 
finden  kann,  die  in  einem  bekannten  Verhältniss  zu  einem  bekannten 
Grundrhomboeder  stehen. 

Wir  wollen  den  weitläuftigen  Gegenstand,  den  wir  zu  bearbeiten  haben, 
in  zwei  Abtheilungen  bringen;  in  der  ersten  wollen  wir  von  den  Neigun- 
gen der  verschiedenen  Endflächen  gegen  die  Säulenflächen  handeln,  in  der 
sweiten  sollen  die  Neigungen  verschiedener  Endflächen  untereinander  be* 
trachtet  werden. 

A.     Von    den    Neigungen    der    Endflächen    g^gen    die 

Säulen  flächen. 

Wir  wissen  schon  aus  der  allgemeinen  Darstellung  der  Formen,  die 
im  rhombocdrischen  System  vorkommen,  dass  es  hier  zwei  reguläre  sechs- 
seitige Säulen  giebt.  Die  eine  entsteht  aus  der  graden  Abstumpfung  der 
Ecken   an   der   Basis   und   hat  V^  zum  Zeichen;    die  Flächen   der  andern 
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hingegen  stumpfen  die  Basiskanten  des  Grundrhomboeders  grade  ab  und 
werden  mit  004:  bezeichnet. 

So  wie  beim  Grundrhomboeder,  so  sind  auch  bei  allen  andern  Rhom- 
boedern  die  Rhomboedei*flächen  entweder  auf  die  Kanten  oder  anf  die 
Flächen  der  Säulen  grade  aufgesetzt;  Im  letzten  Fall  ist  die  Neigung  der 
Rhomboederfläche  gegen  die  Säulenfläche  gleich  dem  Complement  der  Nei- 
gung der  Rhoniboederfläche  gegen  die  Axe  zu  180^;  im  ersten  gleich  dem 
Complement  der  halben  Neigung  der  Rhomboederflächen  an  den  Endkanten 
zu    180^. 

Die  beiden  Säulenilächen  kommen  zuweilen  mit  einander  vor;  es  giebt 
dann  offenbar  eine  regelmässige  zwölfseitige  Säule,  deren  Flächen  um  i5o^ 
gegen  einander  geneigt  sind. 

Die  Neigung  einer  Zuschärfungsfläche  an  der  Basiskante  des  Rhomboe- 
ders  gegen  die  Säulenfläche,  die  dieselbe  Basiskante  grade  abstumpft,  ist 
offenbar  gleich  dem  um  90^  vermehrten  halben  Neigungswinkel  der  Zu- 
schärf ungsflächen  gegen  einander. 

Will  man  den  Neigungswinkel  der  Dm  -  und  Di*eikantnerilächen  gegen 
diejenigen  Säulenilächen  wissen,  auf  welche  die  Grundrhomboederflächen 
grade  aufgesetzt  sind,  so  verfährt  man  auf  folgende  Weise.  Man  lege  eine 
Ebene  durch  die  längere  Endkante  des  Drei-  und  Dreikantncrs  und  den 
Mittelpunct  des  Rhombocders.  Diese  Ebene  bildet  offenbar  mit  der  Säulen- 
fläche und  mit  der  Diei*»  und  Dreikanterfläche  ein  rechtwinklichtes  sphäri- 
aches  Dreieck,  in  welchem  (wenn  man,  wie  bisher,-  die  Neigung  der  langem 
Endkante  des  Drei  -  und  Drelkantners  gegen  die  Axe  mit  1^  und  die  Nei- 
gung der  Flächen  desselben  an  derselben  Endkante  mit  C  bezeichnet)  eine 
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CO».  ^   n>-f"3    ^^   J/i  +  l 


CO».  Q'  2m  Sn  —  1 

tf .  y   ^^^        2  w  4-  1 

tg.  y'   """  m  —  1    """   #1  —  1 

\%'P'  km  (3/»— 1)  («4-Ö' 

Macht  man  in  diesen  Gleichungen  m  zu  n  -zz  i  ^  so  kann  man  aus 
ihnen  die  Neigungen  und  ebenen  Winkel  berechnen,  die  die  Grundrhom- 
boederfläche  mit  einer  von  den  Seitenflächen  macht,  welche  die  Basisecken 
des  Grundrhomboeders  grade  abstumpfen.  Bezeichnet  man  die  Neigung 
zweier  benachbarten  Rhomboederflächen  an  der  Endkante  mit  A^  die  Nei- 
gung einer  Rhomboederfläche  gegen  die  Säulenflache,  die  derjenigen,  auf 
welche  sie  grade  aufgesetzt  ist,  benachbart  ist,  mit  Q^^^  den  halben  Winkel, 
der  zwischen  den  Durchschnittslinien  der  beiden  Rhomboederflächen  und 
der  Säulenfläche  Hegt,  mit  ^^  und  den  ebenen  Winkel,  der  zwischen  einer 
von  diesen  Durchschnittslinien  und  der  Rhomboederendkante  liegt,  mit  p^^, 
so  ist: 

/V/    COS.  T/^    

cos.    fjr      ZZl Ty—   ZZ.   ' —    4    COS.    l 


tg.  /'=z- 


COS.^y^ 


B.     Von    den    Neigungen    vers\!hi edener   Endflächen 

unter    einander. 

Der  allgemeinste  Fall  ist  hier  derjenige ,  wo  die  Flächen  zweier  un- 
gleidischenklichten  Dihexaeder  an  demselben  Krystall  vorkommen.  Von 
diesen  Flächen  werden  offenbar  diejenigen  der  Endspitze  näher  Uegen,  deren 
Endkanten    stärker   gegen    die  Axe   geneigt   sind.     Es  seyen  nun  r^,  r^^  die 


i 
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Neigungen  der  beiden  Eadkanten,  des  einen  und  des  andern  ungleich- 
schenklichten  Dihexacdcrs,  gegen  die  Axe,  so  ist  offenbar  die  Neigung 
dieser  EndLanten  untereinander,  in  dem  Puncte  wo  sie  sich  durchschneiden, 
iQqO  —  (/  —  /^^  Nennt  man  die  Neigungswinkel  der  Flä<:hen  an  diesen 
Endkanten  C^  und  C^^ ,  so  bilden  zwei  Flächen  auf  derselben  Seite  der 
Endkanten,  und  eine  Ebene,  die  man  durch  die  Endkante  und  den  Mittel- 
punct  des  Kryctalls  legt,  eine  Ecke  oder  ein  sphärisches  Dreieck,  in  welchem 
die  zwei  Winkel  iC^  und  iC'^^,  und  die  eingeschlossene  Seite  iSo^  —  (r^ — /^ 
bekannt  sind,  welches  man  also  auflösen  kann.  Will  man  den  der  be- 
kannten Seite  180°  —  (/  —  r^^)  gegenüberliegenden  Winkel,  oder  die  Nei- 
gung der  beiden  ungleichartigen  Dihexaifderflächen,  und  die  beiden  andern 
■Seiten,  oder  die  ebenen  Winkel,  die  zwischen  den  Endkanten  der  Dihexa- 
ederflächen  und  ihren  Durchschnittslinien  eingeschlossen  sind,  zugleich  be- 
rechnen, so  kann  man  sich  sehr    wohl   der  Gaussischen  Formeln    bedienen. 

57.  Eine  weitere  Entwickelung  aller  der  Fälle  ,  die  hier  vorkommen 
können,  wäre  zu  langweilig;  wir  wollen  uns  deshalb  gleich  an  ein  Beispiel 
wenden,  welches  uns  am  besten  zeigen  wird«  was  uns  Noth  thut. 

ßeim  Kalkspath  ist  die  Neigung  zweier  benachbarten  Bhomboederflächen 
an  der  EndLante  gleich  loS^  —  S^.  Eine  Varietät  desselben,  die  sich  in 
Slatoust  am  Fuss  des  Ural  findet,  vereinigt  die  merkwürdigsten  Flächen, 
die  in  diesem  System  vorkommen  und  ist  Fig.  io4  und  io5  abgebildet. 
Die  erste  Figur  giebt  die  Totalansicht  des  Krystalls,  die  zweite  bloss  die 
Spitze  desselben.  In  der  ersten  Figur  sind  die  kleineren  Flächen  wegge- 
lassen ,  um  nicht  zu  verwirren.  Die  Zeichen  der  vorkummenden  Flächen 
sind  nach  Haüy,  nach  Weiss  und  nach  uns  folgende : 


28o     — 


nach  Haüy :     nach  Weiss :  nach  uns : 


gzz   B    — 


f  -'E^^ 


ooa  :a:a 


ooa:ia:la\ 


ZZ  X  oder  P 


jT*  oder  P 


— 1 


ooc 
a:a:  ooa 


ß 


X  =  z> 


=  b 


-i'^ 


^^7 :  ^a  :  n 


^a : {a :  a 


yi\  \a\a 


_  po 


=   2Px 


üPr 


ZPz. 


Obgleich  an  diesem  Krystall  das  Grund  rhomboeder  nicht  vorkomml, 
so  wollen  wir  dessen  Winkel  doch  mit  berechnen.  Da  hier  keine  grosse 
Genauigkeit  gefordert  wird,  so  wollen  wir  uns  der  Lalande*schen  Logarith- 
mentafeln bedienen,  die  für  Rechnungen  dieser  Art  sehr  bequem  sind. 

Beim  Grundrhomboeder  bedeutet,  wie  im  Vorhergehenden ,  A  die  Nei- 
gung der  Flächen  an  der  Endkante,  r,  i  die  Neigungen  der  Endkante  und 
der  Fläche  gegen  die  Axe,  a  den  ebenen  Winkel  an  der  Spitze «  K  das 
Volumen  und  O  die  Oberfläche,  die  halbe  Axe  ~  i  gesetzt. 

Die  übrigen  Neigungen  werden  mit  den  Buchstaben  bezeichnet,  die  in 
der  Figur  den  correspondirendiju  Flächen  gegeben  worden. sind;  so  bedea- 
tes  -r  die  Neigung  von  /  zn  h  Die  Kanten  werden  durch  die  Flächen 
bezeichnet,  deren  Durchschnitts! inien  sie  sind;  so  ist  //  die  Durchschnitts- 
linie  von    /,  /,    t\  die   Durchschnittslinic    von    /  und  i;    —  bedeutet  den 
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L.  4  ^=  o«6o2o6 
L.  tg.^r  ZI  O'SiSgo 
L.  i  —  9«52288 
L.  Vi  zz  9*76144 
L.  K      =  0.50028  K  zz  3, 1643. 

Q    4  tg'  *- 

L.  4  =  o»6o2o6 
Ii«tg.r~  o»3o695 
L. — r>=  o*2iSq6 

L.  0   zz   1*12497     0  ZI  i3,335. 

2)    Das  nächste  stumpfere  Rhombocder. 

COS.  i—  zz  i  cot.  i./# 

L.  4   =  9*69897 
L.cot.4^=:  9.88433 

L.cos.4-^=  9.58330     i^  =  67°  —  28',5. 

L«  2     z=  o*3oio3 
li.  tg.rzi  o^SoßgS 

^•*g-£=  <^-6°798  £  =  76°  -  8^8. 


cot.  i^  =      * 


^r^  2»in.jÄ 


L.  i       =  9*69^7 

L.    -: =    0»  10975 


L.coi.i^=  9.80872  i~  ZI  57^  —  i3^7. 
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K^^^K 


L«  4  11^  o»6o2o6 
L.K'iz  o»5oo28 


Jj.K  ZZ    !•  10234 

*. 

L«  '4       ^^  0«  60206 

( 

L.  0       zz  M12497 

• 

h.sin»ij4zz.  9*89971 

L«  0      rz»  I  »62674 

1 

ZI  12,657. 

0^  =40  sirit  4^ 


o^  =  42,339. 

3)  Das  nächste  schärfere  Rhomboeden 


cot.   \y  :ZZ  1   COS.   4^^ 


L.  2       z=  o«3oio3 
L.Gos4^=:z  9»784o4 


L.cot.4yz:  Oto85o7  ^4  zz  39^  —  i^\\  sin.  iy  zz  9»8o28o. 


«g-  ii  =  4  *g-  ** 


^jre 


L.  i      —  9.69897 
L.  tg.  I  zz  o«oo592 

L.tg.j^=  9-70487  ii  =  =^6»  -  52'.7. 

sin.  i^  iz  4  •  tg. 

L.  i   =  9*69897 
L.  lg.  \a  —  0.09099 

L.sin.i^=  9-78996      if  =  38°  -  S'.S. 


.  A  ... 


HTU    - — 


5*55357, 
^•97027. 


r —  ^  "^^  —  -ll'3  «a.    i—   ^I   ff  99294. 


TT 


^r 


—     285     — 


cot.  -—  :z:  ^  cot.  r 


L.  5       zz  0*0969 1 
L«  cot«  r  zz  9*69305 


1     •  ^— . 

L.cot.-— ZI 

9*78996 

£.  =  58°  -  -o'.7. 

sin. 

1                      .                           .                t 

"T-  IZ  Sin.  r  .  sin.  \ — 

Axt                                          ^  i 

L.  sin.  r  ZT 

9.95272 

L.sIn.,JY=: 

9.97027 

L.sin.-T— =: 

Jxe 

9-92299 

4-  =  560  —  52^6. 

cos.   ^-jp  _    K^  ,m.^ir  •iD.i6  ) 

iB  zz  690  -  2^3,    iC  —  79'  -  4l^8. 

60*   —      0^0  60"  —      0^0 

-f  69     —     2,3 

129     —     2,3 

—  79   —  4I18 

49    —  21,5  70    —  39,5 

^(6o"4.iß-4C)  =  <  — 4o^75         ^(60'^+iC— iß)zz35"-.i9^75. 

L.cos.(24" — 4o^75)  zz  9*95340 
£.€08.(35** — >9^75)  ZI  9-91160 

L.  -: — -  zz  0*02073 

sin.  jif  «^ ' 

L.  T-rp,  IZ  0*00706 

sin.  \C  ' 


+ 

79 

— 

41.8 

i39 

— 

4i,8 

— 

69 

— 

2,3 

L.  COS.  2  i-jp  zr  9»9o679 

L.  COS.  i-jp  :^  9»9534o  \^  zz  26"  —  4^»» 
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lg.  i(.-^  =  cot.i(r+o;-i;|^ 

tg.  ;(.  +  rf)  =  cot.  Ä(r+0  ^§^y 

Hier  ist  ^  iz  -,    J  =  ^,    r  zz  — ,    ^  =  :jj,,    ^  =  T*   ^  =  T^ 

also  4(r  +  /)  =  Gi -2^75,    i(C-ß)zz 5^-19^75,  i(C+B)=74'-2a^i. 

,     L.cot.i(r4-r')  =  9*74293  L.cot.i(r+rO  =  9*74293 

L.sin.j(C — JB)  zz  8»9679i  L.cos.j(C — B)  zu  9«998i2 

L.  ■: — 77n:iK     "^^  Otoi637  L.  — ttt-ttt     zz  o^SGqSo 


L.tg.  j(£  —  ^  zz,  8»7273i  L.  lg.  i(c  +  J)  zz  o«3io55 

(c^d)  =z    3°—  3^3 
(c-^cl)  =:  63  — 56,0 


7' 


c  zz  66  — 59,3 
d  zu  60  — 52,7. 


L.  64   zz  1  «80618 


L.  ,\    zz  8.56864 

^'  Vi  =  9*76i44 

L.tg.V  zz  0*6 1390 

• 

L.  K^   ZI  o«75oi6 

K'  =  5,6255. 

0'  =  !2.-^i-') 

9    cot.i~   / 

L.  32  zz  1  »50515 

L.  i   zz  9^04576 

L,  tg,  r  zz  0-30695 

t 
L.^.^,/  ZZ  0.44643 

L.  (y   —  1.30^29 

(y   zz  20,l5l. 

*)    A'   iiiiil  ^^'  li«f)ciit^n  hier  Volumen  und  Oberfläche  des  ungtrichschenklichten  Dihcxalideii,  die  h«lbe 
Aft«  tlt«Mitben,  t>d«i-  de*  GrundrhomboVdert,  der  Einheit  gleich  gebet  tt. 


i 
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5)    Das  ungleichschenklichte  Dihexaeder  zPz. 


tg.    ijT/   ZI    2    cot.    \A 


L.  2  ZI  o*3oio3 

Li«  cot.  hA  =:  9*88433 


!••  *fr  i jp  ^=  o»i8536  ip>  zu  56  —  52^^,3  sin.  ^p  zr  9«g2296. 


L.  3        ir  ©•477 12 

L.  1        ZI  9*39797 
L.fiin.4pi:i  9-92296 


COS.  l-j  11  J  sin.  \-jr. 


L.cos.J-j:z:  9*798o5      J-j  zi  5i  — 5^3      sin.  J-j  :^  g»89io4. 


L.C0S.I-JI1:  9«798o5 
L.  4   =:  9.52288 


L.  TU  ZI  9.60206 
L.  tg.  r  iz  0*30695 


COS.  J-p  IZ  i  COS.  J-j 


Lm  COS.  ~  ZI  9*32093     ^-j,  z:  77**  —  54^8. 


tg.  ^,  =   I  tg.  r. 


. ZI  Q*Q0Q0I  -7—  ZI  OQ  —  2  ,5         sm.  


XX 

L.  2   ZI  o-3oio3 

L.  4   z:  9- »549^ 
L.  tg.  r  zz  0*30695 

L«  tg*-j-  m  9-76288      —  IZ  3o**  —  5^. 
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Sin.  —  in  sin.  -—  •  sin.  4-r 
L.sin.  — —  9-799^6 
L.sln.i— =:  9*89104 


L.sin.-J^^=:  9.69030  —  zu  29"*  — 21^ 

Das  Volumen  dieses  Dihexaeders,  die  halbe  Axe  des  Grundrbomboeders 
■ —  f  gesetzt,  ist  doppelt  so  gross,  als  das  Volumen  des  Grundrhomboeders 
selbst,  also  gleich 

6,3286. 
Die  Oberfläche  desselben    verhält   sich  zur  Oberfläche    des  Grundrhooi- 
boedeir*s,  wie   2  cos.  \A  zu  sin.  \-jr,\  man  findet  sie  so  gleich 

22,333. 

6)     Das  ungleichschenklichte  Dihexaeder  3Pz. 
Man  findet  auf  dieselbe  Art,  wie  in  5), 

J^  —  66"  —  29',3  -Jl  —  22"  —    4',3 

if  =  52  -  18,9                       ~  ZI  26  -  52,7 
if  ZI  72  —  12,1                      ~  z:  20  —  573. 
Volumen  (die  halbe  Axe  des  Grundrhomborders  zi  i)  9t4929 

Oberflache 26,5322. 

7)  Neigung  der  Flächen  X  und  r  gegen  die  Snulenflächen  c  und  tf. 

COS.  -1  zr  -  jfg  COS.  i^ 
L.  7       rz  o«84i)io 

^'^l    —  9-28442 

L.cos.^y—  9.79805 

L.cos.-:^  9-92757  -  =  »47*— 49^25. 
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L.  5       ~  0-69897 
L.  y^    :=:  9-76144 

L-tg-.:j:r,=  9-9090' 


L.tg.j^^r:  0.36942 

|'^z=66''-52',2. 

x;/ 

XX                     ^S'  .yaf 
COS.  i-^ 

L.tg.^^=  9.76288 

« 

1 

L.,«.,4.  —  0.67907 

* 

L.  tg-x=  0.44195  —  —  109"  —  52',3. 

X  XX 

Ferner  findet  man  aus  cos.  -7  ZU  I  cos.  —  •   •   •  -r  zi;  127  — ii^8 


X(f   X.c  Xc'  „  ^ 

aus   tg.  J-  —  i  tg.  J^    •••;?=    ^^7  -  58 

^»^^g-  7?    =  T  *g-  17   •  •  •  ^'  =    99  -34.5. 
Auf  dieselbe    Art    findet    man    die  Neigungen    der  Fläche  r   gegen    die 

Säulenflächen  c  und  (/ \ 

^  —  i5i"  — 55^7,      i~  =  49"  — 29^5,     ^  —  127"—    o',S 

y  —  134*"  — 54^0,      J^  zz  So""  — 20%  ^,  =:  irS**—  i3^6. 

8)   Keigung  der  Flächen  /  und  X   gegen  einander. 

tg.  J(Ä-C)   =   lg.  ifl    .    ,-;^^i^ 

.y»     I        V  <  COS. '(-i? /!»') 

tg.  i(Ä-H)  =  lg.  ifl  •  ^^^^) 

COS.  kA  zz  te.  ifl  •     .    ,  , — r- 
Hierin  ist  6  —  -^,     c  —  -j^j,     Jfl  =  J^j  rz  75  —  Sa  ,2,     y^  =  -j, 

JA  =:  1-i  -  79"  -  4  '^8  ,    JC  zz  iy,  =  7  7°  -  54^8. 
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L.t».  7  ^ '— .:;  2',2=-  sqq-o  ■, 


L.  MO.    I — 1- 


li" — 3cJ> 


o  41918 


L.ig.75— 52,2zzo  •  r>95o5 

^-«»•»—47  ZZ9-99979 

t 


-    I 


L.  f^.  l^Ä — c)  Z1931127 


rf«.  157— 36.6 


iroo34o4('i) 


Lig.  i  (M-^)i=o  63288(/i) 


L.sln.75 — 52,2zzg  98666 


L.  sin.  I — 4? 


L.  . 


51f1.I(6 — c) 


=8.49304 

1^0  5 1049 


L.  COS.  ^A 


z=8  99019 


i(6-c) 

-"^ 

»7 

58^8 

{(5-^) 



io3 



6  5 

- 

h 

.^.^^ 

121 

5.3 

c  : 

— 

85 



7.7 

»— 

{A: 

m 

84 



23,4 

— — 

ii 

9)  ?(eigung  der  Flächen  X   ond  /  gegen  y. 

Eine  Ebene,  die  durch  die  Endkante  des  Grundrhomboeders  and  durch 

den  MiUelpancl  desselben  gehl,  ist  offenbar  aaf  /  senkrecht,     Diese  Ebene 

bildet  also  mil  /  und  /  ein  rechtwinklichtes  sphärisches  Dreieck,  in  welchem 

die   beiden    andern    Winkel  k—  und  -^r,     und  die   Seiten  — ,    l—    and 

»I  /  ff       ^  (/T 

180  — (r  —  I ^  )    sind.      Von    diesen  Stücken    sind  uns  180^  —  (r i     ) 

und  (^  bekannt«  man  kann  also  die  übrigen  vermittelst  der  in  der  Ein- 
leitung gegebenen  Formeln  fürs  rechlwinklichte  sphärische  Dreieck  be- 
rechnen.    Man  findet  so : 

y  —  r  8**— TO^a,     ^  ZiZ  115"  — 3o',i,    4^  zi  Sy'*  — 26^5 
und  eben  $0 

4  =  iV— 3«^3,    ^zz  i6r  — 3^7,     i^  =:  14^  —  37^7. 
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J  om  Dihexaeder  insbesondere. 

38.  Das  gleichschenklichte  Dihexaeder,  welches  wir  immer  bisher  schlecht- 
weg Dihexaeder  genannt  haben,  lässt  sich  als  eine  secundare  Form  des 
Rhomboeders  beti  arhten ;  da  es  indess  viele  Substanzen  giebt,  an  denen 
dies^  Form  mit  vieler  Bestimmtheit,  und  ohne  Hinweisung  auf  den  rhom- 
boedrischen  Ursprung,  auftritt,  so  verdient  es  besonders  betrachtet  zu 
werden. 

Die  Formen,  die  zum  System  des  Dihexaeders  gehören,  sind  sehr  ein- 
fach, und  die  Krystalle  ähneln  sich  sehr,  von  welcher  Substanz  sie  seyn 
mögen.  Es  wird  deshalb  hinreichend  seyn,  an  einem  Beispiel  zu  zeigen, 
was  fiir  Formen  in  diesem  System  vurkommen  können  uiid  wie  man  ihre 
Winkel  berechnen  muss;  die  Anwendung  auf  andre  wird  dann  leicht  seyn. 

In  Fig.  106  ist  eine  der  zusammengesetztesten  Krystallisationen  des 
Berylls  abgebildet,  die  ich  Gelegenheit  gehabt  habe  zu  beobachten.  Die 
Flächen  /  bilden  eine  sechsseitige  Pyramide,  in  welchem  zwei  benachbarte 
Flächen  unter  einem  Winkel  von  i5i  — S^y  gegen  einander  geneigt  sind. 
Die  Flächen  /,  5,  x  liegen  in  einer  Zone;  legt  man  eine  Ebene  durch  die 
Endkante  //^  und  durch  den  Mittelpunct  des  Krystalls,  so  ist  die  Tangente 
der  Neigung  von  /  gegen  diese  Ebene  3  Mal  so  gross,  als  die  Tangente  der 
Neigung  von  5,  und  5  Mal  so  gross,  als  die  Tangente  der  Neigung  von  x 
gegen  dieselbe  Ebene.  Wenn  man  also  das  von  den  Flächen  /  gebildete 
Dihexaeder  als  Grundform  des  Berylls  annimmt,  so  sind  die  Zeichen  der 
Flächen  /,  5,  x  folgende  (die  Haiiyschen  Zeichen  beziehen  sich  auf  ein 
reguläres  sechsseitiges  Prisma  Fig.   107): 
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nach  uns ; 


/=  D 


nach  Weiss;        nach  Haiiy. 


a\a\ooa 


s  m  iDx  (oder  X  ) 


=  iDx 


c 
a:\a\a 


i 


r 

j4 


a:\a:ia 


'^  •). 


Da    nun    überdies  die  Fläche  s   die  Endkante  uu   grade   abstumpft,    P 

I 

eine    gradangesetite   Endfläche   ond   M   die    Säuleufläche    ist,    so   sind    die 
Zeichen  dieser  Flächen 


nach  uns; 


u 


nach  Weiss;  nach  Haüy. 


^oderß 


P  —  D 


CO 


M  —  ly 


c 

c 
oon:ooa:ooa 

OQC 

a\a\ ooa 

M. 


Es  ist  nach  den  Formeln,  die  das  Dihexaeder  betreffen,  leicht,  aus  der 
Neigung  von  i  in  i  alle  übrigen  Winkel  des  von  den  Flächen  /  gebildeten 
Dihexaöders.  zu  berechnen.     Man  findet: 


Neigung  der  Dihexaöderendkante  gegen  die  Axe 
Neigung  der  Dihexacderfläche  gegen  die  Axe     • 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze 

Volumen  desDihexaeders,  die  halbe  Axe  zz  i  gesetzt 
Oberflache  des  Dihexaeders,  die  halbe  Axe  zz  i  gesetzt 


63  —  29^^,2 
60  —     3,3 
53  —    9,6 

6,9595 
24,095. 


^)  llaily»  der  «lic  Flärhen  r  nicht  kannte,  schrieb  eigentlich  Z^,  ^y,  und  muss  riann  die  Flifche  a 
mit  {JJi^(J^)  hexeichnen  wier  nu't  ^J^,  Ich  halie  die  Be«cichnung  B,  A  etc.*  vorgeEogen,  weil  sich 
dann  di«  Anal<»gie,  die  die  Krystallisation  des  Berylls  mit  der  des  Apatits  bat,  leichter  leigt. 
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Auf  eine  ähnliche  Art  berechnet  man  die  Winkel  des  von  den  Flächen 
5  gebildeten  Dihexaöders.  Da  das  Zeichen  von  s  nach  uns  j:^  ist,  so  ist 
tg.  -^  ZZ  i  lg.  •— ,  also  -— iz45°  — 3^0,  und  hieraus  findet  man  leicht 
die  übrigen  Stücke,  nämlich: 

Keigung  von  5  zu  5 i38° —  38^4 

Steigung  der  Endkante  gegen  die  Axe       .       •       •         49  —  ^^«3 
Ebener  Winkel  an  der  Spitze      •       .       •       .       .         44  —  27,8 
Volumen,  die  halbe  Axe  =11  gesetzt        •       •       •       2,3198 
Oberfläche,  die  halbe  Axe  zz  i  gesetzt      .       .       •       9,83i. 
Was  endlich  das  von  den  Flächen  u  gebildete  Dihexaeder  betrifft,  so  ist: 
Neigung  von  u  gegen  u   .       •       .       .       •       .       .       i35  —  38^,2 
Neigung  der  Endkante  uu  gegen  die  Axe        •       .         4^  —     3,9 
Neigung  von  u  gegen  die  Axe      .       .       .       .       .         4^  —  ^7i5 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze l^i  —  28,0 

Volumen  des  Dihexaeders,  die  halbe  Axe  ~  1  gesetzt  1,7398 
Oberfläche  des  Dihexaeders    ••••••       7,9630. 

Bei    allen   diesen  Dihexaedern   kann    man    noch    fragen ,    wie  zwei  ab- 

« 

wechselnde  Endflächen  gegen  einander  geneigt  sind.  Es  ist  aus  dem  Vor- 
hergehenden bekannt,  dass  man  jedes  Dihexaeder  als  aus  zwei  Rhomboe- 
dcrn  combinirt  ansehen  kann;  in  der  That,  wenn  man  je  drei  abwech- 
selnde Endflächen*  des  Dihexaeders  verlängert,  bis  sie  sich  schneiden,  so 
entsteht  ein  Rhombocder.  Es  fey  j4^  der  Neigungswinkel  zweier  benach- 
barten Flächen  dieses  Rhomboeders  an  der  Endkante.  Man  lege  eine  Ebene 
durch  die  Bhombocderendkante  und  durch  den  Miltelpunct  des  Kry.^talls, 
eine  andere  mit  ihr  rechtwinklichte  durch  zwei  gegenüberliegende  Endkanten 


k 


—      294      — 

des  Dihexaeders,  so  bilden  offenbar  diese  beiden  Ebenen  und  eine  Bhoin* 
boederfläche  ein  rechlwinklichtes  sphärisches  Dreieck,  in  welchem  ein  Win- 
kel A  und  die  anliegende  Seite  r  bekannt  sind;  man  kann  also  A^  finden 
Termoge  der  Formel 

cos.  i/^  ~  sin.  iA  cos*  r 
oder  da  cos.  r  ziz  V^  cot.  ^A  • 

COS.  iA^  ZI  V3  cos.  \A. 

Setzt  man  in  diese  Formel  die  oben  gefundenen  Werthe  von  A^  so 
findet  man  folgende  Werthe  von  A^\ 

Für  das  von  den  Flächen  /  gebildete  Dihexaeder  A^  ZZ  128** —  4ß^5 

Für  das  von  den  Flächen  5  gebildete  Dihexaeder  A^  rz  io4  —  34,8 

Für  das  von  den  Flächen  u  gebildete  Dihexaeder  A^  'ZI    98  —   'OiS. 

Um  die  Neigungen  von  5  zu  /  und  x  zu  5  zu  finden,  braucht  man 
nur  die  Zeichen  dieser  Flächen  anzusehen,  aus  welchen  man  sieht,  dass  sie 
in  derselben  Zone  von  //  liegen.  Die  erste  von  diesen  Neigungen  ist  offen- 
bar gleich  dem  Complement  von  \{A — A^)  zu  180    oder  gleich  i56** — 44^^» 

Die  Tangente  der  Neigung  von  x  gegen  eine  Ebene,  die  durch  die 
Endkante  //,  in  deren  Zone  sie  liegt  und  durch  den  Mittelpunct  des  Kry- 
Stalls  geht,  ist  |  von  der  Tangente  von  ^y,  jene  Neigung  also  gleich 
37**  —  40^7»  ^^^  ^*^  Neigung  von  5  gegen  x  gleich 

,80"— i(io4"-34",8  — 75^37^5)  —  i65"_  3i^3. 

Eine  von  den  Säulenflächen  M  geht  offenbar  der  Ebene  parallel ,  die 
mau  sich  durch  die  Endkante  //,  in  deren  Zone  die  Flächen  /,  5,  x  liegen, 
und    durch    den  Mittelpunct  des  Krystalls   gelegt  denken  kann.     Die  Kei* 


\ 
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gungen  von  /,  5,  x  gegen  diese  Söulenfl'ache  sind  also  den  Complemcnten 
der  INeignngen  von  /,  5,  x  gegen  diese  Ebene  zu  180  gleich.  Man  findet  so: 
INeignng  Ton  /  gegen  die  nichtanliegende  Säulenfläche  M  io4° —  27^,1 

Tüeigung  von  5  gegen  M 127  —  l^iji 

Neigung  von  jr  gegen  M 142  —  11,2. 

Es  bleibt  uns  noch  übrig,  die  Neigungen  von  x  gegen  jr,  und  von  x 
gegen  u  und  /  zu  berechnen. 

Wenn  man  das- von  drei  abwechselnden  Flächen  5  gebildete  Rhom- 
locder  (ur  sich  betrachtet,  so  erscheinen  die  Flächen  x  an  demselben  als 
Znschärfungsflächen  seiner  Basiskanten ;  man  kann  sie  also  als  Flächen  eines 
ungleichschenklichten  Dihexab'ders  ansehen.  Es  sey  im  Allgemeinen  — Dx  das 
Zeichen  der  Fläche  jr;  da  nun  \Dx  das  Zeichen  der  Fläche  v  ist,  so  ist 
offenbar,  wenn  man  die  Fläche  x  als  eine  Fläche  von  der  Form  nPz  an- 
sieht (auf  das  von  den  Flächen  s  gebildete  Rhomboöder  bezogen) ,  n  =z  4** 
Mnn  braucht  diesen  Werth  von  n  nur  in  die  im  Vorhergehenden  ent- 
wickelten Formeln  fürs  ungleichschenklichte  Dihexaeder  zu  setzen,  um  den 
Zusammenhang  aller  Winkel  zu  haben,  die  an  den  von  den  Flächen  —Dx 
gebildeten  Drei-  und  Dreikantnern  vorkommen.     Man  findet  so: 

Neigung  von  j:  zu  a: 161   —  l^ij 

Neigung  der  Kante  xx  gegen  die  Axe .33  —  4^  ^ 

Neigung  von  x  gegen  die  Axe 33  —  16,2 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  xx  und  xM    •       •       5i  —  4^1^ 
Ebener  Winkel  zwischen  sx  und  sx  (oder  ts  und  ti)       .     101  —  36,5. 


> 


*)  Diejenige  Endkante  des  von  den  Flächen  x  gebildeten  Drei  -  nnd  Dreikantners,  die  Olier  der 
Endkftnle  des  Grundrhoinbo)>ders  (von  den  Flachen  i  gebildet)  liegt,  wird  von  der  Flüche  f,  die  den» 
GcgenrlionLoCder  gehört,  gi-ade  ahgcstuinpft. 
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Man  denke  sich  jetzt  die  benachbarten  Flächen  x  und  3/  verlängert, 
bis  sie  sich  in  einer  Endkante  schneiden,  die  über  M  liegt,  ihr  Neigungs- 
winkel sey  F»  Legt  man  durch  diese  Endkante  und  den  Mittelpunct, 
ferner  durch  die  Endkante  xx  nnd  den  Mittelpunct  Ebenen«  so  schneidea 
sich  diese  in  der  Axe  und  machen  einen  Winkel  von  3o^  miteinander;  sie 
bilden  ferner  mit  der  Fläche  x  ein  sphärisches  Dreieck,  in  welchem  die 
drei  Winkel  \C^  \F  \xxA  3o  sind;  C  bedeutet  hier  die  Neigung  von  xtMx. 
In  diesem  Dreieck  ist  uns  überdiess  noch  eine  Seite  bekannt,  nämlich  die 
Neigung  der  Kante  xx  gegen  die  Axe,  weh  he  wir  mit  /  bezeichnen  wol- 
len.    Diese  vier  Stücke  hängen  durch  folgende  bekannte  Formel  zusammea: 

cos.  \F  zi:  —  cos.  3o    •  cos.  \C  -|-  sin  3o    •  sin.  \C  cos.  r^ 
oder  da  cos.  3o    iz  V^,  sin.  3o    m  f «  und,  nach  den  Formeln,  die  das 
unsleichschenklichte  Dihexaeder  von  der  Form  nPz  betreffen,  cos./rz^       ,  ? 
•  cot.  jC,  worin  wieder  n  'ZZ  ip 

cos.  iJr   ZU  — r  •  COS.  it. 

Will  man  die  Neigung  der  Endkante  xi^  gegen  die  Axe  wissen,  so 
hat  man,  wenn  man  diese  Neigung  mit  /^  bezeichnet,  ebenfalls  nach  den 
allgemeinen  Formeln  fiirs  sphärische  Dreieck 

COS.  3o    •  COS.  /  zz  col.  /^  sin.  /  —  cot.  ^C  sin.  30*". 

Setzt  man  hierin  wieder  cos.  3o  ZZ  V {^  sin.  3o'  zz  J  und  rot.  ^C 
ZZ  t-^^-t-t::  COS.  /  und  dividirt  durch  cos.  /,  so  findet  man  endlich  ; 

(/»+i)y3 

tg.  r  zz  ~-^  •  y3  .  fg.  r   zz  —  .  tg.  — . 
Man  findet  nach  diesen  Formeln; 

Neigung  von  x  gegen  x^  (F) 14Ö*' —  i4' 

Neigung  der  Endkante  xj/  gegen  die  Axe         .       ,       .       .       34  —  46,5. 
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I^eigong  von  s  tu  u     • 

—        i— -  s  tu  X      • 

—      —  s  tu  M  . 


if,  zu 


p  . 


i65  — 3i,3 

127  — /^2ß 

i3o  — 57,5 


u 

tu  X 

• 

1620- 

-5gf,o 

X 

gegen 

X 

161  - 

-49.0 

X 

gegen 

3^ 

i48  - 

-14.0 

X 

gegen 

M 

142  - 

— 1 1,3. 

u  tu  M  •     139  -—  2,5 


b.   Kantenneigungen  oder  ebene  WinLeL 


Winkel  zwischen  P/u.P/  vtxP —  o^o 

—  —       P/u.//    116  —34,8 

—  —       //  u.  is    126  — 5o,4 
«—.       _.       is  u,  is    lOi  — 36,0 

—  —       is  u.su    129  — 12,0 
^_       —       usu.us      l^\  — 28,0 


Winkel  zwischen  i//  u.us  iio^ — 44^0 

—  — -      xxu.xM   5i  — ^4^»3 

—  —    xMu.jfM\i%  —58,4 

—  —      xsu.xu    i38  — 3^,0 

—  —      xMumMiSS  — 29,2 

—  —    xMtuMItf  116  — 3o,8. 


c.    Neigung  verschiedener  Kanten  gegen  die  Axe« 


Neigung  von  //  gegen  die 

Axc        .        .        .        63^ — 29^2 
Neigung  von  ss  gegen  die 

Axe         .        .        •        49  — '0'^ 


Neigung  von  xx  gegen  die 

Axe         .        •        .        330—45^0 
Neigung  von  xx^  gegen  die 


Axe 


•       •       •       34  ^4^t^* 


Anmerkung.  Ich  habe  hier  den  Beryll  und  im  vorigen  Beispiel 
den  Kalkspath  nach  sehr  genauen  mit  dem  Keflexionsgoniometer  angestell* 
ten  Messungen  bearbeitet,  llaüy,  der  sich  keiner  genauen  Messinstmmente 
bediente,  und  deshalb  gezwungen  war,  zu  Annäherungen  seine  Zuflucht  zu 
nehmen,  giebt  diesen  beiden  so  sehr  voneinander  verschiedenen  Fossilien 
dieselbe  Krystallisation,  d.  h.  dieselben  Winkel,   mit  dem  einzigen  Unter. 
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schiede,  dass  beim  Kalkspath,  als  zum  rhombuedrischcn  System  gcliüiig,  die 
meisten  Flächen  nur  in  halber  Anzahl  vorkommen.  Er  nimmt  nämlich 
die  Neigung  von  P  beim  Kalkspath  nnd  von ^5  beim  Beryll  gegen  die  Axe 
zu  4^^  ^^'     Alsdann  hat  (siehe  die  Haiiyschen  Kupfertafcln) 

P  beim  Kalkspath  dieselbe  Lage  als  s  beim  Beryll. 


n 


Die  Fläche  u  des  Berylls  scheint  beim  Kalkspath    nicht   vorzukommen; 
ihr  Haüysches  Zeichen  auf  das  nächst  schärfere  Bhomboeder  E^  '£*  bezogen 


wäre  ofTenbar  B. 

2 
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Vom  Quadratoctaeder  insbesondere. 

Sg.  Wir  wollen  bei  den  Formen,  die  ausser  den  schärfern  und  stum- 
pfern Octaedern  noch  im  quadratoctaedrischen  System  vorkommen  können, 
eben  so  verfahren,  wie  beim  Dihexaeder,  d.  h«  wir  wollen  uns  gleich  an 
ein  Beispiel  wenden.  Beim  Idocras  kommt  zuweilen  eine  Form  vor,  die 
Fig.  108  abgebildet  ist,  und  die  Haüy  vari^t^  enn^aconta^dre  nennt.  Die 
Haüysche  Grundform  dieses  Fossils  ist  ein  grades  Prisma  mit  quadratischer 
Basis,  Fig.  109;  wir  wollen  das  von  den  Flächen  c  gebildete  Quadrat- 
octaeder als  die  Grundform  ansehen.  In  Bezug  auf  diese  Grundform  sind 
die  Zeichen  der  Flächen  nach  Hauy,  Weiss  und  uns  folgende: 


nach  uns; 
c-Q 


Q 


QQ 


M 


=  0' 


T 

9 


Qx 


XQx 


nach  Weiss;        nach  Haüy. 


a  :  a  :  ^  I 


\cxia\OQa\c 


00a :  a :  cxx 


a :  00a 


lA 


a\a\  ^c\ 


iöTfliTj 


la 

\a 

\c 

U" 

:  a 

■A 

k 


M 


A 


('J'B'G') 

QAA'mO') 

{'AA'B''G'). 


Die  Neigung  von  c  zu  c  ist  129°—  21^ 
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Volumen 0,28878 

Oberfläche 2,7715. 

2)  Die  Neigungen  der  Octaederflächen  gegen  die  Saulenflächen  sind  zu 
leicht  zu  finden,  als  dass  wir  nöthig  hätten  besonders  dabei    zu   verweilen« 

3)  Winkel    an    den    von    den  Flächen  r,  5,  x   gebildeten  Dioctaedern. 

Wir  wollen  die  Dioctaeder  erst  im  Allgemeinen  betrachten.  Es  seyFig. 
110  ein  Dioctaeder  von  der  Form  mQx.  Die  Flächen  /,  die  dieses  Diocta- 
eder bilden,  ersc^heinen  hier  als  Zuschärfungsflächen  der  Endkanten  x  des 
Grundoctaeders;  die  andere  Endkante,  die  bloss  dem  Dioctaeder  gehört^ 
wollen  wir  mit  j  bezeichnen;  ihre  Neigung  gegen  die  Axe  sey  r^.  Die 
Neigung  zweier  benachbarter  Dioctaederflächen  an  der  Kante  x  sey  jB,  an 
der  Kante  y  sey  sie  C  Es  sey  ferner  b  der  ebene  Winkel  an  der  Spitze 
des  Dioctaeders ;  c  und  d  seyen  die  ebenen  Winkel  der  Dioctaederfläche 
an  der  Basis;  diese  Winkel  sind  auf  der  Figur  angemerkt.  Die  Neigung 
der  Dioctaederfläche  gegen  die  Axe  sey  /''•  Dem  Grundoctaeder  bleiben  die 
schon  lange  eingeführten  Zeichen. 

Legt  man  zwei  Ebenen  durch  die  Endkanten  x  und  j,  die  sich  in  der 
Axe  des  Octaeders  schneiden,  so  bilden  diese  mit  der  Dioctaederfläche  /  ein 
sphärisches  Dreieck,  das  Fig.  iii  besonders  abgebildet  ist,  dessen  Winkel 
iÄ,  iC  45  ,  und  dessen  Seiten  ^,  r,  /  sind.  In  diesem  Dreieck  hängen 
die  Winkel  45^»  k^^  l^  und  ^  durch  folgende  allgemeine  Formel  zu- 
sammen : 

COS.  iC  zz.  —  cos.  45^  •  cos.   '5  -f-  sin.  45^  •   s\nl  jJB  cos.  r. 


3o3 


Kun  ist  aber  cos.  4^^  ^=  sin.  45^  —  Vti  cos.  /  zz  cot.  \A^  und 
cot,   \A  zz  m  cot.  ^B,  also : 

COS.  \C  zz  '   71     COS.  iiB. 
Will    man    /    finden ,    so    hat   man    nach   der  III      Grundformel  fürs 
sphärische  Dreieck: 

COS.  45^  •  COS.  r  :^  cot.  /  sin.  r  —  cot.  jß  sin.  45^* 
Man    setze    hierin   wieder    cos.  4^^  ^=  sin.  45^  m  Vi    und    cot.  iß 
in:  —  cot.  lA;  dann  cot.  {A  zz  cos.  r,  und  dividire  endlich  durch  cos.  r, 

* 

so  findet  man  : 

Den  ebenen  Winkel  3  an  der  Spitze    des  Dioctaeders    findet   man    aus 

den    drei  Winkeln    des    sphärischen  Dreiecks  (Fig.   1 11)  ^Z?,  {C   und  45^i 

auf  die  gewöhnliche  Weise : 

COS.  JA  :=  yAo.M45°+^^-^Oco,.y5o+^^:-j^)x 

Für  die  Neigung  i^  der  Endkante  y  gegen  die  Axe ,  welche  durch  ein 
Perpendikel  aus  der  Spitze  des  sphärischen  Dreiecks  (Fig.  111)  auf  die 
Basis  6  gefallt  repräsentirt  wird,  haben  wir  offenbar: 

sin.  i^  :^  sin.  iB  sin.  r  zz  sin.  iC  sin,  /. 

Aus  dieser  letzten  Gleichung  kann  man  zwei  andere  entwickeln ,  die 
den  Zusammenhang  zwischen  ^B  und  r,  und  zwischen  iC  und  /  geben. 
Man  dividire  diese  Gleichung  durch  cos.  r«  so  erhält  man : 

m  •  _  Fl  •  ^^        Sin»  r 

Sin.  \li  tg.  r  zz  sin.  iL  • . 

^  COS.  r 

Setzt  man  nun  cos.  r  zz  cot.  \A  zz  m  cot.  \B^  und  dividirt  auf  bei- 
den Seiten  durch  cot.  \B^  so  bekommt  man : 

cos.  JjB  tg.  r  iz:  —  sin.  iC*  sin.  /. 


m 
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Hieria   nun  noch  — -  cos,  iC  für  cos*  |J5,    und  ^^  tir.  /  für  tR.  r 

m — 1  my2    ^^  ^ 

substltuirt,  giebt  endlich: 


COS.  /  ^z  ^^  cot#  iC. 

■1 


Die  ü^eigung  der  Dioctaederflächen  an  den  Basiskanten  ist,  da  die  Ba- 
siskanten in  einer  Ebene  liegen  (nicht  im  Zikzak,  wie  bei  den  ungleich- 
schenklichten  Dihexaedern) ,  dem  Complement  der  doppelten  Steigung  der 
Flächen  gegen  die  Axe  zu   i8o^  gleich. 


Die  Oberfläche  0  des  Dioctaeders  ist  offenbar: 

8  sin.h 
COS.  r  C05.  r^ 

oder    da,     nach    der    ersten    Grundformel    fürs    sphärische    Dreieck    sin.  6 

"-"        siu.J6* 


;  ferner  cos.  /zz-^  cot.  iC^  und  cos.  ^Czz:(m — i)  V|cos.  {B 


0  zz 


8  tg.r 


(m+l)  cos.«^* 

Der  körperliche  Inhalt  des '  Dioctaeders  ist  offenbar,  die  halbe  Axe 
ZZ  i  gesetzt: 

K  11  r-T-;  tg.  r  tff.  /  n:  -—  •  — f-  •  tg.^r. 

Ist  m  ^  i^  so  erscheinen  die  Dioctaederflächen  nicht  als  Zuschärfungen 
der  Endkante  des  Grundoctaeders,  sondern  an  der  Basisecke,  s.  Fig.  ii2. 
Die  Formeln  bleiben  übrigens  dieselben;  hier  ist  B  die  Neigung  von  / 
zu  /;  C  die  Neigung  von  /  zu  /  *) ;  /^  zu  /^  ist  ein  Winkel,  den  wir  im 
Vorhergehenden  nicht  betrachtet  haben  und  den  wir  mit  D  bezeichnen 
wollen;  /  i.*^t  die  Neigung  der  Kante  //^  gegen  die  Axe.  Um  den  Winkel 
D  und  die  Neigung  von  i^i^  gegen  die  Axe  oder  ^  zu  finden,  bedenke  man. 


*)  Wenn  man  die  Fläche  /  (Fig.  112)  darch  die  Endkante  des  Grtindoctal^en  legt,  so  wird  C 
eigentlich  zu  einem  einspringenden  V\^inkel,  und  der  Ausdruck  von  cot.  ^  negativ.  Man  nimmt  ihn 
positiv,  uni  denjenigen  \Yinkel  zu   haben,  den  wir  eigentlich  wissen  wollen. 
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Neigung  von  z  lu  z  (B) gS^ —   g^, 

Neigung  von  z  zu  z^  yfC) i5i  —  5a,a 

Neigung  von  z^  zu  -c^  (D)      •       •        •        •        .        .        .  iSg  —  47f6 

Neigung  der  Kante  /zf  gegen  die  Axe  (9)  •        •        •        •  4^  —  S^t^ 

Neigung  der  Kante  zz^  gegen  die  Axe  (/)    .        •        .        .  4»  —  ^^'^ 

Neigung  von  z  gegen  die  Axe  (r) Sg  —  4^«^ 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  des  Dioctaeders     .        .        .  2g  —  87,2 
Volumen   des  Dioctaeders,    die  halbe  Axe  des  Grundoctaeders 

zz  I  gesetzt 12,321 

OberBäche 28,886. 

m  ZZ  i 

Neigung  von  s  zn  s  (ß) 70^ —  ig^a 

Neigung  von  5  zu  /  (C)        • i34  —  SgiS 

Neigung  von  /  zu  /  (D) 148  —  22,3 

Neigung  der  Kante  //  gegen  die  Axe  (o)    •        •        •       •  3i  —  49*^ 

Neigung  der  Kante  ssf  gegen  die  Axe  (/)    .        .        .        .  33  —  24*7 

Neigung  von  s  gegen  die  Axe  (^) 3o  —  29 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  des  Dihexaeders    •        •        .  23  —  5o 
Volumen   des  Dioctaeders,    die  halbe  Axe  des  Grundoctaeders 

zz  I  gesetzt 2o,7g2 

Oberfläche .        •        • 40i9S-^« 

m—  l 

Neigung  von  x  zm  x  (ß) 55^  —  4'^^ 

Neigung  von  j:  zu  x^  (C) 124  —     4«4 
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Man  kann  hier  noch  die  Neigungen  von  z^  5,  x  gegen  c  hinzafiigen, 
die  ipan  durch  eine  blosse  Subtraction  findet«  Es  ist  nämlich  offenbar 
^—  ,80    —  (i^  -  i-): 

IMeigung  von  c  zu  z \  i6i** —  54^o 

I^eigung  von  c  tu  s        •        •        .        •        •        •        •        .  i5o  • —  2c^i 

Neigung  von  c  zn  x 1^3  -—  io,3. 

Auf  eine  ähnliche  Weise  kann  man  die  ^Neigungen  von  z^  $  ^  x  gegen 
die  Säulenfläche  d  finden« 


\ 
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Neigung  dep  Octaederfläche  gegen  die  Axe 
Neigung  der  Endkante  gegen  die  Axe 

Ebene  Winkel  der  Octaederfläche 

* 

Volumen  des  Ortaeders»  halbe  Axe  zu  i     . 
Oberfläche  des  Oclaeder^  halbe  Axe  zi  i 

2)  Winkel  am  Würfel  (Fig.  ii4). 
Neigung  der  benachbarten  Flächen 
Ebener  Winkel  der  Fläche  • 
Neigung  der  Kante  gegen  die  Eckenaxe 
Neigung  der  Fläche  gegen  die  Eckenaxe 
Volumen,  halbe  Flächenaxe  zz  i 
Volumen,  halbe  Eckenaxe  IZ  i    • 
Oberflächei  halbe  Flächenaxe  =:  i 
Oberfläche,  halbe  Eckenaxe  iz  i 

3)  Winkel  am  Rhombendodecaeder  (Granatoeder)  Fig.  ii5. 
Da  die  Fläche  des  Bhombendodecaeders  die  Kanten  der  Octarders  'und 
Würfels  grade   abstumpft,   so   ist   es   als   der  nächst  stumpfere  Körper  lu 
betrachten. 

« 

Unter  Octaederaxe  versteht  «man  •  hier^  die  (Ecken-)  Axe   des  Grondocta- 
eders,  und  unter  Würfelaxe  die  Eckenaxe  des  Grondwürfels. 


35"-  i5^ 

-5 1^8 

45—0 

—    0,0 

6o  —    o  • 

—    0,0 

1,33333 

6,928203. 

90"—    0^ 

—  o^'^o 

90  ^  .0 

—    0,0 

54-44 

—    8,2 

35  —  i5 

—  5 1,8 

8,0000 

1,5396 

,  24,0000 

8,0000. 

Neigung  der  benachbarten  Flächen  des  Rhombendo- 


decaeders 


120  —    o 


o''^o 


Neigung  der  Kante  gegen  die  Octaederaxe 
Neigung  der  Kante  gegen  die  Würfelaxe 
Neigung  der  Fläche  gegen  die  Octaederaxe 


•V— -'.^ 


54    —    44    —       8^^ 

70  —  3i  —  43«^ 
45  —    o  —    0,0 


Neigung  der  Flache  gegen  die  Würfelaxe        •        •  54* —  44"""  B^^2 

Stampfer  ebener  Winkel  der  Fläche 

Scharfer  ebener  Winkel  der  Fläche 

Volnmen,  Oclaederhalbaxe  :iz  i 

Volumen,  Wurfelhalbaxe  :=  i 

Oberfläche,  Oclaederhalbaxe  zz  i 

Oberfläche,  Wiirfclhalbaxe  m  i 


109  —  28  —  16,4 
70  —  3i  —  43f6 
3,00000 
3,079202  (i^p 
8,48528  (61/2) 
iit3i370  (81/2). 


4)  Winkel  am  Trapezoidal  -  Icositetraeder  (Leucitoeder,  PVeissi  zweikantiges 

Tetragonal-Icositetraeder,  Mohs)  Fig.  11 6. 

Seine  Flächen  stumpfen  die  Kanten  des  Rhombendodecaeders  grade 
ab;  man  kann  sie  al:o  als  einem  zweiten  stumpferen  Octaeder  angehorig 
ansehei/.  « 

Neigung   der   benachbarten  Flächen    an    den    kürzeren 

Kanten i46** —  26''  — 33'^^7 

Neigung    der    benachbarten   Flächen    an    den    längern 

Kanten i3i  —  48  —  37,i 

Neigung  der  längern  Kante  gegen  die  Octaederaxe  63  —  26  —     5,8 

Neigung  der  kurzem  Kante  gegen«  die  Würfelaxe  7g  —  58  —  3o,o 

Neigung  der  Flächen  gegen  die  Octaederaxe     •        •  54  —  44  —     8,2 

Neigung  der  Flächen  gegen  die  Würfelaxe      •        •  70  —  3i  —  43,6 

Ebener  Winkel  zwischen  den  kurzem  Kanten         .  117  —     2  —    8,5 

Ebener  Winkel  zwischen  den  längern  Kanten  .  78  —  27  —  47iO 
Ebener   Winkel    zwischen    der   längern    und    kürzern 

Kante 82  —  i5  —   2|3 


Volumen  des  Leuciloeders,  Octaederhalbaxe  zz  i     .  2,6666 

Tolumen  des  Leucitoeders,  Würfelhalbaxe  zu  i      .  ^  4»'o56o3  Qr^j) 

Oberfläche  des  Lenciloeders,  Wiirfelhalbaxc  ZZ  i    .  6,58197  (-5-V6) 

Oberfläche  des  Leucitoeders,  Octaederhalbaxe  n  i  4189898  (^V6). 

A  )  Winkel  eines  Leucitoids«  dessen  Flächen  zuweilen  vorkommen. 

Bei  diesem  Körper  ist  die  Tangente  der  Neigung  der  längern  Endkante 
gegen  die  Octaederaxe  zz  3 ,  und  die  Tangente  ^er  Neigung  der  kürscrn 
Kante  gegen  die  Würfelaxc  zz  -7^. 

Neigung  der  benachbarten  Flächen  an  der  kürzern  Kante  129*" —  3i^ — ^6^'^i4 
Neigung  der  benachbarten  Flächen  an  der  längern  Kante  i44  —  ^4  —  'i^^ 
Neigung  der  längern  Kante  gepen  die  Octaederaxe  71  —  33  —  54,2 

Neigung  der  kurzem  Kante  gegen  die  Würfelaxe  .  74  —  12  —  24,6 
Neigung  der  Fläche  gegen  die  Octaederaxe  .  .  64  —  4'^  "^  ^8,2 
Neigung  der  Fläche  gegen  die  Würfelaxe^  .  .  60  —  3o  —  i3,6 
Ebener  Winkel  zwischen  den  kurzem  Kanten  .  .  112  —  53  —  7,8 
Ebener  Winkel  zwischen  den  längern  Kanten  .  .  84  —  i5  —  89,0 
Ebener  Winkel  zwischen  der  längern  und  kurzem  Kante  81  — -25  —  86,9 

5)     Winkel    am    Pyramidenwürfel    (hexaedrisches  Trigonal- 

Icositetracder,   Mohs)   Fig.   117. 

Seine  Flächen  erscheinen  als  Zuschärfungen  der  Würfelkanten.  Es 
giebt  drei  Arten  dieser  Körper,  die  in  ihren  Winkeln  verschieden  sind. 
Die  Tangente  des  halben  Neigungswinkels  der  Flächen  an  der  Würfelkante 
ist  bei  der  ersten  Art  gleich  2,  bei  der  zweiten  gleich  3,  bei  der  dritten 
gleich  5.      Bei  Berechnung   der  Winkel    kann    man    den   Würfel    als  ein 
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c.    Pyramidenwürfel  der  dritten  Art. 
"Neigung  der  Flächen  an   der  Würfelkanle        .        .        137^ —  22'' — f^G^^ß 

Neigung  der  Flächen  an  der  Endkante  der  Pyramide     i33  —  48  —  47«^ 

Neigung  der  Flächen  gegen  die  Wiirfelaxe       .        .          53  —  11  —  28,8 

Neigung  der  Flächen  gegen  die  Octaederaie     .        .          56  —   18  —  36,7 

Neigung  der  Pyramidenendkante  gegen  die  Octaederaxe    60  —  26  —  5o,0 

Neigung  der  Pyramidenendkante  gegen  die  Würfelaxe      64  —  4-^  —  38,2 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  der  Pyramide   .        .          79  —  3i  —  27,6 

Ebener  Winkel  an  der  Basis  der  Pyramide      .        .  5o  —  14  i6,2 

C)    Winkel  am  Pyramidenoctaeder  (octai'drisches  TrlgonaU 

Icositetracder)  Fig.   118. 

Die  Flächen  dieser  Formen  erscheinen  als  Zuschärfungen  an  den  Kaa- 
ten  des  regulären  Octaeders.  Hei  der  Rechnung  kann  man  ^e  entweder 
als  Dioctaederflächen  betrachten  und  sie  so  behandeln*,  wie  beim  Quadrat- 
octac'dcr,  oder  man  nimmt  jede  über  einer  Octaederfläche  sich  erhebende 
Pyramide  für  sich,  als  die  Spitze  eines  Rhomboöders. 

Es  ist  nur  eine  Art  bekannt,  bei  welcher  die  Tangente  der  halben 
Neigung  zweier  Flächen  an  der  Octaederkantc  2  Mal  so  gross  ist,  als  du 
Tangente  der  halben  Neigung  der  Oclaüdei*flächen  selbst« 

Neigung  der  Flächen  an  der  Octaederkante       .        .         i^i^ —     y 2-^^,13 

Neigung  der  Flächen  an  der  Endkante  der  Pyramide      i52  —  44  2»*" 

Neigung  der  Flächen  gegen  die  Würfelaxe*)  .        .  74  —   12  2^,^ 


*^  Die    durch  Hie  Endspitzr  der  Pyraniidi*  und  durcli  den   Mittplpnncl  geh». 
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■ 

Neigung  der  Fläche   gegen    die  Axe   der  Pyramide  oder 

gegen  die  Kanlenaxe  des  Wurfeis        .        .        .        70° —  53*^  — 36^^,25 

Neigung  der  Kanten  gegen  die  Eckenaxe  des  Wärfels     70  —  3i  —  i3ß 

!•       r\  1  S'^4-    "~    44-    ■""       8,Ä 

Neigungen  der  Kanten  gegen  die  Octacderaxe . .        .      ^^g  ^g  35  g 

Neigung  der  Fläche  gegen  die  Würfelaxe         .        .        67  —  4?  —  32,5 
Neigung  der  Fläche  gegen  die  Octaederaxe        •        •        53  —  18  —     2,8« 

7  )  Die  Achtundvierzigflächner,  Fig.  119  (Tetracontaoctaeder  Mohsj^ 
werden  von  achtund  vierzig  ungleichseitigen  Dreiecken  begrenzt,  welche 
achtseitige  Pyramiden  über  den  Wiirfelflächen  und  sechsseitige  über  den 
Octaederflächen  bilden«  Das  Pyramidengranatoeder  ist  eigentlich  nur  eine 
Varietät  derselben«  Man  kann  diese  Flächen  ansehen  als  Zuschärfungen 
an  den  Endkanten  der  Pyramiden  gewisser  Pyramidenwurfeh  Es  kommen 
in  der  Natur  zwei  Formen  dieser  Art  vor. 

a)  Die  Tangente  der  Neigung  der  Fläche  des  zum  Grunde  liegenden 
Pyramidenwürfels  gegen  die  Octacderaxe  ist  |  Mal  so  gross  als  die  Tangente 
der  Neigung  des  Bhombendodecaeders  gegen  dieselbe  Axe;  die  Tangente 
des  halben  Zuschärfungswinkcis  ist  2  Mal  so  gross,  als  die  Tangente  der 
halben  Neigung  der  Pyramidenwürfelllächen    an    den  zugeschärften  Kanten. 

(i)  Die  Tangente  der  Neigung  der  Fläche  des  zum  Grunde  liegenden 
Pyramidenwürfels  gegen  die  Octaederaxe  ist  }  Mal  so  gross,  als  die  Tangente 
der  Neigung  des  Rhombendodecaeders  gegen  dieselbe  Axe;  die  Tangente  des 
halben  Zuschärfungswinkcis  ist  3  Mal  so  gross,  als  die  Tangente  der  halben 
Neigung  der  Pyramidenwürfelflächen  an  der  zugeschärften  Kante. 
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/?.    Winkel  am  Achtundvierzigflächner  zweiter  Art.  ' 

IScigung  der  Flächen  an  den  End- 
kanten der  achlseitigen  Pyrami-        ,    t^   „  i.      .  , 

^  andenllinakanten,dicniitden 

de,  die  sich  über  die  Wiirfifl-l    Kanten  des  zum  Ginindelic- 

j  genden  Pyranildenwürfels 

flächen  erhebt       .        .        .     <    zusammenfallen      .     162° —  i4' — 5o^O 

Van  den  andern  End- 
\  kanten    .     .     .     .     i54  —  4?  —  ^^»4 

ISeigung  der  Flächen  an  den  Basiskanten         .        .        i44  —     2  —  57,9 
T^seigung  der  Endkanten,  die  mit  den  Kanten  des  Pyrami- 

denwürfels  zusammenfallen,  gegen  die  Octacderaxe      62  —     3  4>»8 

Keigung  derselben  Endkanten  gegen  die  Wiirfelaxe  63  — 

^Neigung  der  andern  Endkanten  gegen  die  Octacdcraxe     63  — 

Neigung   der    andern  Endkanten    gegen    die  Kantenaxe 

des  Wiirfels 71  — 

Nei^ing  der  Basiskanten  gegen   die  Würfelaxe         .  67  - —  Sg  

Kelgung  der  Basiskanten  gegen  die  Kantenaxe  des  Würfels  76  — 

Kcigung  der  Flächen  gegen   die  üclatderaxe     •        •  60  — 

Ne'igung  der  Flächen  gegen  die  Würfelaxe       .        •  61  — 

Neigung  der  Flächen  gegen  die  Kantenaxe  des  Würfels  6?  — 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  der  Pyramide    .        •  jc)  — 

Ebene  Winkel  an  der  Basis  der  Pyramide       .        .  ^\^'^         -^^  —  22,8 

^.,4    —    21    —    VJ.Ö 


12  — 

10,0 

26  — 

5,8 

33 

54,2 

59- 

53,8 

44- 

14,4 

47- 

38,7 

52  — 

28,3 

47- 

32,6 

48- 

3.t 
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a.    Winkel   am    Pentagonaldodecaeder  erster  Art« 

Neigung  der  Flächen  an  der  horizontalen  Kante     •  i43^— -     7^— 48^'^4 

Neigung  der  Flächen  an  den  schiefen  Kanten          •  107  —  27  — -  a7f4 

Neigung  der  einen  Fläche  gegen  die  horizontale  Kante  108  -»  26  — *  53 
Ebener  Winkel  zwischen  der  horizontalen  und  schiefen 

Kante 96  —     i— .  a^a 

Ebener  Winkel  zwischen  den  schiefen  Kanten        •  i4i  —  16  ~-  5o,5 

Ebener  Winkel  an  der  Ecke  des  eingeschlossenen  Würfels  io3  —  20  -—  32^6 

Neigung  der  schiefen  Kanten   gegen  die  Wurfelaxe      '  64  —  56  —  3/> 

Neigung  der  Fläche  gegen  die  Würfelaze         •        •  4^  —  ^4  -*  4o«6 

ß.     Winkel  am  Pentagonaldodecaeder  zweiter  Art. 

Gewöhnliches  Pyritocder« 

Neigung  der  Flächen  an  der  horizontalen  Kante     •  126^ —  St^  ^^xi^^ß 

Neigung  der  Flächen  an  den  schiefen  Kanten  .  ii3  —  34  —  4<«4 

Neigung  der  einen  Fläche  gegen  die  horizontale  Kante  116  —  33  —*  54«2 
Ebener  Winkel  zwischen  der  horizontalen  und  schiefen 

ff 

Kante 102  —  36  —  i53 

Ebener  Winkel  zwischen  den  schiefen  Kanten  •  121  —  35  —-  17,3 
Ebener    Winkel    an   der    Ecke     des    eingeschlossenen 

Würfels 106  —  36  —.     5.6 

Keigang  der  schiefen  Kante  gegen  die  Würfelaze  .  67  -~  4?  —  32,4 
Neigung  der  Flächen  gegen  die  Wurfelaxe       .        .  5o  —  4^  - —     6,5 


i 
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y.    Winkel    am  Pculagondodecaeder  dritter  Art. 
Neigung  der  Flächen  an  der  hurizontalen  Kante     .  112^ —  Z^  —  n'^^ö 
Feignng  der  Flächen  an  den  schiefen  Kanten          .  117  —  29  —  ii,i 
Neigung  der  einen  Fläche  gegen  die  horizontale  Kante  128  —  4^   —  23,3 
Ebener  Winkel  zwischen  der  horizontalen    und  schie- 
fen Kante iio  —  17  —  3g,8 

Ebener  Winkel  zwischen  den  schiefen  Kanten         .  102  —  35  —  89,3 
Ebener    Winkel    an    der    Ecke    des    eingeschlosseneu 

Wurfeis 108  —  24  —  3o,6 

Neigung  der  schiefen  Kante  gegen  die  Wiirfelaxe  .  69  —  29  —     9,2 

Neigung  der  Flachen  gegen  die  Wiirfelaxe       .        .  53  —  11  —  23,0 

2)  Winkel  am  pyrito'idrischen  Achtundvierzigflächner,    Fig.   121   und   122. 

(Dreikantiges  Tetragonal-Icositetracder  Mohs.) 

Diese  Form  entsteht  eben  so  aus  dem  Achlundvicrzigflächner,  wie  das 
Pentagonaldodecacder  aus  demPyramidenwiirfcl,  durch  Wegfallen  der  Hälfte 
der  Flächen,  indem  sich  näiAIich  an  jeder  Kante  des  zum  Grunde  liegenden 
Würfels  zwei  Flächen  auf  derselben  Seite  der  Kante  so  verlängern,  dass 
die  Flächen  aui  der  andern  Seite  der  Kante  verschwinden.  So  erscheint 
über  der  Mitte  der  Fläche  des  eingeschlossenen  Würfels  eine  vierflächige 
Ecke,  an  der  Würfeleckc  eine  dreiflächige  (mit  gleichen  Keigungen  an  den 
Kanten)  und  da,  wo  sonst  am  Pentagondodecaeder  diejenigen  Ecken  liegen, 
die  die  horizontale  Kante  verbindet,  entstehen  vierflächige  Ecken  von  zwei 
gleichen  und  zwei  ungleichen  Neigungen  an  den  Kanten.  Die  Ebenen,' 
welche  diesen  Körper  begrenzen,  sind  Vierecke,  die  sich  dadurch  von  den- 

4' 
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jenigen  des  Leuciloeders  unterscheiden,  dass  sie  von  keiner  ihrer  Diagonalen 
in  zwei  gleichschenklichte  Dreiecke  getheilt  werden.  Wir  wollen  diejeni- 
gen Kauten,  die  wie  die  horizontale  Kante  des  Pentagondodecaeders  liegen, 
die  ersten  Kanten  nennen;  diejenigen,  die  den Durcliscbnittspunct  der  ersten 
Kanten  mit  der  Kantenaxe  des  Wurfeis  verbinden ,  die  zweiten  (characte- 
ristische  Kanten  Mohs)^  diejenigen  endlich,  die  von  den  Endpuncten  der 
ersten  Kanten  nach  der  Wiirfelecke  gehen,  die  dritten  Kanten  nennen 

Es  giebt  dreierlei  Formen  dieser  Art,  die  beiden  ersten  entstehen  aus 
den  beiden  bekannten  Achtundvierzigflächnern  auf  die  eben  angeführte 
Weise;  die  dritte  entsteht  eben  so  ajus  dem  Pyramidengranatoüder ,  dessen 
Winkel  oben  angegeben  sind. 

Die  Rechnungen  leitet  man  hier  so:  Die  Neigung  der  Flächen  an  der 
zweiten  Kante  ist  uns  aus  dem  Vorhergehenden  bekannt  (siehe  die  Acht- 
undvierzigflächner),  eben  so  die  Neigung  der  zweiten  Kante  gegen  die  Octa- 
ederaze.  Legt  man  nun  durch  die  erste  Kante  und  den  Mittelpunct,  und 
durch  die  zweite  Kante  und  den  Mittelpunct  zwei  Ebenen,  so  bilden  diese 
mit  der  Flache  des  pyritoedrischen  Achtundvierzigflächners  ein  sphärisches 
rechtwinklichtes  Dreieck,  in  welchem 

COS.  G  zz  sin.  F  cos. 
tg.  f  —    i^.  F  sin.  g 
tg.  h  -  ^; 

"  CO*.  Jf 

hier  bedeutet  F  die  halbe  Neigung  der  Flächen  an  der  zweiten  Kante,  g 
die  Neigung  dieser  Kante  gegen  die  Octaüderaxe,  G  die  halbe  Neigung  der 
Flächen  an  der  ersten  Kante ,  /  die  Neigung  der  ersten  Kante  gegen  die 
Octaifderaxe,  und  h  den  ebenen  Winkel  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Kante. 


n 
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Bezeichnet  man  nun  noch  mit  D  die  Neigung  der  Flächen  an  denje- 
nigen Kanten,  die  in  der  Würfelaxc  zusammen  kommen ,  so  wird  offenbar 
die  vierflächige  Ecke,  die  da  liegt,  wo  sonst  diejenigen  Ecken  des  Pentagon- 

dodecaeders,  welche  die    horizontale  Kante    verbindet,    hinfallen,    von   den 

t 

Neigungen  iF  ^  2G  und  D  (welche  letztere  an  jeder  solcher  Ecke  2  Mal 
vorkommt)  gebildet.  Theilt  man  diese  Ecke  in  zwei  Hälften  durch  einen 
Schnitt,  der  durch  die  erste  Kante  und  den  Mittelpunct  geht,  so  bildet 
jede  dieser  Hälften  ein  sphärisches  Dreieck,  in  welchem  zwei  Winkel,  näm- 
lich G  und/^,  und  die  eingeschlossene  Seite,  nämlich  180? — (/+5'  —  90^), 
bekannt  sind ;  man  kann  also  den  dritten  Winkel  Z),  und  die  beiden  un- 
bekannten  Seiten,  nämlich  den  ebenen  Winkel  zwischen  der  ersten  und 
dritten,  und  den  ebenen  Winkel  zwischen  der  zweiten  und  dritten  Kante, 
berechnen.     Man  bedient  sich  hiezu  am  besten  der  Gaussischen  Formeln. 

Die  dreiflächige  Ecke  endlich,  die  da  liegt,  wo  die  Würfelecken  hin- 
fallen, behandelt  man  wie  die  Spitze  eines  Rhomboeders. 

Man  findet  auf  diese  Art: 

o.   die  Winkel   am   pyritoedrischen  Achtundvierzigflächner  erster  Art« 

Neigung  der  Flächen  an  den  zweiten  Kanten  (2F)  160^ —  32'' — 13^^4 

Neigung  der  Flächen  an  den  ersten  Kanten  (2G)  119  —    3  —  33,4 

Neigung  der  Flächen  an  den  dritten  Kanten  (D)  i3i  —  4  —  5^*4 
Ebener    Winkel    zwischen    den    ersten    und    zweiten 

Kanten  (ä) •       .  84  —  12  —  32,2 

Ebener  Winkel  zwischen  den  ersten  und  dritten  Kanten  io4  —  38  —  24f7 

Ebener  Winkel  zwischen  den  zweiten  und  dritten  Kanten  57  —  4?  '"*  ^7i' 


—        324        — 

Ebener  Winkel  an  der  Würfeleckc  ....  ii3^ —  2i^— 46'''',o 

Neigung  der  ersten  Kanten  gegen  die  Octaederaxe  (/)  78  —  4'   —  ^^f^ 

Neiguilg  der  zweiten  Kanten  gegen  die  Octaederaxe  (g)  Sg  —     2  —   io,5 

Neigung  der  dritten  Kanten  gegen  die  Würfelaxe  .  74  —  4^  —  ^9*4 
Neigung  der  ersten  Kante  gegen  diejenige  zweite,    mit 

welcher  sie  zusammen  trifft          •        .        .        .  182  — -  16  —  25,3 

Neigung  der  Fläche  gegen  die  Octaederaxe       .        .  Sy  —  /^i  —  i8,5 

Neigung  der  Fläche  gegen  die  Würfelaxe         .        •  61  —  26  —  21,1 ' 

ß.  Die  Winkel  des  pyritoedrischen  Achtundvierzigflächners  zweiter  Art. 

Neigung  der  Flächen  an  den  zweiten  Kanten          .  i54^ —  4?'' — ^^^»4 

Neigung  der  Fläjchen  an  ^en  ersten  Kanten     •        .  128  —  i4  —  AlS 

Neigung  der  Flächen  an  den  dritten  Kanten  .        .  i3i  —  4^  "^  ^7%^ 

Ebener  Winkel  zwischen  den  ersten  und  zweiten  Kanten  83  —  4^  —  ^^«^ 

Ebener  Winkel  zwischen  den  ersten  und  dritten  Kanten  96  —  i3  —  33,3 
Ebener   Winkel    zwischen    den    zweiten    und    dritten 

Kanten 66  —  25  —  14,9 

Ebener  Winkel  an  der  Würfelaxe     .        .        .        .  11 3  —  34  —  38,6 

Neigung  der  ersten  Kanten  gegen  die  Octaederaxe  .  75  —  57  -—  49«^ 

Neigung  der  zweiten  Kanten  gegen  die  Octaederaxe  63  —  26  —     5,8 

Neigung  der  dritten  Kanten  gegen  die  Würfelaxe  .  75  —     2  —   12,4 
Neigung  der  ersten  Kante  gegen  diejenige  zweite,   mit 

welcher  sie  zusammen  trifft          .        .        .        .  i3o  —  36  « —     4*7 

Neigung  der  Fläche  gegen  die  Octaederaxe       •        •  60  — ^  4?  ~^  ^8,7 

Neigung  der  Fläche  gegen  die  Würfelaxe         •        •  61  — .  52  — -  28,3 
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y«  Die  Winkel  des  pyritoedrischen  Acbtundvierzigflächners  dritter  Art. 

NeigQiig  der  Flächen  an  der  zweiten  Kante     .        .  i48^ —  ^cf — So'^^i 

Neigung  der  Flächen  an  der  ersten  Kante        •        .  ii5  —  22  —  86,9 

Neigung  der  Flächen  an  der  dritten  Kante     •        .  \^i  —  47  —  i2,5 

Ebener  Winkel  zwischen  der  ersten  nnd  zweiten  Kante  79  —  53  —  5o,6 

Ebener  Winkel  zwischen  der  ersten  nnd  dritten  Kante  106  —  59  5,4 

Ebener  Winkel  zwischen  der  zweiten  nnd  dritten  Kante  57  —    o  —  5o,o 

Ebener  Winkel  an  der  Würfelaxe    .        .        .        .        116  —     6  14,0 

Neigung  der  ersten  Kanten  gegen  die  Octaederaxe  71  —  33  —  54,2 

Neigung  der  zweiten  Kanten  gegen  die  Octae'deraxe         56  —  18  35,8 

Neigung  der  dritten  Kanten  gegen  die  Würfelaxe  78  —  27  —  46,9 
Neigung  der  ersten  Kante  gegen  diejenige  zweite,   mit 

welcher  sie  zusammen  trifft          .        .        .        .  142  —     7  —  3o,o 

Neigung  der  Fläche  gegen  die  Octaederaxe        .        .  53  —  18  —    2,8 

Neigung  der  Fläche  gegen  die  Würfelaxe        .        .  67  —  Ln  —  32,3 

IL  Formen  mit  halbzähligen  und  geneigten  Flächen    (tetraüdrische  fVeiss). 

i)  Winkel  am  regulären  Tetraeder,  Fig.  i23. 

Neigung  der  benachbarten  Flächen    ....  70^ —  3i^— 43''^6 

Ebener  Winkel 60  —    o  —     0,0 

Neigung  der  Endkante  gegen  die  Axe*)  (Eckenaxe  des 

Würfels) 35  —  i5  —  5i,8 

Neigung  der  Fläche  gegen  dieselbe  Axe     .        •       .  19  -^  28  —  i6,4 


^)  Ich  nenne  hier  Axe  des  Tetralfdsrs  eine   Linie  aus  einer  Ecke  dcsselbto  senkrecht   nach   der  fc- 
fenüberlitcnden  FU'che  geiofcn. 
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2)  Winkel  am  Pyramidentetraeder  Fig.  124  (Trigonaldodecaeder  Mois). 

Die  Flächen  dieses  Korpers  erscheinen  als  Zaschärfungsflächen  der  Kanten 
des  Tetraeders,  Es  gtebt  zwei  Arten  dieser  Form.  Die  eine  ist  das  Leo- 
citoeder,  die  andere  das  Lencitoid  mit  halbzähligen  Flächen. 

a.    Winkel  am  Pyramidentetraeder  erster  Art    oder  am    tetraedrischen 

Leucitoeder. 
Keigung  der  Flächen  an  der  Endkante  der  dreiseitigen 

Pyramide i46°—  26^  — 33^^7 

Neigung  der  Flächen  an  der  Tetraederkante  •  .  109  —  28  —  16,4 
Ebener  Winkel  an  der  Spitze  der  Pyramiden  .        117  —     2  —     8,5 

Ebener  Winkel  an  der  Basis  der  Pyramiden   •        .  3i  < —  28  —  55,8 

Neigung    der    Fläche    gegen    die    Axe    der    Pyramide 

(VVürfelaxe)    .        .        .        .       .       .       .        .  70  —  3i   —  43,6 

Neigung  der  Endkante  der  Pyramide  gegen  dieselbe  Axe  79  —  58  —  3o,o 
Neigung  der  Endkante  der  Pyramide  gegen  die  Tetra- 

cderaxe  (andere  Würfelaxe)  .        .        .        .  29  —  29  —  46f4 

ß.     Winkel   am  Pyramidentetraeder   zweiter  Art   oder   am 

tetraedrischen  LeucitoVd. 
Neigung  derFlächen  an  derEndkante  d.  dreisei  tig.Pyramide  129^ —  3i^ — 16^'^«4 
Neigung  der  Flächen  an  der  Basiskante    .        •        .        129  —  3i  —  16,4 
Ebener  Winkel  an  der  Spitze  der  Pyramiden         .        112  —  53  —     73 
Ebener  Winkel  an  der  Basis  der  Pyramiden  •        •  33  —  33  —  26,4 

Neigung  der  Flache  gegen  die  Axe  der  Pyramide  .  60  —  3o  —  i3,6 
Neigung  der  Endkante  der  Pyramide  gegen  dieselbe  Axe  74  —  12  —  24,6 
Neigung  derEndkante  der  Pyramide  gegen  die  Tel  ra'ederaxe  35  —  i5  —  5i,8 
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3)    Winkel    am    tetraedrischen   Pyramidenoctaeder  Fig.   i25    (zweikantiger 

Tetragonaldodecaeder  Mohs)» 

Diese  Flächen  erscheinen  als  Zuspitzungsfiächen  der  Tetraederecken, 
auf  die  Tetraedei  flächen  grade  aufgesetzt.  So  werden  dreiflächige  Ecken 
über  der  Mitte  der  Tetraederflächen  und  an  den  Tetraederecken,  und  vier- 

■ 

flächige  über  der  Mitte  der  Tetraederkanten  gebildet.  Die  Flächen  sind 
Trapeze,  mit  zwei  längern  und  zwei  kürzern  Seiten,  von  derselben  Art, 
wie  beim  Leucitoeder,  doch  mit  andern  Winkeln. 

Neigung  der  Flächen  an  den  Endkanten  der  dreiseitigen 
Pyramiden  ,  die  sich  über  die  Tetraederflächen  er- 
heben         .        1520—44^—2^7 

Neigung  der  Flächen  an  den  Basiskanlen  •        .  90  —     o  —     0,0 

Ebene  Winkel  an  der  Spitze  der  Pyramiden   .        .        118  —     4  —  20,9 

Ebene  Winkel  an  der  Basis  der  Pyramiden  , .        .        S^^  ""  ^^  ~    ^'^ 

il^  —  57— 49.6*) 

Neigung  der  Endkante   der  Pyramiden    gegen   die  Axe 

derselben 81  —  $7  —     2,0 

Neigung  der  Fläche  gegen  dieselbe  Axe  •  .  .  74  —  12  —  24,6 
Neigung  der   Endkante   gegen    die  Kantenaxe    des  Te- 

traeders  (oder  gegen  die  Octaederaxe)         •        .  43  —  18  —  49»8 

Neigung  der  Fläche  gegen  die  Axe  des  Tetraeders  .  35  —  i5  —  5 1,8 


*)  Dieses  ist  der  Winkel  zwischen  je  swei  ungleichen  Seiten  desTrapeset  ain  der  vier  fläch  igen  Ecke. 
Der  ebene  Winkel  von  90°  liegt  an  der  dreiflächigen  Ecke  dts  Körpers  oder  an  der  Ecke  des  lum 
Gmndc  liegenden  Tetraifders. 
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4)  Winkel  am  tetraedrischen  Pyramidengranatoeder  and  Achtundvierzigflächner 
Fig.  126  (telraedrisches  Trigonal-Icositetraeder  Mohs). 
Diese  Flächen  erscheinen  als  sechsflächige  Zuspitzungen   der  Tetraeder- 
ecken, die  Zuspitzungsflächen  paarweise  schief  auf  die  Tetraederkanten  auf- 
gesetzt.    Es   erheben   sich  so   sechsflächige  Pyramiden   über  die  Tetraeder- 
flächen ;    an  den  Tetraederecken    erscheinen   ebenfalls  sechsflächige   Ecken, 
über  den  Mitten  der  Kanten  hingegen  vierflächige  Ecken*     Die  Begrenznngs- 
flächen  dieser  Form  sind  ungleichseitige  Dreiecke.     Es  giebt  drei  Arten  da- 
von, je  nachdem  es  das  Pyramidcngranatocder  oder  die  beiden  andern  Acht- 
undvierzigflächner sind,  die  hier   halbzählig   auftreten.     Ihre  Winkel   sind 
uns  zum  Theil  aus  den  vorigen  bekannt  und  die  unbekannten    lassen   sich 
leicht  finden;  denn  wenn  man  durch  diejenige  Endkante  der  sich  über  der 
Tetraederfläche  erhebenden  Pyramidci  welche  durch  die  Kantenaxe  des  Te- 
traeders geht,  und  durch  dessen  Mittelpunct  eine  Ebene  legt,  und  eine  an- 
dere  Ebene    durch   den  Mittelpunct   und   durch   die   Basiskante    derselben 
Pyramide,  die  durch  dieselbe  Kantenaxe  geht,  so  schneiden  sich   diese   bei- 
den Ebenen  unter  einem  rechten  Winkel,  und  bilden   mit   der  Fläche  des 
betrachteten  Körpers  ein  rechtwinklichtes  sphärisches  Dreieck ,   in  welchem 
ein  Winkel  und  eine  Seile,    nämlich    die    halbe  Neigung   der  Flächen   des 
Körpers  an  der  eben  bezeichneten  Endkante  der  Pyramide,    und    die  Nei- 
gung dieser  Endkante  gegen  die  Kantenaxe  des  Tetraeders,    aus  dem  Vori- 
gen bekannt  sind;  man  kann  also  die  übrigen  Stücke,  den  ebenen  Winkel 
an  der  Basis  der  Pyramide,  die  halbe  Neigung  der  Flächen    an    der  Basis- 
kante und  die  halbe  Neigung  der  Basiskanten  gegeneinander,  leicht  finden; 
diess  sind  die  Stücke,  die  uns  aus  dem  Vorigen  nicht    bekannt   sind.     Bei 
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ß»  Winkel  am  teiraitdiisclieii  Achliindribraigfliichfeer  dar  erftleii  Art«  . 

Neigung  deft  Flächen  ati  den  Ef^kanten  Äcf  Pytkttiidc  i52®—  ao"" -^2i^;4 

Neigüfig  der  Flächen  an  den  Basiskanttfn         .        .*       122  -^  Sis*—  {^tO 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Endkanteh  der  Pyraiiiidef  '  Sä  —  4®  '^-^  4^,^^ 

Ebene  Winkel  an  der  Basis  der  Pyramide       .        .        S?J         11        ^^»^ 

^  ^43  -^  55  —  20,1 

Neigung  der  Endkanten  der  Pyramide  gegen  ihre  Axe  64  —  45  —  38,2 
Neigung   der  Endkanten   der  Pyramide    gegen    die  iTe- 

traederaxe •        .  44  —  4^  —  ^8,2 

Neigung  der  Endkante   der  Pyramide   gegen    die  Kan- 

tenaxe  des  Tetraeders 60  —  3o  —  kifi 

Neigung  der  Basiskante   gegen   die  Kantenaxe   des  Te- 
traeders .        .        .        .        .        .        .        .        .  74  —  12  — ■  24»6 

Neigung  der  Basiskante  gejgen  die  Tetraederaxe        .  5i  —    '3  —  "»i^.ä 

Neigung  der  Flächen  gegen  die  Axe  dfer  Pyramide  61  —  26  .^'21,1 

Neigung  der  Flächen  gegen  die'Tetfäederaxe    .   *     .  4^  —     5  — "*i9,5 

Neigung  der  Fläche  gegen  die  Kantenaxe  des  Tetraeders  57  —  t^i  —   i8,6 

y.   Winkel  am  tetraedrischen  Achtundvierzigflächner  der  zweiten  Art. 
Neigung  der  Flachen  an  derjenigen  EndLante  der  Py- 
ramide, die  durch  die  Ecke  des  Tetraeders  geht  i44^ —     ^^ 'T'^Y^^'d 
Neigung  der  Flächen  an  derjenigen  Endkante,  die  durch 

■  •  ■      »  « 

die  Mitte  der  Kanten  des  Tetraeders  lungeht  .  162  —  i4  —  50|0 
Neigung  der  Flächen  an  der  Basiskante  .  •  •  124  —  5o  —  59*3 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Endkanten  der  Pyramide     54  *— ^  21  -^  33fß 

Ebene  Winkel  an  der  Basis  der  Pyramide       .        .        S^S  —   19  —   i8,5 

^40  —  19  ~     7,7 


Neigu^i;  der  EndkaoUn  der  Pyramide  gtgcn  ihw  Ake  ^^Z  ""     9»  ~"3 
Neigung   der   Endkante   der   Pyramide   gegen   die   Te- 

Iraifderaxe        .        ..        .        •        •        •        .  4>-—  ^  —  ^2,6 

Neigung  1  der  Eiid kante  der  Pyramide  gegen  die  Kanten- 

.  *  axe  des  Tetraeders          .        .        .  •     .        .        .  61  —     3  —  4'»8 
Ntijgong  der  Ba«iskanten  gegen  die  Kantehaxe  des  Te- 
traeders         .        .  79  —  58  —  3o,i 

NeifgQDg  der  Basiskatiten  gegen  die  Tetraederaxe     .  4^  —  17  —  21  j 

Neigung  der  Flächen  gegen  die  Axe  -der  Pyramide  61  —  52  —  28,9 

Neigung  der  Flächen  gegen  die^  Tetraederaxe    •       •         89  — ^2  —  443 
Neigung  ider  Fläche  gegen  die  Kantenaxe  des  Tetraeders  60  —  47  —  38  j 

5)     Winkel    am    halbzähligen    tetraedrischen    Pyramidengranatoeder    und 
Achtundvierzigflächner   Fig.  127.    (Tetraedrisches   Pentagonal- 

dodecaeder    Mohs.) 

.  Diese.  Flächen  erscheinen  am  Tetraeder  als  Zuspitaungsflächen  seiner 
Eckf;n,  welche  schief  auf  seine  Kanten  aufgesetzt  sind«  so  dasa  sich  an  jeder 
X€itfa^'jder,ecke  drei  befinden»  alao  über  jeder  Kante  eine,  welche  entweder 
überall;  rechts  odfir.  Übersoll'  links  hin  geneigt  sind^  so  daaa  diese  Körper 
eijQe  rechts  'oder  links  hin  gewundene  Fotm  haben.  Diese  Körper  ent- 
stf^n  aucb^  wenn.ip^n  ,am.  tetraedriscbea  AchtundTierzigflächner  (von  dem 
wif  ehep  geh^ndeli  upd,  bei  welchem,  sich  sechaseitige  Pyramiden  über  die 
l^tte  der  Tetraedei flächen  e;rheben)  die  abwechselnden  Flächen  der  sechs* 
stiegen  Pyramiden  so  verläjagert,  dass  sie  sich  schneiden,  und  dass  die  da- 
zwischen liegenden  Fläoben  verschwinden,  so  dass  ron  den  ▼ierundswanaig' 
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Flachen  des  tetraedrischen  Achtondvierzigflachners  nur  sw5lf  übrig  bleiben« 

Man   sieht,   dass   aus  jedem   tetraedrischen   Achtunvienigflächner   so    »wci 

Formen  entstehen  konneUi  die  dieselben  Winkel  haben,  je  nachdem  es  die 

einen  oder  die  andern  drei  Flächen   von  den  sechs  Pyramidenflächen  sind, 

die  verschwinden.     Es  ist  auch  klar,  dass  diese  Körper  dreierlei  dreiflächi* 

« 
ge  Ecken   haben   müssen;    zweierlei   sind   gleichwinklicht   und  entsprechen 

den  Ecken  und  den  Mittelpuncten  der  Flächen  des  Tetraeders;  die  dritten 
sind  ungleich  winklicht  und  liegen  so  paarweise  zwischen  den  Tetraederecken 
tu  beiden  Seiten  der  Tetraederkante ,  dass  die  Kante «  die  sie  verbindelt 
einen  schiefen  Winkel  mit  der  Tetraederkante  macht«  Die  Fünfecke,  voa 
welchen  diese  Körper  begrenzt  werden«  sind  so  zusammengesetzt,  diat  zwei 
von  den  Kanten,  die  sich  über  der  Mitte  der  Tetraederfläche  erheben,  auf 
der  einen  Seite,  zwei  von  den  Kanten,  die  bei  der  Tetraederecke  zusammen 
kommen,  auf  der  andern  Seite  liegen ,  und  die  Basis  von  der  Kante ,  die 
die  paarweise  liegenden  Ecken  verbindet,  gebildet  wird. 

Es  giebt  dieser  Körper  eben  so  viele,  als  es  tetraedrische  Ach  tu  nd  vier* 
zigflächner  giebt,  nämlich  drei.  Bei  Berechnung  ihrer  Winkel  thut  man 
wohl,  die  beiden  ersten,  die  aus  dem  tetraedrischen  Pyramidengranaloeder 
erster  Art  entstehen,  von  demjenigen,  der  aus  dem  tetraedrischen  Achtund- 
vierzigflächner  der  zweiten  Art  gebildet  wird,  zu  unterscheiden.  Bei  den 
beiden  ersten  tetraedrischen  Achtundvierzigflachnern  nämlich  sind  alle  Nei- 
gungen der  Flächen  an  den  Endkanten  der  sechsseitigen  Pyramide,  die 
sich  über  die  Mitte  jeder Tetraederfiäche  erhebt,  einander  gleich;  hier  sind 
also  die  Formeln  für  das  gleichschenklichte  Dihezaeder  anwendbar;  und 
wir  haben,  wenn  wir  die  Neigungen  der  Flächen  des  tetrai$drischen  Acht- 


4k  A9^l^i.4Af/  '^F^^^^^r^fil^^  e^^^i»  ^^A'  ^  4er|fi#jgfj»t,  ^die^  sieh  über  dkr 
!R|U^:.49r  l^eit^if4ei;fljic}ie, rcr}|0btv  &Srnd  «cl^on  ilelLafiQt ;  die  Neiguo^  der 
Ftftdbiiö«.ag::4eriKai»W,;die;  4i0   pÄ  :fieion    verbindfet«    ist 

Qffe.4b4r  doppe)!^  A9i.  gffOss   al^}  4ie)]^]g^^  d^    telFaedrischtn. 

AftliK^od^rugii^hjaeff^,  g^g^A  >  dje»  Kaatönaxe  des  Tetraeders  ^  und  also .  ausi 
dem  Vorigen  bekannt.  Die  ebenen  Winkel  an  den  paarweise  iiegeadea* 
Ecken  findet  man  aus  .den  d^el  Ne^ungen  an,  den  Kanten,  die  als  die 
WiiAfl  A^inci*. i5pb3ridb^n  IXrei«ck^i  a 


.  J . 


•        t 


a.     Winkel    am    halbz'afhligen  tetraedrischen  Pyramidengianatoeder 
(tetraedriscbes  Penlagonaldodecaeder  der  ersten  Art). 

N?igflö&.!^e?;  iFlä?^*»  a»  ;deft .  K^i^teil  <-^  dqr   drei^ei-    .. 
tuMg^«*lßyramWe,Mdi«  Weh   über  d^^ 

^fsigniig  d^r  i^lä^b0n  M  den  Kante«,  (6),,.  die.  aa  den  t.' 

»,.rTej^ja^'49Kec.]f^ll  sti^aoODen,  kommen      .       ..       .         94  —     5  -— ^  4^»^ 

NfiigHPgiidftr  JFläcbfin  anden  K,^men.(C),  die  die  paar- 

wei^,Utg^li^nii)ngleicbwinUicbten£ck€»yei binden  106  —  36  -^     5g6: 

%fn#rtlWi»fcel.ani,  4er*  Spitz«  jiker,  dreiseitigen  Ryra- 
.  h .:mi4?»..diq  h^  Ulm  dejf  ,Mi^t«».dpr  Tfeti^ederfllchen  ;  1 .    .    * 

Ebener  Winkel  zwischen  je  zwei  von  den  Kanl^,  die  -      [.•..  .  •• 

.  j.  in  deir  .'^fetra^d^reqke  ««wnmeii.  homiMft    .».  .  .;    :    93  —  49  -^  2»i,6 
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Ebene  Winkel  an  den  Ecken,  die  paarweise  liegen, 

zwischen  den  Kanlen  {Aj  und  (B)    .  ii3^>—  /^y -^oB^^fi 

nämlich  Awischen  den  Kanten  (A)  und  (C)    .  83  —    6  «—  56,i 

zwischen  den  Kanten  (B)  nnd  (C)     •  l3o  —  i^  —  10,9 
Neigung  der  Kante  (A)  gegen  die  Axe,  die  durch  den 

Mittelpunct  der  Tetraederfläche  geht  •        •        .  74  —  4^  "^  ^4 

Neigung  der  Kante  (B)  gegen  die  Tetraederaxe       •  61  —  52  —*  28,3 
Neigung  der  Fläche  gegen  die  Axe,  die  durch  die  Mitte 

der  Tetraederfläche  geht        •        •        •        •        «  61  —  26  —  21,1 

Neigung  der  Fläche  gegen  die  Tetraederaxe      .        •  43  —     5  —  19,5 

y.    Winkel   am   halbzähligen   tetraedrischen  Acbtundvierzigflächner 

zweiter  Art« 

Neigung  der  Flächen  an  den  Kanten  (^)«  die  ^ich  über 

der  Mitte  der  Tetraederfläche  Tcreinigen     .        .  i3i® —  4^ — 37'''',o 

Neigung  der  Flächen  an  den  Kanten  (£1),  die  sich  an 

der  Tetraederaxe  vereinigen          •        •        •        •  ^5  —  27  — ->  53,7 

Neigung  der  Flächen  an  den  Kanten  (C),  die  die  paar- 
weise liegenden  Ecken  verbinden         •        •       «  121  —  35  —  17,4 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  (A)       «        •  ii3  —  34  —  4<«4 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  (B)       •       .  94  —  ^9  —  <8«S 

Ebene  Winkel  an  den  Ecken,  die  paarweise  liegen, 

zwischen  den  Kanten  {A)  und  (ß)    .  128  —  20  —  44«  t 

nämlich  /zwischen  den  Kanten  {A)  und  (C)     •  66  —  25  —  tSfO 

zwischen  den  Kanten  (JB)  und  (C)    «  i36  —  39  —  58,0 
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dieser  Ecken  verbindet,  einen  schiefen  Winkel  mit  der  Würfelkante  macht 
und  über  ihre  Mitte  hingeht;  es  ist  klar,  dass  diese  Ecken  sich  tu  vier 
auf  jeder  Würfelfläche  erhebeUi  in  solcher  Stellung,  dass  die  vier  Kanten, 
die  sie  verbinden,  nicht  gleichlaufend  mit  den  Würfelkanten  sind. 

Die  FfinfecLe,  die  diese  Form  begrenzen,  sind  ganz  ungleichwinklicht, 
unter  den  Seiten  aber  sind  zwei  gleiche  Paare,  wie  beim  tetraedriachen 
Pentagonaldodecaeder. 

Da  diese  Formen  eben  so  aus  den  Achtundvierzigflächnern  entstehen, 
wie  die  tetraedrischen  Pentagonaldodecaeder  aus  den  tetraedrischen  Hebt* 
undvierzigflächnern ,  nämlich  durch  Wegfallen  der  abwechselnden  Flächen, 
so  berechnet  man  auch  ihre  Winkel  eben  so  aus  den  Winkeln  der  Adil- 
undviersigflächner,  wie  die  der  tetraedrischen  Pentagonaldodecalder  aus 
den  Winkels  der  tetraedrischen  Achtundvierzigflächner. 

Es  giebt  dieser  Formen  eben  so  viele,  als  es  Achtundviersigfl&choer 
giebt,  nämlich  drei,  das  halbzählige  Pyramidengranatoeder,  der  halbsäliUge 
Achtundvierzigflächner  erster  Art  und  der  halbzählige  Achtundvierzigflich« 
ner  zweiter  Art« 

a*  Winkel  am  halbzähligen  Pyramidengranatoeder. 
Neigung  der  Flächen   an  den  Kanten  (j4)  der  viersei- 
tigen Pyramide,  die  sith  über  der  Mitte  der  Wür- 
felfläche erhebt i3o^—     c/— 18'^6 

Neigung  der  Flächen  an  den  Kanten  (£),  die  zu  drei 

an  den  Ecken  des  Würfels  zusammen  kommen         i4i  —  4?  —  '^«^ 
Neigung  der  Flächen  an  den  Kanten  (C),  die  die  paar- 
weise liegenden  Ecken  verbinden        .       .       .        i4i  —  4?  —  ^^t^ 
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INieigung  der  Fläche  gegen  die  Octaederaze  .  .  By^ —  ^i^ ^^x^^^ß 
Neigung  der  Fläche  gegen  die  Wurfelaxe         •        .         6i  —  26  —  21,1 

y.    Winkel  am  halbzähligen  Achtondvierzigfläehner  zweiter  Art. 

Neigung  der  Flachen  an  den  Kanten  {A)  .  i3gP —  ZY — ^G^^J^ 

Neigung  der  Flächen  an  den  Kanten  (B)         .  .  i3i  —  4^  —  87,0 

Neigung  der  Flächen  an  den  Kanten  (C)          .  .  i35  —  35  —     ^fi 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  (A)        .  .  82  —  i4  —     0,9 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  {B)  .  .  ii3  —  34  —  4i«4 
Ebene  Winkel  an  den  paarweise  liegenden  Ecken, 

zwischen  den  Kanten  {A)  und  {B)  .  ii5  —  18  —  18,2 

nämlich  <  zwischen  den  Kanten  {A)  und  (C)  .  io5  —  4o  —  20,2 

zwischen  den  Kanten  (jB)  und  (C)  .  i23  —  12  —  39,8 

r 

Neigung  der  Kante  {A)  gegen  die  Octaederaxe  .  68  —  25  —  54f7 

Neigufig  der  Kante  (ß)  gegen  die  Wiirfelaxe  .  .  71   —  i  —  52,3 

Neigung  der  Fläche  gegen  die  Octaederaxe        .  .  60  —  4?  —  ^8,7 

Neigung  der  Fläche  gegen  die  Wiirfelaxe         •  .  61  —  52  —  28,3 

6i.  Unter  den  Formen,  deren  Winkel  im  Vorhergehenden  angegeben 
sind,  giebt  es  nur  wenige  die  allein  auftreten ;  gewöhnlich  kommen  meh* 
rere  derselben  combinirt  an  demselben  Krystall  zugleich  vor.  Diese  Coro* 
binationen  sind  höchst  mannigfaltig;  wir  wollen  indcss  nur  ein  paar  Bei- 
spiele herausheben ,  um  an  ihnen  zu  zeigen ,  wie  man  aus  den  schon  be- 
rechneten Neigungen  leicht  noch  diejenigen  Winkel  finden  kann,  welche 
Flächen,  die  verschiedeneu  Formen  angehören,  untereinander  machen. 
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nach  Haüy;  nach  Weiss;        nach  ans. 


Pyritoedrischer  Acht-        (/  =  C^G^C) 


undvierzigflächner      f<f=ziAB'C»)    \  ja  1 20:0}         3  (ooO)* 
dritter  Art.  (/'=  (JB'G') 

Pyritoedrischer  Acht-        («  =  QAC^G^) 
undvierzigflächner      n  W  zz{AB^C^     |  ja  ;  3g  :  a  2  (ooO)  x. 

erster  Art.  (r^^—  (J^G'E^) 

Eine  Form,  die  beim  Schwefelkies  häufig  vorkommt,  ist  das  Icosaeder 
(Fig.  129) ;  sie  ist  aus  den  Flächen  d  des  Octaeders  und  den  Flächen  e 
des  gewöhnlichen  Pyritoifders  zusammengesetzt.  Um  die  Neigung  Ton  d  zu  e 
zu  finden,  braucht  man  nur  90^  zur  Neigung  der  Pyritoederfläche  gegen 
die  Eckenaxe  des  zum  Grunde  liegenden  Würfels  hinzuzufügen  ;  sie  be- 
trägt also  140''  —  46^  —  6^5. 

Um  den  Zusammenhang  der  Pyritocderflächen  mit  dem  Octaeder  noch 
besser  zu  fassen,  ist  die  Fig,  i3o  entworfen,  in  welcher  die  Flächen  e  ganz 
klein  an  den  Ecken  des  Octaeders  erscheinen,  als  Zuschärfungen  derselben, 
auf  die  abwechselnden  Kanten  grade  aufgesetzt.  Man  sieht  leicht,  dass  die 
Durchschnittslinien  der  Flächen  e  und  d  die  Winkel  der  OctaederflSchen 
überall  unter  derselben  Neigung  schneiden;  da  nun  die  Neigungen  der 
Seiten  der  Octaederflächen  untereinander  alle  gleich  sind,  d.  h«  gleich  60P, 
so  müssen  die  Durchschnittslinien  der  Flächen  e  und  d  denselben  Winkel 
miteinander  machen;  diejenigen  Flächen  des  Icosaeders,  die  den  Octaeder- 
flächen entsprechen,  sind  also  gleichschenklichte  Dreiecke;  dass  aber  die 
Flächen  e  gleichschenklichte  Dreiecke  bilden,  ist  auch  von  selbst  klar«    Um 
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Neigung  von  /  zu  Z' i4i^ —  47^— ^^'^»S 

Neigung  von/|;cgen  d iSy  —  4?  —  32,3 

Neigung  von  /  gegen  e 162  —  58  —  34,a 

Um  die  Neigungen  und  ebenen  Wfnkel  der  Fläche  x  zu  finden,  ver- 
fährt mau  wieder  wie  oben ;  man  legt  eine  Ebene  durch  die  horizontale 
Kante  des  Pentagondodecaeders ,  und  bildet  aus  ihr  und  den  Flächen  x 
und  e  ein  rechtwinklichtes  sphärisches  Dreieck,  welches  leicht  aufzulösen 
ist.     Man  findet  so  : 

Neigung  von  a;  zu  /'' 129° —  i^ — 53^^,5 

Neigung  von  j:  zu  ^ 161  —  33  —  54«2 

Ebener  Winkel    an  der  Spitze  des  gleichschenklichten 

Dreiecks  j: •        •        log  —  28  —  16,4 

Ebene  Winkel  an  der  Basis  des  Dreiecks  x    •        •  35  —  i5  —  5i,S 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  xi^^  und  e^V      114  —     5  —  4'«4 
Neigung  von  x  zu  d i44  —  44  —    ^«^ 

In  der  Fig.  i32  ist  k  die  Fläche  eines  Pyramidenoctaeders,  z  die 
Fläche  des  Leucito'ids.  Die  Flächen  /  sind  hier  vollzählig  und  bilden  einen 
Achtundvierzigflächnen     Man  hat  also  schon  aus  dem  Vorhergehenden : 

Neigung  von  *  zu  * .        .        14 1^ —     3' — ^27''^2 

Neigung  von  k  zvl  d    • 164  —  12  —  24t6 

Neigung  von  z  z\x  M  oder  P i54  —  4^  —  38»2 

Neigung  von  z  zu  ^    .       •       .       •       •       •       .       i5o  —  3o  —  i3,6 
Neigung  von/''  zu /\  und  von/ zu /^         .       .        i58  —  12  —  47,6 

Verlängert  man  die  Flächen/'^,/''  über  die  Fläche  0  hinaus,  so  ent- 
steht ein  gleichschenklichtes  sphärisches  Dreieck,   von   diesen   drei  Flächen 
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Endlich  wollen  wir  noch  den  Krysitall  betrachten ,  der  Fig«  i33  alige- 
bildet  ist.     In  demselben  sind  folgende  Kanten  untereinander  parallel: 
Ms,  fsy  fo,  o/\  /V^  etc. 

^f%  /ö^  ^^«  ^^»  ^^»  ^^'  €^^* 

Me,  ey,  yM\ 

e  stumpft  die  Kante  zwischen  5  und  s  grade  ab. 
y  stumpft  die  Kante  zwischen  /  und  /  grade  ab. 
n  stumpft  die  Kante  zwischen  /  und  e  ab. 
Um  erst  mit  denjenigen  Winkeln  anzufangen,    die  aus  dem  Vorhei^ge- 
henden  bekannt  sind,  so  ist  die 


Keigung  von  /  zu  P  oder  5  zu  üf   • 

Neigung  von  e  r^  M  • 

Neigung  von  ^  zu  ilf  • 

Neigung  von  y  zu  M^ 

Neigung  von  o^^  zu  P  oder  von  o  zu  M^ 

Neigung  von  o  zu  M  oder  o  zu  P    • 

Neigung  von  f  zu  M   .        .        • 

Neigung  von  n  zu  P  . 

Neigung  von  f  zu  ß  oder  von  f  zu  f 

Neigung  von  f  zm  f    . 

Neigung  von  /  zu  /  oder  von  5  zu  5 

Neigung  von  t^  zu  5    . 

Neigung  von  n  zm  n    • 

Neigung  von  5  zu  ^     .        .        • 

Neigung  von  ^  zu  j    . 


i53  . 
i46 

123  • 

«44  • 
ii4 
143  • 

»4?  • 
148  - 

i4i 

i54 
i3i 
160 
167 
172 


26 

4> 
44 

5 
18 

4» 

47 
47 

48 

32 
23 
52 


7 
5»8 

3S«ft 

a4ta 

«.3 

41,4 

18,5 

5o,i 

13,5 

a8,4 
37.2 

i3,4 

44.2 

3o,9 
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Wenn  man  alle  ISeigungen  weiss,  so  ist  es  leicht,  die  ebenen  Winkel 
zu  berechnen,  nämlich  diejenigen,  die  man  nicht  schon  ans  dem  Vorher* 
gehenden  weiss;  der  Parallel ismas,  den  viele  Kanten  untereinander  beob- 
achten, überhebt  vieler  Muhe. 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  se  und  Me  .  90^ —  o^—  o^'^tO 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  se  und  ne  •  i55  — -  54  —  18^6 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  nc  und  ey  »  ii4  —  5  —  4i«4 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  fy  und  yhf  90  —    o  —    0,0 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  j3^  und  ny  .  164  —  3o  — -  4t9 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  ny  und  ey  •         io5  —  3o  —    4t9 

In  dem  sphärischen  Dreieck,  welches  von  den  Winkeln  — ,  —  und  -^ 
gebildet  wird,  sind  diese  drei  Stucke  bekannt;    es   ist   also  leicht  die  Seite 


—  zu  finden«     Es  ist  nämlich: 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  ne  und  ny   •        139"^ —  1^8^ —  8^^,8 

In  dem  sphärischen  Dreieck,  welches  von  den  Neigungen  — ,  —  und  — 
gebildet  wird,  sind  die  beiden  Winkel  —  und  — ,  und  die  eingeschlossene 
Seite  ^  aus  dem  Vorhergehenden  bekannt;  man  kann  also  den  der  be- 
kannten Seite  gegenüberliegenden  Winkel  —  und  die  Seiten  — ,  —  be- 
rechnen.    Man  findet: 

Neigung  von  n  zu  5 174** —  Ji8^  ^^S^^^q 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  ne  und  ns    .         80  —  24  —  22,0 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  se  und  ns    •        i23  —  12  —  35,o 

In  dem  von  den  Neigungen  — ,  ~,  —  gebildeten  sphärischen  Dreieck  ist 
nur  die  Seite  —  unbekannt ;  man  findet  für  dieselbe  folgenden  Werth : 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  ne  und  ny  .        139  —  4^^  .-.55''^,8 
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Fom  ffraden  Rhomöenoctaeaer  nnd  vom  Rectanguläroctaeder. 

I 

6a.  Beim  graden  Rhombenoctacdtr  moss  man  wenigstens,  zwei  Stücke 
wissen,  um  die  übrigen  berechnen  zu  können« 

Es  seyen  B  und  C  die  Neigungswinkel  der  Flächen  an  den.  Endkan« 
ten,  nämlich  B  der  Neigungswinkel  der  Flächen  an  der  Kante  x^  und  C 
der  Neigungswinkel  der  Flächen  an  der  Kante  ^,  siehe  Fig.  82;  es  sey  a 
der  ebene  Winkel  an  der  Spitze,  r  die  Neigung  der  Endkante  x  gegen  die 
Axe,  /  die  Neigung  der  Endkante  ^  gegen  die  Axe,  g  sey  die  halbe  Nei- 
gung der  Kanten  an  der  Basis  (halbe  Neigung  von  z  zu  z)  an  der  Kante 
jT,  an  welcher  B  liegt;  /  sey  die  Neigung  der  Octaederfläche  gegen  die 
Axe,  oder  180^  —  2/  die  Neigung  der  Octaederflnchen  an  der  Basis;  es 
seyen  6  und  c  die  ebenen  Winkel  der  Octaederflächen  an  der  Basis,  näm- 
lich 6  der  ebene  Winkel,  der  an  der  Kante  x  liegt,  und  c  der  ebene 
Winkel,  der  an  der  Kante  y  liegt.  Es  sey  ferner,  wie  immer,  K  das  Vo- 
lumcn  des  Octaeders,  seine  halbe  Axe  zz  i  gesetzt,  und  0  seine  Ober- 
fläche, in  derselben  Voraussetzung. 

Um  den  Zusammenhang  aller  dieser  Stücke  zu  finden,  construire  man 
sich  das  sphärische  Viereck  Fig.  i34i  welches  der  Spitze  des  Rhomben- 
octaeders  correspondirt.  Dieses  Viereck  kann  man  in  vier  untereinander 
gleiche  Dreiecke  zerschneiden,  indem  man  Ebenen  durch  die  Endkanten 
und  die  Axe  legt.  Diese  Dreiecke  sind  rechtwinkllcht  und  zeigen  sehr  ein- 
fach den  Zusammenhang  der  Hauptstücke  des  graden  Bhoihbenoctaeders. 

Fig.  i35  stellt  ein  solches  rechtwinklichtcs  sphärisches  Dreieck  beson- 
ders vor;  seine  Seiten  sind  0,  r,  r\    und  seine  Winkel  ^J5,  iC  und  90^. 
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Der  Zusammenhang  der  Stücke  dieses  Dreiecks  ist  aus  den  in  der  Einleitung 
gegebenen  Formeln  für  das  rechtwinklichte  sphürisehe  Dreieck  bekannt. 
Es  ist  nämlich: 

€os«  a  uz  COS.  r  •  cos*  /, 

cos.  a  zz  cot.  i[B  cot.  i€m 

sin«  a  sin.  i^C  ZI  sin.  r. 

sin.  a  sin.  iB  iz  sin.  r^.    - 

tg.  a  cos.  iC  zu  tg.  /. 

tg.  a  COS.  ^J3  :=  tg.  r. 

tg.  iC*  sin.  /zz  tg.  r. 

tg.  iß  sin.  r  zz  tg.  f'^. 

sin.   iC  COS.  r^zz  cos.  iJ5, 

sin.  ifi  cos.  r  iz:  cos.  iC 
.Auf  ähnliche  Art  kann  man  eine  von  den  Ecken  an  der  Basis  des 
Octacders  in  vier  Theile  zerschneiden,  indem^  man  Ebenen  durch  die  drei 
Axen  legt.  Daraus  entstehen  zweierlei  rechiwinklichte  sphärische  Dreiecke, 
je  nachdem  man  die  Ecke  an  der  Basis,  die  bei  g  liegt,  oder  die  andere 
nimmt.  Das  Dreieck  der  ersten  Art  hat  90^ — i,  |B  und  90^  zu  Winkeln, 
und  g9  ^O  — r  und  6  zu  Seiten,  siehe  Fig.  i-36.  Die  Winkel  des  Drei- 
ecks der  zweiten  Art  sind  90  «  |C  und  90  — i«  und  dessen  Seiten  ^, 
90   — /  und  90  — ^,  siehe  Fig.  137. 

Der  Zusammenhang  der  Stücke  dieser  beiden  Dreiecke  ist  folgender: 

I. 

cos.  6  zz  sin.  r  •  cos.  gi 

eus.  6  zz  tg.  I  cot.  iB.  ' 
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sin«  b  cos«  i  ZZ,  cos«  r. 
sin«  b  sin,  ^B  =:  sia«  g. 
tg.  Ä  sin,  I  zz  tg.  ^« 
tg«  &  cos«  ^B  zz  cot«  r« 
coU  I  sin«  ^  ZI  cot.  r« 
tg.  iß  cos.  r  z:  tg«  y, 
'     COS.  I  cos«  j'  =:  cos«  \B. 
sin.  iJB  sin*  r  ZI  sin«  i. 

II. 

cos«  c  zz  sin«  r^  sin.  g* 
cos.  c  zz  tg«  i  cot«  iC« 
sin.  c  cos«  I  z::  cos«  /• 
sin.  c  sin«  jC  zz  cos«  ^. 
^g.  ^  sin«  I  zz  coU  j'« 
tg«  I  COS.  iC  zz;  cot«  /^« 

V 

cot.  I  cos«  g  ZZ  cot«  /• 
tg«  {C  cos«  /  ZZ  cot«  g. 
cos«  I  sin«  g  ZZ  cos«  jC. 
sin«  \C  sin«  /  zz  sin«  /• 
Hlesu  kommen  noch  folgende  abgeleitete: 

tg«  /  cot.  r  =  tg«  ^« 

COS.  \C 

Der  körperliche  Inhalt  des  graden  Rhombenoctaeders,  die  halbe  Axe  ZZ  i 
gesetzt,  ist  leicht  zu  finden«     Bezeichnen   wir  ihn  mit  AT,  so  ist  offenbar: 
K  —  ^  '  i^.  r  X^.  /  —  ^  •  tg.^r  .  tg.  ^  ZZ  f  •  tg. V  •  cot«  g. 
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Bei  diesem  RecungulärocUeder  aiad  folgende  Stficke  xu  imtersdieiden  : 

Keigang  der  Fläche  S  geg^n*  die  Aze«  welcKe  der  Neigung  der-Bnd« 
kaate  x  des  cum  Gmnde  liegenden  Ahombenoctaifders  gegen  die  Äxe  gleiA 
ist^  also  r. 


i.        .'* 


Neigung  der  Fläche  T  gegen  die  Axe,  welche  der  Neigung  der  End- 
kante y  des  zum  Grunde  liegenden  Rhombenoctacdcrs  gegen  die  Axe  gleich 
ist,  also  /• 

Neigung  der  Endkante  v  gegen  die  Axe,  (). 

Neigung  der  Flächen  S  und  T  gegen  einander,  an  der  Endkante  t;, 
bezeichnet  durch  H. 

Ebene  Winkel  an  der  Spitze  des  Octaöders,  a  \ind  /9,  nämlich  a  auf 
der  Fläche  S  und  ß  auf  der  Fläche  T. 

t 

.  Die  Neigung  X  der  beulen  horizontalen  Axen ,   die   durch  ,dip  vordem 

Ecken  an  der  Basis  gehen« 

•  ...  ...'■■ 

'  Der  Zusammenhang  dieser  Stucke  wird  auf.  folgende  Weise  gefunden;! 

Man  lege  erst  eine  Ebene  duccli.  die  Kanten  an  der  Baais«  *  Diese 
Ebene  theilt  jede  Ecke  an  der  Basis  in  zwei  sphärische  Dreiecke,  deiten. 
eines  Fig.  i38  besonders  abgebildet  ist.  Es  hat  H^  und  die  halben  Nei- 
gungen der  Octaededlächen  an  >deV  Basis«  oder  90^ — r  in  90^— K  zu 
Winkeln,  und  einen  rechten  Winkel,  und  die  ebenen  Winkel  der  Octac- 
derflächen  an  der  Basis,  oder  90""  -^  ia  und  90^  —  iß  cn  Seiten. 

Der  Znaammenhang  der  Stocke  dieses  Dreiecks  kann  aus  den  Formeln 
der  Einleitung,  die  die  rechtwtnklichten.  Dreiecke  betrefSen,  leicht  gefon- 
den  werden : 
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Da  wir  K  und  L  nicht  zu  wissen  brauchen,. ^sondern  nur  ihre  Summe 
K  ^  L  ZZ  H^  welche  uns  schon  bekannt  ist  und  wir  schon  oben  gelernt 
haben,  iX  =z  g  aus  r  und  /  zu  berechnen» /to  haben  nur  einige  von  den 
Formeln,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  den  Stuqken  der 
Fig.  189  und  140  geben,  für  uns  Wichtigkeit,  und. diese  sind: 


cos«  q  ZI  cos.  r   cos.  ^a 
cos.  q  zi:  cos.  /  cos.  \ß. 


coL  (f  ZUJOoi»  r    cos.  g 
cot«  9  zzicot.  /  sin.  g. 


Die   bisher  entwickelten   Fomlfeln    reichen   hin,    um   alle  Stucke    des 

« 

Rectanguläroctaeders  aus  zwei  derselben,  die  gegeben  siid,  zu  berechnen ;  nur 
giebt  es  nicht  immer  eine  directe  Formel,  und  man  müss  oft ,  um  mit  Lo- 
garithmen rechnen  zu  können,  erst  einen  Winkel  berechnen«  den  'man 
nicht  wissen  will  und  den  man  als  Hülfswinkel  betrachtet,  um  aus,  Utl^ni 
und  den  gegebenen  Winkeln  nachher  den  gesuchten  zu  berechnen. 

Wir  haben  jetzt  nur  noch  mit  dem  Volumen,  der  Oberfläche  und  dem 


♦  / 


Spitzenwerth   des  Rectanguläroctaeders   zu   thun.    Das  Volumen   ist   leicht 

ZU  finden;  bezeichnen  wir  es  mit  AT,  die  hal})e  Axe,  wie  immer,  der  Ein- 

•    ■  »    ■ 

•      '  •■■.... 

■  ...««,.  /.••■. 

heit  gleich  gesetzt,  so  ist  offenbar: 

Ä"  n:  -r  tg.  r  .  tg.  /. 

'      **  ■        .     I 

-  .  .     I      . .      <    •    ■    . ;         •  •  f '  r :  ■  ■ '       • 

t 

Es  ist  doppelt  so  gross,    als  das  Volumen   des  zum  Grunde   liegenden 
^hombenoctaeders« 


■  i  1* 


Die  Oberfläche  O  ist  vier  Hai  so  gross  als  die  Summe  des  Inhalts  der 
beiden  Octaederfläehen  S  und  T.  Da  die  Endkante  v  offenbar  gleich 
ist  (die  halbe  Axe  zz  i  gesetzt),  so  iit  der  FläehenialMlt  «lon  $  gteich 

•in.a 


a    und  der  Flächeninhalt  von  T  irleieh  ^""'v  ;  also: 
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,       ,  ^\  /un,>a  +  tili.  S\ 

.^,    ■  ■    ■       ■■  -  "        » 

!v :  Wasden  Spitcenwertli  des  Rectangaliroetaeden  betrifit,  so  ist,  wenn 

aiiii:il|Bfaiit  £  bezeichnet,  a£Feäliar 

::   :.;;;:  .  •   E'=:a  H^  i8o*        " 

mUo  iiEizz  H  -r-^  90"^  und  sin.  iE  zz  cos»  H.' 

•64«  Da  aUe^seenndären  Fliehen  am  graden  Rhombenoctaeder ,  welche 
nicht! grade  Abstammungen  seiner  Kanten  siod^-immer  zu  acht  vorkommen; 
so  können  sie  insgesammt  als  Flachen  Ton  OctaSdern  angesehen  werden, 
deren  Baus  bald  dieselben ,  bald  andere  Winkel  hat,  als  die  Basis- des 
Gründoctaedei^  Flachen  zum  Beispiel,  die  die  Spitze  des  Gmndoctaeders 
80  zuspitzen,  dass  die  Zuspitzungsflächen  auf  die  Octaederflächen  grade 
•n^gesetzl  sind,  bilden  fiir  sich  allein,  hinlänglich  verlängert,  ein  Octaeder, 
^^Men  Basis,  dei!  Basis  der  Grundoctaed«rs  vollkommen  ähnlich  ist,  und 
dessen ' Südkanteniieigungeii  gegen  die  Axe  so  beschaffen  sind,  dass  ihre 
Tallgentlen.  in  einem -einfachen  Verbal tniss  «n  den  Endkantenneigungen  des 
Gviind6ctied/ers  stehen«.  Aus  Zuschärfungsflächen  der  Seitenendkanten  j 
deaGrundoctaeders  hingegjen  entsteht  ein  Octaeder,  dessen  Basis  der  Basis 
des  Grandoctaedeüs  onähidich  ist,  doch  so,  dass  wieder  die  Tangente  der 
lilJben  Neigimgjder  Kanten  an  der  Basis  in  dem  ^nea,  zu  der  Tangente 
ites  l&nlich  Uegenderf  Winkels  in  den!  andern. OctaEder  ein  einfaches  Ver- 
hältniss  hat.  Eben  so  ist  es  mit  den  Znschärfungen  an  den  vordem  und 
luniem  Endkanteb  x  des  Gmndrbomboeders ;  da  hingegen  die  von  den  Zu- 
schärfungsflächen an  den  Basiskanten  gebildeten  Octaeder  in  die  erste 
Klasse  (allen. 


—     358     — 

Weiss  man  die  Winkel  d^g  6r4iodoct^i£deis,'.to  ist  es  leicht«  nach  den 
bisher  entwickelten  ForuMlni  dU  Winkel  alleridieser  abgeleiteten  Octaeder 
w  Anden.  Man  hecechoet  erst :  jdie  KeigiinyM  jAerTEndkaiotten  des  ^enen 
Octaeders  gegen  die  Axe,  indem  man  die.Tba|;noiei>::dkr.''^d§iiagteiideK 
Endkanten  des  Grundoctaedets^  tmfi^  ^^'  Axe  mit  denjenigen  einfachen 
Zahlen  mnltiplicirt ,  weIche\da5.iJi!eq;Kcdte  .VcrHMtxiiflS.der  Tan^n&a  :der 
Steigungen  der  findkanten  :aiii:  ßnaiaeUlükt  nsd.!  akj^eii&teatiOctieder 
ausdrückt ;  a«s:  daesen^  beidefa  .Wtnfctlii  kaiu  iman  alidaiui/aUenBbJr^n 
berechnen.  »iiEa  wäre  luanäts»  sichr  hiebet  noch  länger  aa&nhahen;  kk  ^be 
deshalb  schleich  zur  Benachfning  der  SUigungiriiripiKeli'iibkT,  lid^e^' «on 
Flächen   verschiedener  Art,   z.  B«  von  Oelaedev^  «nä  Slulesfläcbdni-gebtU 


ctet  werden«  ■.  •    '    .    :i-'   ;1    r.i,-  , '^   . -...i> 


•  r  ■  1  •!  ' 


:''i^'.i-'>^ 


i .  •  1 ''.  i 


'.  Um.  in  djesen  mannigfaltigen  GjBgiettalaiid  ein  wemgiOMnui|^  kiiytain 
zu  bringen/ wollen  wir^  iwie  wirres  iohon) zum  Tfac3  beim  BMbbcriSdiir 
gethan  haben,  die  Ffächen  zonenwMse  tcriheihsn;  d;  b;;  wir  WOÜIm  bei 
der  Berechnung  der  Neigonig  zweier  »Flachen  imotttr  »auch  gliatch-  vdie  Nei- 
gungen mit  nehmen,  deren  zugehörige  Flächen  Durchscknitisliki^li- lüden; 
welche  mit  der  Darchschnittslime  der  ersten,  beiden;  ^l&chen  piarallabiäiiiMb 
Da  wir  aber  auch  '.so  wegen  der  grossctti  Menge  der  ai6gtichenfFISih«ii^  nm 
baM  überhäift  sehenifurden,  so  wollen  iwh'unsefd'BdimchMWgeä  4ni!dUe 
wirklich  äislimnden  Flachen  irgend  eines  Fo«sil»,  des^n  ijrt^udd&tiv  dris 
l^ade  Rhombenbctalfder  ist^  knäpCen,  i</i  i.i    j  .    .A     .\  ;i^ 

hh  Fig.  i4i'  steUt  eine '  sehr !  zosammengesetite  Krysffttlfbfi» 
spathes   vor,    die  Haüy   vari^t^  octotrigtftlmale    genannt  h^t«!  <  Wit -wnllcn 
mit  Haiiy  die  Flächen  Af ,  ^1/  als  die  Säulenflächen    ansehen,   obgleich  di^ 
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optikhd  AzeidenFIächea  o;  o::ptnUd  geht«  Es  ist  kUr,  dass  es  för  die 
Bfiqhauiig.^^afbjgkiehgäUigjjst;»  V^ltlfte  von  den  drei  UAte^iaander  recht- 
winklichteii>  Axen  man-  als  HaubUxe.  ansieht.  Die  Fläche  z  sind  auf  M 
grade  aufgesetzt;  es  sind  also  Qctaederflächen.  Wir  wollen  sie  als  die 
Flächen  der  Grundoctaeder  ansenen«  ' 

;      .    .       .  i 

In  derselben  Zone  liegen:.- ..  ~'    .    . 

i(f,  /,  ^,  5,   von   denejn  die   beiden   letstern   grade   Absiumpfongs- 

flächen  dpF  Sauleöka Aten  ^nd« 
d,  k^  o,  P,  von  denen  P   parallel   mit  der  Basis  des  Grundoctae- 

ders  ist. 
P^  dt  St  d. 

•      ■    - 

Da  o  zugleich  in  die  Zonen  von  z  :  z^  und  von  P  \k  fallt,  so  ist  es 
die  grade  Abstumpfungsfläche  der  Seitenendkante  des  Grundoctaeders, 
welcher  von  den  Flächen  z  gebildet  wird. 

..  jr  ka^n  als  eine  Znschärfunj^sfläcbe  dersielben  Seitenendkante  angesehen 
wcrdi^at  oder  als.ein^  eigene  Octaederfläc^Ci  deren  vordere  Endkante  von 
4a;  Fiäche  d.  grade  ^abgestumpft  wird. 

Um  die  Zeichen  dieser  Flächen  zu  bestimmen  i  miiss  man  noch  die 
Neigungen  von  d  zu  P  und  von  t  i\k  $  messen.  Man  findet,  dass  die 
Tangente  der  Neigung  von  d  gegen  die.  Ate  zwei  Mal  m  gross  ist,  als  die 
Tangente  der  Neigung  der  vordem  Endkante  des  Grundoctaeders  gegen  die 
Axe ;  und  dass  die  Tangente  der  halben  Neigung  von  / :  /  anderthalb  Mal 
so  gross  ist,  als  die  Tangente  der  halben  Neigung  von  M  \  M. 
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Dife  Zeichen  der  diese  Yarietät.snsuBnMiiaeUenden  Flachen  siiid   also« 


M 


nach  Hauy  *); 
M 

:      B 


«G 


*      •• 


nach^  Weis»; '  nS6h  ^ägä€t  Bciteidi Atiti(|(dWt;* 


]  g :  ^ ; 


»; 


-**^..i   ii  ./^  g 


o    . 


* .  . 


'  w 


«^' 


f 


i 


1       1 

l  a  :  ^  :  i:  I 

)bog:OQi>:fl|  ■ 

\ar6öB:oocf    *' 


ß 


r 


'      j 


fi 


o» 


II..    i 


:  ^ :  £:  I 


\  na  ;  oo^  :  c  \ 


y 

i 


(E^B^B')    zu 


2a 


:6:c\ 


^w 


tiai'iiiooc  I 


aRy 


Ich  fuge  noch  das  Zeichen  der  Fläche /*  Fig.  142  hinzu: 


/ 


B 


3a:3b:c j 


RK 


Sind  uns  nun  die  Neigungen  ^on M:9f^2g  und  ron  oioziz  i8o  -—2?^ 
gegeben,  so  ist  es  vermöge  der  bisber  Entwickelten  Formeln  nnd  der'  bie- 
kannten  Lage  der  Fläcben  leicht»  die  Neigungen  von  tiz^  von  J  gegen  die 
Axe,  von  / :  /,  von  y:y  etc  zu  finden*  Wenn  es  aber  gilt,  die  Netgangea 
von  ungleichartigen  Flächen  zu  finden,  z«  B«  von  o\M^  von  zxs^  von 
z  :  /  etc. ,  so  müssen  wir  neue  Formeln  entwickeln,  welches  denn  andi  in 
den  folgenden  Stücken  geschehen  istT=  ^ 


^)  Diese  ZeicHen  iitiiehcn  sich  auf  Fig.  141«. 
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m 
mm  MM 

und  —  zu  beiden  Seilen  der  Seitenkante  der  Säule,    und  zwischen  —  und 

o  o 

derselben  Seitenkante  der  Säule  {^)i  und  man  findet  leicht 

tg.(900+4«)  =  -^ 
tg.  \ß  zzL  cot*  g  sin«  /• 

Die  Kante  zwischen  M  und  o  wird  zuweilen  durch  eine  Fläche  ab- 
gestumpft, welche  Haüy  mit  c  bezeichnet  hat  (in  der  vari^td  connexe).  Es 
sey  ABCD  Fig.  i44  ^^^  Basis  des  von  den  Flächen  M^  o  gebildeten  Rectan- 
guläroctaeders,  durch  dessen  Spitze  die  Fläche  c  geht;  FG  sey  die  Durch- 
schnittslinie dieser  Fjäche  mit  der  hinlänglich  verlängerten  Basis;  so  ist 
die  Lage  der  Fläche  c  gegeben,  wenn  man  weiss,  wo  sie  die  verlängerten 
Axen  a  und  c  trifft,  d«  h.  wenn  man  die  Verhältnisse  — ,  —  kennt« 
Bezeichnet  man  nämlich  diese  Verhältnisse  mit  m,  /i,  so  ist  das  Weissische 
Zeichen   dieser  Fläche     na'.b\mc\  ziz  — Ä'«j    nach   unserer  Bezeichnung« 


m 


Da  die  Fläche  auch  durch  D  geht,  so  stehen  m  und  n   in   einer   gewissen 
Abhängigkeit;  denn  es  ist 


ZG  LD 


MG  —   MF 

oder  da  XG  ZZ  mc  —  c,  MG  ZZ  mc^  LD  zz:  a,  MF  zz  na: 

m— 1  1        1  m 

ZU  —  oder  n  zzz  . 

m  n  m—  1 

Wir  brauchen  also  nur  noch  eine  Gleichung  zwischen  m  und  n  zu 
haben,  um  beide  Werthe  berechnen  zu  können« 

Es  sey  nun  die  Fläche  c  auf  irgend  eine  Fläche  von  der  Form  x 
grade  aufgesetzt  (z«  B.  auf  x^  oder  d),  so  haben  wir  offenbar  —  ZZZ  i; 
combinirt  man  diese  Gleichung  mit  der  obigen,  so  bekommt  man 

m  zz  -^  und  Ä  ZI  /+  I. 


—     364     — 

dieser  Dreiecke  berechnen.    Eben  so  verfährt  man,  wenn  man  die  Neigung 
von  M:c  finden  will. 

Die  Fläche/  kann  auch  als  die  Fläche  eines  Rhombenoctaeders  ange- 
sehen werden^  and  von  ihr  gilt  dasselbe,  was  von  der  Fläche  c  gilt. 

2)  Neigungen  der  Octacderflächen  zu  den  Säulenflächen»  Die  Neigung 
einer  Octaederfläche  gegen  eine  Säulenfläche,  auf  die  sie  grade  aufgesetzt 
ist,  ist  dem  Complement  der  Neigung  der  Octaederfläche  gegen  die  Axe^ 
zu  180^,  gleich;  vrir  haben  aber  schon  im  Vorhergehenden  gelernt t  wie 
man  die  Neigung  der  Octaederfläche  gegen  die  Aze  aus  zwei  andern  be* 
kannten  Stücken  des  Octaeders  berechnet. 

Es  bleibt  uns  also  nur  noch  übrig,  Formeln  zu  finden  für  die  Neigun- 
gen der  Octacderflächen  gegen  Säulenflächen,  auf  die  sie  nicht  grade  auf- 
gesetzt sind,  z.  B.  von  y :  M  oder  von  z  :  /. 

Hier  bilden  wieder  die  Octaed^fläche,  die  Säulenflächc  und  eine  Ebene, 
die  durch  die  vordere  Endkante  des  Octaeders  und  die  Axc  geht,  ein  sphä- 
risches Dreieck,  in  welchem  zwei  Winkel  und  die  eingeschlossene  Seile 
bekannt  sind,  nämlich  die  halbe  Neigung  der  Octaederflächen  an  der  vor- 
dem Endkante,  der  halbe  vordere  Säulenwinkel  und  der  ebene  Winkel 
zwischen  der  Säulenkante  und  der  Endkante,  oder  das  Complement  der 
Neigung  der  vordem  Octaederendkante  gegen  die  Aze  zu  180^.  Bezeichnet 
man  die  beiden  ersten  Winkel  mit  B  und  C,  die  eingeschlossene  Seite  mit 
a  und  den  gegenüberliegenden  Winkel,  oder  die  Neigung  der  Octaederfläche 
gegen  die  Säulenfläche,  mit  A^  so  Ist,  nach  den  Formeln  der  Einleitung, 

j    ros.  i?  sin. ( (7 — (p\ 

cos.    A    ~ r--^^ 

Worin  cot.  y  ZI  lg*  £  cos.  a» 
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Sind  es  aber  zwei  Oclaederflachen ,  die  nicht  so  einfach  untereinander 
zusammen  hängen«  z«  B.  c  und  z^  so  verfährt  man  eben  so  wie  in  2); 
man  sucht  erst  die  halben  Neigungen  der  Octaederflächen  an  ihren  Tor* 
dern  Endkanten  *)^  und  die  I^eigung  dieser  beiden  Endkanten  gegea 
einander;  diess  sind  zwei  Winkel  und  eine  eingeschlossene  Seite  eines 
sphärischen  Dreiecks,  dessen  dritter,  der  eingeschlossenen  Seite  gegenüber 
liegender  Winkel,  eben  die  gesuchte  Ifeigung  der  beiden  Octaederflächen 
ist;  der  Zusammenhang  dieser  vier  Winkel  ist  durch  dieselbe  Formel  ge- 
geben, die  am  Ende  von  2)  steht. 

In  den  folgenden  Blättern  sind  diese  Rechnungen,  als  Beispiel,  wirk- 
lich ausgeführt«  Von  den  Bezeichnungen  der  Winkel  gilt  dasselbe,  was 
wir  schon  im  Vorhergehenden  gesagt  haben.  Jede  Fläche  hat  ihren  Bnch- 
Stäben,  der  aus  der  Figur  zu  ersehen  ist,  z.  B.  ^f,  o,  d  etc.;  —  bedeutet 
die  Neigung  von  ^If  zu  0;  Mo  bedeutet  die  Durchschnittslinie  von  M  ond 
o;  j^  die  Neigung  der  Kanten  Mo  und  MM  gegeneinander;  —  bedeutet 
die  Neigung  der  Fläche  M  gegen  die  horizontale  Axe  a;  -r-f  —  bedeuten 
die  Neigungen  der  Flächen  My  o  gegen  die  Axen  ä,  c.  Wo  ich,  um  nicht 
von  der  Haüyschen  Bezeichnung  der  Flächen  abzuweichen,  eine  Fläche 
mit  c  bezeichnen  musste,  wurde  für  die  Axe  c  immer  „Axe"  geschrieben, 
z.  B.  -—  heisst  Neigung  von  o  gegen  die  Haüptaxe  c.  Die  Flächen  auf 
der  andern  Seite  des  Krystalls,  welche  in  der  Figur  nicht  zu  sehen  sind, 
unterscheiden  sich  durch    ein  Accent,    z.  B.  M"^.     L  bedeutet  Logarithmus. 


*)  Oder  Basiskanten,  ;♦•  nachdem  man  die   ?ielgung  cw^ier    übereinander  oder   nebeneinander  itesen- 
den  Flächen   wissen   vrill. 
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.      •  __   cot.  r 
cot.    I   ZZ    -: 


L.  cot.  r  iz  o«  207 21 
L«  sin.  g  zu  9*88948 

L,  cot.  /  ZI  0-3 1773  I  zz  250  —  4i''|, 

COS.  a  =  cot.  JÄ  cot.  \C. 
L.  cot.  jß  ZI  9*84027 

L.  cot.  jC  =z  9^  98968  ' 

L.  COS.  a     ZI  9«82995  a  zz  47^— ^8^ 

COS.  b  zz  tg.  I  •  cot.  \B. 
COS.  c  zz;  tg.  /  •  cot.  ^C. 

L.  tg.  I   iz  9*68227 

L.coLjßzz  9*84027 


L.  COS.  3  zz  9*52254  b  zu:  70^ — 32''3. 

I^  tg.  /  zz  9*68227 
L.cot.iCzi  9*98968 


L.  cos.c  ZI  9*67 195  c  IZ  61^  —  58''i.  *) 

B.    Winkel  des  von  den  Flächen  y  gebildeten  Octaeders. 
Um    unnütze  Wiederholung   zu  vermeiden ,    wollen    wir   hier    nur    die 
wichtigsten  Winkel  berechnen. 

tg.   \^.  —  2  tg.  \C. 

L.  tg.  \C  zz  ooio32 

« 
L.  2  r;;^  o»3oio3 


L.  »s,^    —  o.3ii35  iA  —  630  —  58'i  L.sin.^-.  —  9.95357. 

*)   Dieser  Winkel   i»l  schon  bekannt,   wenn  a  und  b  bekannt  >ind,  idcin  fl-|-6-|-c  ~  iSO**  ;   aber 
der  Probe   weisen  habe  idi  ihn  mit   berechnet. 
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COS.    i—   ;;^   sin,     »2.    .    COS.    K. 


L.  sin.  ;^  =  9-95357 
L«  COS«  /    zz  9«  90063 

li.  COS*  i4  =  9*85420  4—  zz  44^  —  22^1  cot.  i-^  —  0-00956. 

Sin.  4—,  •  sin.  r    —  sin.  -f-. 

7  Axt 

L.  sin.  i-^  =  9-95357 
L.  sin.  /    zr  9»  78246 

L.  sin.  ^^  =  9.73603  £j  zz  320  —  59^?. 

cos.  ^  11:  cot.  X-^  •  cot.  X-^. 
L.  cot.  \^  —  9*68865 
L.  cot.  V^  zz  0-00956 


L.  COS.  ^ 

zz  9*69821      ^  zz  600— 3^i. 

COS.  -^  =:  cot.  Ä—  •  ig. 

L.  cot.  \^ 

7 

zz  0*00956 

z:  9»8i245 

ytxe 


L.  COS.  ^  =  9.82201  ^  =  48°— 24'?. 

« 

C  Winkel  am  Rectanguläroctaeder,  das  von  den  Flächen  M  und  e 

gebildet  wird. 

X  tg.  —  zz  —  COS.  g  COS.  r . 

L.  COS.  g  zz  9-80043 
L.  COS.  /  zz  9*90063 

.  COS.  —  zz  9-70100  —  ^:  120  —  9  i. 

47 


•  / 


'*y 


^'  i 


l^Ä'Tt' 


'  mm 


coc  j^  •  sä.  f<. 


r'J 


i3S*  — 3</|. 


X.-tfciAfl 


i^-  ^  aS  — ib  f 


LC9U-T-^I  }-^IKKI 


t^  ^   •   SU.  r.  ^ 


D7    — 0. 


Hl  WxaLel  an  Kcctu^mliroctafder^  das  von  den  Flächen  o  und  d 

gebildet  wird* 

•^  IZ  —  sitt.  f^  COS.  J-j»  ••) 


.4 


L.  oMi.  ~  =  9^r3$3 


f  =  xt9r-^i 


cou—  ^  9* 7 2862. 


M  WW 


21 


M  und   o  gesell   die   homontalc    Aie  6. 


£c  Vcrwcchslmig  der  Flüche  c  mit  der  Havpt- 


1  vott  tf :  jMi  tu  90^. 
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do  d  d 

Sin.  ijp  =  —  cot.  -  .  tg.  i-. 

do  ^      d  ^       j 

sm,  isr  =^  —  cot»  ^  •  cot.  r. 
L.  cot.  —  zz  9« 72862 
L.  tg.  i-J-  =  9-90618 

L.  sin«  5^  zz  9»6348o  *£;  =:  25°  —  H\ 

L«  cot.  —  ZI  9-72862 
L.  cot.  K  ~  o«ii8i6 


1.  sin.  i^=  9.84678  4^  =  44° -.38"^  COS.  J^  =  9.85217. 

COS.  -T—  ZI  COS.  r   •  COS.  il^r« 
Man  findet  L.  cos.  -—  1=  0*75280  -r-  z::  55**  —  Si'^l. 

./#««  ^  '  Axt  ♦ 

Auf  eben  dieselbe  Art  berechnet  man  die  Winkel  des  Rectangularoctaeders, 
das  von  den  Flächen  d  und  /  gebildet  wird, 

E.    Säulenwinkel, 
tg.  i  -7  =  i  •  tg.  g. 
L.  tg.  ß  zz  0*08905 
L.  i        ZI  0-17609 

l-'tg.  i— =  o*265i4  i—  =  61*^  —  29'';. 

F.  Neigungen  der  Octacderflacben  gegen  Säulenflächen,   auf  die   sie    nicht 
grade  aufgesetzt  sind,  und  gegen  andere  Octaederflächen. 

ISeigung  von  z  sru  /• 
cos.  A  zz T—^ ^,  wonn  cot.  w  :^  ig.  If  cos.  a 

»in.  9>  T  o 

^  =  y,    B  =  i^ir:  55"—  i8^5,    C  zz  i^  =  6i°— 29^1 


St 


o  =:  ^  =  i48  —  lo^S.  •) 


*)  Die  trigonoraetrischen  Functionen  aller  dieser  Winkel  sind  schon  aus  dem  Vorliergehenden  bekannt ; 
dort  ist^  niit^^,  und   180^— a  mit  r  baeichnct;  man  braucht  sie  also  nicht  von?(eaen  aufauschlagen. 
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L.  COS.  B     z=  9«75524 


L.  ^         : 

L.siii.(C — 9): 


0*19957 

9*9944  (negativ) 


L.  ig«  B 
L.  COS.  a 


o» 15973 
9.92932  (negativ) 


L.  COS.  A     zz  9-94725  (negativ) 


5*^  / 

2  —  19 


TT 


L.  cot.  g) 


0*08905  (negativ) 
i4o''—  5o^ 
61  —  29^ 


(C—5p)  13  —  79  —  204. 
Oder  wenn  man  mit  den  Gaussischen  Formeln  rechnen  will: 

tg-  i{i—c)  —  tg.  4a  . 

tg*  4(H-^)  =  tg.  40  • 


4a  =  74  - 
L.  tg.  ia    z=o»545o3 

L.s.4(ß— 0=8. 73205 


COS.  lA  zz  Bin.  4fl  •     .   .  - — ^ 

sin.j(6 — c) 


L.^ 


.in.JKÄ+6") 


06969 


L.  tg.i(3—c)— 9.34677 
J  (d — c)  ZZ  1 2" — 3 1',7. 


L.  tg.  ia       :=o*545o3 
L.COS.  i  (Ä—C)ir9. 99936 

28070 


L. 


co».,(i5-K;) 


L.  tg.  i{^-\-c)  zro«825o9 
J(H-^)  =  8i°-.29^5. 

12" —  31^7 
81  —  29,5 


L.  sin.  ia  ^9*983o3 
L.sm.i  {B—C)—9  •  7320S 
L.  rn-ri— r   =0.66370 


tin.^(fr — c) 


L,  COS.  ^-^     ZZ9«37878 
hA  zu  76''—  9^,6 
A  ii:i52  — i9t2. 


94 


SS 


f     —       —  — 


68  —  57,8  =  czn^. 
Ich  habe  hier  B  für  C   und  C  tÜT  B  gesetzt,   damit  4(ß— ^C)  posiUv 
werde;    alsdann  bedeutet  b   die   dem  Winkel  4—   gegenüberliegende   Seite, 
oder  ^,  und  c  die  dem  Winkel  4-^  gegenüberliegende  Seite,  oder  ~« 
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Eben  so  findet  man  die  Neigungen  von  y  zu  M^  von  jr  zu  /,  von/ 
zu  M^  von  f  "lvl  i  etc.  Von  diesen  Winkeln  wollen  wir  noch  ^  berech- 
nen, aber  auf  eine  andere  Art«  Verlängert  man  das  obere  und  untere  / 
über  M  hinaus,  bis  sie  sich  schneiden,  so  bilden  diese  drei  Flächen  ein 
sphärisches  Dreieck,  das  durch  eine  horizontale  durch  —;  gehende  Ebene 
in  zwei  rechtwinklichte  Dreiecke  zerschnitten  wird.  Jedes  dieser  Dreiecke 
bat  90^  i^,  und  180''  — j  zu  Winkeln,  und  ^',  4^,  und  ~~  zu 
Seiten.  Wir  wissen  aus  dem  Vorhergehenden ,  dass  i^  n:  90°  —  -^ 
zz57  —  c/j  ist;  ferner  ist  tg.^:z:2tg.— :r:2coLg^,  also^n58  — 27^4, 

und  da  —z^Sg^ —  lO^  so  ist^^^^ 7-=:  ig*' — ^7^i*    Setzt  man  nun  i^^zzG^ 

^7 rm/nnd  180 ZzF.  so  ist,  nach  den  Formeln  fürs  rechtwink- 

0  b        *^  7 

lichte  sphärische  Dreieck, 

cos.  J^  ZI  sin#  G  cos» /• 
JL  sin.  G  zz  9>9236i 
L.  COS.  /  :z  9  97490 

L*  cos.  F  zz  g^SgSSi  F  zu  37"*  — 40''  —  —  142*' —  20'. 

Die  beiden  übrigen  Seiten  des  Dreiecks  stehen  in  einem  sehr  einfachen 

Verhältniss  zu  den  Winkeln  r^^  und  -^t  so   dass    man  auch  diese  leicht 

Ja  Ja  My 

berechnen  kann«     Es  sey  k-^zr,  zz  gi   so  ist  offenbar  ^^  zz  go*^  — ^;    es 
sey  ferner  ^  zz  ä,  so  ist  offenbar  —^  ZZ  ä  -f"  ^»   wo   y  den   vorderen 
ebenen  Winkel  der  Octaederflächen  y  an  der  Basis  dieses  Octaeders  oder  -^ 
bedeutet,  der  uns  aus  dem  Vorhergehenden  bekannt  ist. 
Nun  ist  aber 

COS.  fr 

cos.  g  ZZ,  —-7, 

cos«  h  :=  cos«  /  COS.  g. 
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L.COS.G  ii:  9«736o3 
L.8in.F=  9*78609 

L.  COS.  g  —  9*94994  8  =  aS""  — 59^  ^  =  63""—  i^. 


L.  COS.  g  9*94994 
L.  COS./  9*9749^ 


L.COS.Ä  9.92484  *  =  32^-44'i  g  zz  8i'-^i. 

Auf  dieselbe  Art  findet  man  die  Neigung  von  z  zu  1/,  von  f  vi  d  etc. ; 
nämlich  da  \^  =  55"  — 18^4,  i^  =  68'-.55^i  und  ^^zz6i^  — 45% 
i-rz  5i'— 8'i: 

Axt   

t^  dzn  xko"  —  53^i  f  'äzz  156''  —  3c/;  etc. 


Neigung  von  y  zu  f. 

Hier  sind  uns  wieder  in  dem  sphärischen  Dreieck,  das  von  den  Octae- 
derflächen  /  y^  und  der  Ebene,  die  durch  die  Kanten  yy  und  Jf  und  die 
Axe  geht,  gebildet  wird,  die  beiden  Winkel  \^  und  ^y  und  die  einge- 
schlossene Seite  ^  bekannt;  man  kann  also  vermöge  der  Gaussischen  For- 
meln leicht  den  dritten  Winkel  ^    und   die  beiden  andern  Seiten  '^  und 

ff 

—^  berechnen.     Man  findet: 

7f 

^=i46"~o^l;       ^=I26"-35^•       4=V-o^ 
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F.  Oberfläche  and  Volumen. 
Volumen  und  Oberfläche  des  von  den  Flächen  r,  z  gebildeten  Rhomben- 
octaeders.    Halbe  Axe  =  1. 

K  zz  ^  •  i%*  r  •  f^  und  0  zz  ^  X^*  a. 

L«  4     —  o«6o2o6  L.  4     iiii  o«6o2o6 

L.  ^     =:  9»52288  L.tg.aii:  o*o3744 

L.\%.r  zz  9*79279  L.  0     =  o^eSgSo. 

Ltg./zi  9*88i84  0  =  4.36oi. 

If  K    zz  9-79957  K  zz  o»63o3. 

Eben  so  findet  man  für  das  von  den  Flächen  y  gebildete  Octaeder; 

K  zz  1-2606  und  0  zz  6-9447» 
G«  Volumen  und  Oberfläche  des  von  den  Flächen  0  und  d  gebildeten 

Rectanguläroctaeders. 

jtr  8         ^  d  o 


L.  8  — 

:  o-goSog 

L.4   = 

:  9*52288 

1                                    V 

^^^.^ 

:  0'0g382 

^^'£= 

;  9.88184 

L.  K     zz 

:  o«4oi63 

K  zz  2«52i3. 

^  —  « 

COS.  ^  p 

a  =  25^  — 33\  ß  zz  44^  — 38'j,  p  =  55^  — 3i  |.  •) 
L.  4      —  o«6o2o6 

L.sin.4(a-|-/9)zi:  9»97352 

L.ftin.|(a — ß)zz  9*97542 

L.  — 5-    ==  ö*4944o 

lu  0  zz  i»o454o     0  zz   I-II02, 


*}  Avs  duD  VorlierschendeD  bekannt. 
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Zusammenstellung  der  bisher  berechneten  fVinkel  des  Scht^erspathes. 

Winkel  des  GmndoctaederSf  von  den  Flächen  z  gebildet«    • 
Neigung  der  vordem  Endkante  gegen  die  Axe  (r) 
Neignng  der  Seitenendkante  gegen  die  Axe  (/) 
Neigung  der  Kanten  an  der  Basis  (2^) 
Neigung  der  Octaederflächen  an  der  vordem  Endkante  (ß) 
Neigung  der  Octaederflächen  an  der  Seitenendkante  (C) 
Neigung  der  Octaederflächen  an  der  Basis  • 
Ebener  Winkel  der  Octacderfläche  an  der  Spitze 
Ebener  Winkel  der  Octaederfläche  vom  an  der  Basis 
Volumen  des  Octaeders,  halbe  Axe  zz  i      . 
Oberfläche  des  Octaeders«  halbe  Axe  =:  i  •        * 

Uebrige  Winkel   des  Schwerspaths,  iq  alphabetischer  Ordnung: 

M  :  M 

M'f 
M  :  k 


M  :  o 
Kante  Mo 
M  :  s 
M  :  t 
M  '.  y 
M  :  z 
P  :  d 
P  :  0 


:  Axe  B 


loio—  40^ 

P'.y 

124  —  43 

P  :  z 

129  —   10 

d:  d 

120  —    gi 

d:f 

57—5 

d  :  0 

i4o  —  5o 

d  :  5 

169    —    20i 

d  ;  z 

142   —   20 

f'O 

i54  —  m 

k  :  0 

i4i  —  Sh 

0  :  0 

127  —  18 

0  :  y 

3iO  — 

49'4 

.         37- 

18 

lOI   — 

40 

i 

B)      110  — 

37 

91  — 

22 

128  — 

365 

.        47- 

28 

70  — 

33 

o,63o3 

4i36oi 

im 

er  Ordnung: 

> 

122  — 

591 

.       ii5  — 

4u 

77  — 

43 

i56  — 

3oi 

.       118  — 

94 

.       128  — 

5ti 

140  — 

53i 

.       141  - 

-  38} 

142  — 

•  42 

io5  — 

•  24 

.       i53  - 

•  58| 
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o  :  £ 
5  :  / 
s  :  z 
/.:  / 

y  -y 

y  ■ « 


i35o 

i5i 

i34 

122 

88 

,,4 

i6i 


4i^ 


29? 


»9 
59 

44 


t 

7 


I 


04 


42* 


Ebene  Winkel. 


60  —     3.5 


TAT* 

^  • 

sc 
st 

07 
My 

77 

7/   • 


1350— 

3o'i 

52  — 

323 

• 

5i  — 

6 

89- 

174 

94- 

I 

68  — 

58 

63  — 

I 

8i  — 

9i 

126  — 

35 

37  —    o 


48 
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f  om  schiefen  Rhombenoctaeder . 

65«  Die  schiefen  Octaeder  mit  rhombischer  Basis  können  in  zwei  U»- 
terabtheilungen  gebracht  werden,  deren  jede  eine  besondere  Behandlung  ia 
der  Rechnung  erfordert.  Die  erste  begreift  diejenigen ,  bei  welchen  die 
Tangenten  der  Neigungen  der  vordem  und  hintern  Endkanten  ein  ein- 
faches Verhältniss  zu  einander  haben;  die  zweite  diejenigen,  wo  diess  nicht 
der  Fall  ist«  Die  Flächen  der  schiefen  Rhombenoctaeder  erster  Art  können 
immer  auf  ein  grades  Octaeder  bezogen  werden,  zuweilen  auf  eine  so  ein- 
fache Art  (z.  B.  beim  Augit),  dass  man  glauben  könnte,  die  Grundform 
derselben  wäre  wirklich  ein  grades  Rhombenoctaeder,  wenn  nicht  der  Un- 
terschied, der  in  der  Anordnung  der  Flächen  vorn  und  hinten  sich  so 
deutlich  ausspricht,  dieser  Annahme  entgegenstände;  zuweilen  sind  diese 
Beziehungen  verwickelter,  z.  B.  beim  Plstazit.  Bei  diesen  Formen  ist,  wie 
beim  graden  Rhombenoctaeder,  die  Kenntniss  zweier  Winkel  hinreichend, 
um  alle  übrigen  zu  berechneUr  Bei  den  schiefen  Rhombenoctaedern  zweiter 
Art  ist  es  unmöglich,  die  Flächen  auf  ei»  grades  Octaeder  zu  beziehen: 
man  muss  also  die  Neigung  der  Basis  gegen  die  Axe  mit  in  die  Formeln 
einfuhren;  und  es  ist  nothwendig,  drei  Winkel  zu  wissen,  um  die  übrigen 
berechnen  zu  können» 

Berechnung  der  fVinkel  an  den  schiefen  Rhombenoctaedern 

der  ersten  Art. 

Man  beziehe  erst  alle  Flächen  auf  ein  grades  Rhombenoctaeder,  wie 
Weiss   es    Immer   thut;   man    kann    Im    ersten  Kapitel  sehen,    wie  man  die 


—    379     — 


Hnüyschen  Zeichen,  die  sich  auf  ein  schiefes  Prisma  mit  rhombischer  Basis 
beziehen,  in  solche  verwandeln  kann  ,  die  sich  auf  ein  grades  Prisma  mit 
rhombischer  Basis  beziehen.  Weiss  man  aber  die  Lage  aller  Flächen  in 
Bezug  auf  drei  rechtwinklichte  Axen ,  so  dienen  die  fiirs  grade  Rhomben- 
octaeder  entwickelten  Formeln,  um  alle  ihre  gegenseiten  Neigungen  zu  be- 
rechnen. Es  wäre  also  unnütz,  hier  die  Entwicklung  dieser  Formeln 
nochmals  zu  unternehmen,  und  wir  können  uns  mit  einem  Beispiel  begnü- 
gen, dass  aus  einem  sehr  reichen  Krystallsystem  genommen  ist,  nämlich 
demjenigen  des  Pyroxens. 

Die  Figuren   i45  bis  i48  stellen  die  Lage  der  wichtigsten  Flächen  des 
Pyroxens  dar. 

Die  Zeichen  der  Flächen  sind  folgende: 

nach  Haiiy;  nach  Weiss;  eigne  Bezeichnung. 

NB.     Die  Ilaüyschen    bcziehea    sich  auf  Fig*   i4y. 
.       P   -   P 


M  —  M 


zz  'h? 


o 


u 


J 


c 


—  h: 


~  ^A^ 


1) 


—  n 


zz  B 

1 

ZI  A 


\a: 

ooh  : c  1 

\a: 

b  :  OQc , 

a 

:  Ib  :  c  j 

\a 

.  Ib  :  3r 

1« 

\  ^b  \  oi 

a 

:  Ib  :  36 

n 

:  Ib  :  3. 

m 

\<^, 

:  \b :  t 

V 

:  {b  :c 

«o 


ilix 


^li 


;,S''x 


»7i*x 


55^  jr 


iSx 


iRx 
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tg- 

M                          0 

'57  -  i^S-  4- 

00   m 

•    COS.    * 

Axt 

L.  i            —  0  12494 

L.  tg.  i-^  =  0-045 1 4 

L.  COS. -^  :z:  0-80782 

) 


L.  lg.  if-  =  9*97790  v^^  =  43°  — 32'.;. 


lg-  TT,  =  3  tg.  _. 


Axt 


L.  3  n:  o  477^2 


L.  tg.   f3:  =  0.07661 


^^  ^g-  ^r  =  0.55373  —  :=  74o_23'i  COS.   —  —  9.42993. 

•«•5- 

tg.  i-  =  I— -.  *•) 

*  et, 


Axf 


L.  j        =  9'69897 
L.tg.  i5=  9-97790 

L.      ?~  zr  0.57007 

COS. 


L.  tg.  I— zr:  0.24694  1-7  ^^  60° — a8'j  sin.  i—  zi  9.93960. 

tg.  iy  =  tg.  -1^. 

L.  i  ■=.  9.69897 

L.  tg.  -ly  =  0.24694 


L.  lg.  i-^  =:  9*9459i  i—  :=  48° — ^G'^i  sin.  i—  z=  9'82076. 

*)    RMeiclinel  man  —  mit  J7,  mit  /-,  unH  ilen  halben  Neigungswinkel  der  Säulenflüchm,  auf 

V  Axt 

die   o   grade   aufgesrtit   üt,    mit  /^,    «o   hat   man   naefa    den    im  Vorhergehenden   entwickelten  F«mMln 
lg.  }^B  COS.  r  ZZ.  tg«  ^»     E»  i»*  *hcr  oflenbar,  da  o  ^  JA  »»  "»«^  ^  IZ  Ä®,  tg.  J —  ^3    '    •«•  ^- 

P        ,  M      ,  ... 

*•)  ßexeirhnet  man    — —   mit  r,  1        mit  g^  und  die  ?^eignng  aweier  OctaifderllKchen,    deren  £nd- 
'  Axt  M 

kauie  TOD  /'  gi*ade  abgestumpft  wird»    und  welche  auf  M  grade  aufgetettt  sind,    mit  B%    so  ist   tg.   \B 
—  — — -.      Da    nun    das  deichen    einer   solchen  Octa^erflache   offenbar  B  in,   das  Zeichen    von  s  aber 


cos.r  ^ 


.y/jc,  »o  ist  tg.  i—  —  ;  tg.  \B. 
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tg-  ^Tr  -  i^S-  ^T  •  •^°»-  17.    ) 
L.  %  —  o  12494 

L.  tg.  •-  =  0-045 1 4 

L.  COS. -1^  :z:  Q«8o782 

L.  tg.  i^  —  9*9779^  l^'  —  430  —  32^4 


u 


p 


lg-  JT.  =  3  ^8- 


00 

Axt* 


L.  3  n:  o  477  ^  2 

L.  tg.   ^^  —  0-07661 


'^     Axc 


L.  tg.  ^^  =  0-55373  —  —  74^  —  23^1  cos.   —  —  9*42993. 

lg.      \^    —     5-7-.     **) 

*  er. 

.-ixe 

L.  5        =  9-69897 
L.ig.  ^5=  9-9779«> 

L.      F  zr  o«57O07 

COS.— ' 

Axe 


L.  tg. }— z::  0*24694  iy  zr  60° — 28'j  sin.  iy  zr  g-gSgöo. 

tg.  i-f  =r  tg.  h~. 

L.  i  =  9*69897 

L.  tg.  iy  —  0.24694 


L.  lg.  i-^  zz  9*94591  ^-7  ^=^  48^ — ^Ö'^i  sin.   i-]-  zz  9-82076. 

*)    Rezeicliiiel  man  —  mit  J7,  • mit  r,   und  den  halben  Neigungswinkel  der  Säulenfläkchen,   auf 

o  Axe 

die    o    grade    aufgesTtit    ist,    mit  /^,    so    hat    man    naefa    den    im  Vorhergehenden    entwickelten  F«N-nieln 
lg.  ^B  COS.  r  m  lg.  ^.     Es  ist   aber  ofTenbar,  da  o  ^  JA*  *,  und  ßf  Z^  7?",   tg.  |j —  "^  %    '    *8-   ^' 

P.M. 

*•)  Bezeichnet  man    mit  r,  1        mit  ^,  und  die  Neigung  zweier  Octa<?der flächen,    deren   £nd- 

'  Axt  M 

kauie  TOD  P  grade  abgestumpft  wird^    und   welche  auf  M  grade  aufgesetzt  sind,    mit  B^    so  ist   tg.    ^B 
—  — ■'■^.       Da    nun    das  deichen    einer  'solchen  Octa<fderfla'che    offenbar  B  iu,    das  Zeichen    von  i   aUer 


cos.r  ^ 


.;;/rx,  so  ist  \%, «—  z:  J  ««•  \B. 
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Man  findet  die  Neigungen  der  Flächen  o,  u,  s,  i  etc.  gegen  /,  indem 
man  i— ,   '— ,  4—  etc.  von   180    abzieht. 

Um  die  Neigungen  derselben  Endflächen  gegen  r  zu  finden ,  berechnet 
man  die  Neigung  derselben  gegen  eine  durch  die  Axen  r,  6  gelegte  Ebene ; 
die  Complemente  dieser  Neigungen  zu  180  sind  die  gesuchten  Neigungen 
der  Endflächen  gegen  r.  Es  sey  —  iz  ß,  -)^  IZ  r,  A  =  C,  so  ist  nach 
den  Formeln  fürs  Rhombenoctaeder  sin.  ^B  cos.  r  zz  cos.  iC*,  oder  — cos.- 

r 

—  sin.  4—  •  cos.  -—-.     Und  so  bei  allen  übrisen  Endflächen. 


o     .0  00 

—  cos.  —  ZU  Sin.  5 —  •  cos.  -— . 

r  o  Jxe 


L.  sin.5— =:  9*87089 
L.  cos.-^  zz  9*80782 


Jxt 


L.  COS.—  r=  9*67871  (neg.)  -^  zz  118'*  — 3o^ 


—  COS.  —  ZU  Sin.  ,'—  •  cos.  — < 

r  u  Axe 


L.sin.i^Z=  9*9598^ 

L.COS.  ;^=    9-80782 


j4xe 


L.  COS.  ~  zz  9-70762  (neg.)     •  •  •     i25  — 5i^. 

S       .  J  SS 

—  COS.  —  zz  Sin.  l —  •  tos.  — . 
L.sin.;-=  9-93960 
L.  COS. -^zz  0-42993 

L.  cot.  —  zz  9-36953  (neg.)     •  •  •     io3'  —  32'^i» 
Man  findet  auf  dieselbe  Welse: 

—  zz  ioo' —  iT/i- 

r 

—  -zz  118  —  12 

r 

—  ZZ   12  J   —  34* 
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Um  die  Neigungen  der  Octaederfläehen  (von  det  Form  mtCx)  geg^n 
Zuachärfbngtflachen  (von  der  Form  x^  die  auf  die  vordem  Säuienkantea 
grade  aufgesetil  sind«  aber  nicht  die  Ociaederendkante  grade  abstumpfen), 
zu  finden,  verfahrt  man  wieder  eben  so,  wie  beim  graden  Rhombenoctaeden 
Will  man  z«  B«  die  Neigung  von  o  zu  P  berechnen,  so  verlängert  man  o 
über  P  hinaus,  und  legt  eine  Ebene  durch  die  Kante  oo  und  die  Axe; 
diese  Ebene  macht  offenbar  einen  rechten  Winkel  mit  P\  wir  haben  hier 

also  ein  rechtwinklichtes  sphärisches  Dreieck,  dessen  Winkel  oo^  i8o^ 

und  i— ,  und  dessen  Seiten  — , -—  und  i^  sind.     Der  Zusammen- 

o  I  o       Axt         Axt  rui 

•       '        •         .  1  •       *•'  •■ 

hang   dieser   Winkel    ist.  in    den   Formeln    fiirs    rechtwinklichte  sphärische 
Dreieck  gegeben. -  .     -  . 

—   coSti—   ZU  sin»   i—  COS.  (  :r--*' — )• 
o  '^  V  \s4xe        Axe/ 

P  oo  '         mO  ^ 

Axt        Axt   """      "^  ** 


\m  sin.  4—  ZZ  9'87o89 

L.cos.(24*' — 7,i'\)zz  g-gSgSo 


L.  COS.  —  zz  9«83o39  (neg.)  —  ~  i32^  —  35''. 


Po  o       .         /  P  oo\ 

tg.  i^^=:tg.  i-.sin.  (— -— ) 

L.  tg.  4—         ~  0-045 14 

L.5in.(24^— 2i'ä)=:  9«6i54o 


t 


Po  nn    f,  Po 


U  tg,  1^  =  9.66054  ip^  s?  ?4V.3ß^t- 

Jetzt  möge  noch  ein  Beispiel  folgen,  wie  man  di0  Neigungen  venictiie«* 
denelr  OctaZderflSchen  gegeneinander  b^recbneü  tansB«  - 

Es  seyeA  o,  s  die  Octa^derflSchen ,  deren  gegenseitige  Neigungen  •  wfv 
wissen  wollen,  so  bilden  (>,  5  uhd  eine  EbAie,  die^areh  dife  itarUen^^, '55 
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geht,  ofEenbar  eia  sphärische»  Dreieck«  dessen  Winkel  ^-^,  i-^  und  -^  und 
dessen  Sieiien  — , —  und  —  rz  -3 


o 
s 


OS'     OS 


-  sind.     Der  Zusammenhang  dieser 
Stücke  lässt  sich,  nach  den  Gaussischen  Formeln,  so  ausdrücken: 

tg.  4(Ä-^)  ='  tg.  ia  .  2;;|^ 

tg.  i(H-c)  zi  tg.  40  . 


COS. 


<»«-i(-»-K) 
,^  rz  sin.  Äö  •       '^       ' 


ia  —  77°— 49''*. 
L.  tg    ^a    =0*66584 
LaüB—C)  z::8»662oo 
I"  .irrTTSxö  =0*04969 


»in.i(Ä-|-C') 


L.  tg.i(^ — cyzzs»3'j>j53 
{(6— c)— 13^  —  25^. 
Also : 


» 

I 

L.  tg.  ia       =20«66584 
L«cos.|(J3 — 0^^9*999^^ 


•in.  4(6—«) 

L.  sin.  40      =Z9«990ii 
L.sin.i(Ä-C)i:Ä.662oo 


L. 


cos.l(Ä-|-C) 


.34458 


L.tg.  i(H-<^):=:«*'i997 
i(H^)=:85°-39'3. 


L. 


sin.  ^(6 — c) 


63445 


L.  COS.  ij4    ZZ9*  28656 
i^  =z  78°— 5o^». 


SS  O  //^  00  O/^  O  f»0/- 

-  =  99  —4  9.       ^  =  72  —  i4^?i       T  =  '^7  — 4i'4- 

Berechnung  der   fVinkel  an  den  schiefen  Rhomöenoctaedern  der 

Zf^eiten  Art. 

66.  Die  schiefen  Rhombenoctaeder  der  zweiten  Art  lassen  sich  nicht 
auf  rechtwinklichte  Dimensionen  beziehen,  und  die  Tangenten  der  Neigun- 
gen der  vordem  und  hintern  Endkante  gegen  die  Axe  haben  kein  einfaches 
Yerhältni^  .su  einander. 

Man  muss  wenigstens  drei  Winkel  wissen ,  um  die  übrigen  berechaea 
XU  können,  z.  B«  die  ^Neigung  der  vordem  i^nd  hintern  Endkante  gegen 
die  Axft  und  die  Ifeigung  der  Kanten  an. 4er  Basis. 
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£Btwtckeh  man  die  Aasdrücke  sin.  {a  «^  r)  und  sin.  (a  4*  O*  ^^^^* 
dirt  durch  cos.  a  und  eliminirt  ig;  a»  so  findet  ban ; 

2<in.rsin.i« 

tg.  a  ZT     j   ,       /> 
Man  kann  auf  eben  dieselbe  Weise  r^  in  r  «nd  1»  ausgedruckt  finden. 
Man  bekommt 

cot.  r^  nc  cot.  r  —  2  cot.  o. 
Man  kanp  diese  Formel   dtirch  Einführung  eines  Hnlfswinkeb    beque- 
mer  Brachen.    Es  .sey  2  cot.  a  ^zz  cot.  9,  so  ist  ' 

cot.  fy  zr  .  ^  .  \     ■ 

^  sin.  9  sin.  r 

Man.  kann  auch  den  Wertb  von  a  finden ,  wenn  bloss  die  Neigungen 
zweier  vorderer  Endkantea'  gegen  die  Am  gegeben  sind.  Man  beieiehae^ 
Fig.  i5i»  die  l^digaiag  der  vordem  Endkonte  ^^  gegen  die  Axe  6g  wieder 
mit  r,  die  Neigung  der  andern  Endkante  yi  JK^S^Q  dieselbe  Aie  mit  ^  die 
Neigung  der  Axe  /i  uftd  ig  aber  wieder  mit  « ;  die  Endkanie  6J  schneide 
die  Axe  fb  so«,  dass  cfzszncd^  wo  n  eine  ein&che  Zahl  ist,  so  igt  t&m- 
bar  wieder 

I  •siji.(/r— r)  rtsin.^a— (>) 

.'■i    :>.■  «  .     CS     ■«  *  f   Uli.      ■       .     y     ■ 
sin.r  sin.  () 

»    Entnriekelt  faian  die  Ausdrücke  sin«  (a  *-^-  r);»  sim  (a  *t—  9),   und  divi- 
dirt  auf  beiden  Seiten  mit  sin.  a,  so  findet  man 

cot#  r  i*Ni.  cot.  a  zz  «(öot.  9^^  —  cot.  a) 
oder 

/icot.p— cot.r 

cot.  a  ~ 

/i — 1 

oder  aucb-  cot.  a  si'v  '^l'  .      -'    >  worin  cot.  cp  z:  »  cot.  p. 

(n— l)sin.rsin.9>  '^  ^ 

Befindet  sich  endlich  die  eine  Endkante  hinten^  die  andere  vorn, 
so  ist 
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Vorderes  Dreieck, 
lg.  a  COS.  C  zz:  tg.  / 
tg.  a  COS.  rjß  ZZ  tg.  r 
tg.  C  sin.  /  rz  lg«  r 
tg.  iß  sin.  r  zz  tg.  / 
sin.  C  COS.  /  zz  COS.  iß 
sin.  iß  COS.  r  zi  cos.  C 


Hinteres  Dreieck, 
tg.  a^  cos.  C^  rz  lg.  /. 
lg.  ö,  cos.  iß^  zz  Ig.  r^ 
lg.  C^  sin.  /  zz  tg.  r^ 
tg.  iß/  sin.  r^  ZI  tg.  /^. 
sin.  C^  COS.  f^  ZI  COS.  iß^ 
sin.  iß^  COS.  r^  zz  cos.  C^. 


Da  eine  durch  die  vordem  und  hintern  Endkanten  gehende  Ebene  mit 
der  Basis  des  Octaeders  einen  rechten  Winkel  macht,  so  iheilen  diese  bei- 


den Ebenen  die  vordere  Ecke  an  der  Basis,  wieder  in  vier  rechtwinklichle 
sphärische  Dreiecke,  gebildet  von  den  Neigungen  der  Octaederflächen  gegen 
die  Basis  und  gegen  die  Ebene,  die  durch  die  Endkanten  gehl,  von  den 
Winkeln  der  Basiskanten  mit  den  Endkanten  und  mit  der  vordem  Aze, 
die  aus  der  Ecke  nach  dem  Mittelpunct  geht,  und  von  den  Neigungen  der 
Endkanten  gegen  die  Basis«  Es  giebl  zwei  verschiedene  Arten  dieser  Drei- 
ecke; die  der  erstem  Art  liegen  oberhalb  der  Basis,  die  der  sweilen  unr 
lerhalb  derselben;  die  beiden  obern  Dreiecke  haben  90^  D  und  iß  sa 
Winkeln,  und  (a  — -  r),  /  und  b  zu  Seiten ;  die  untern  90"«  D  und  iß 
zu  Winkeln,  und  b^  y,  und  iSo*" — («  +  0  »a  Seiten.  Siehe  Fig-  i54 
und    i55. 

Den   Zusammenhang  dieser  Stücke    findet   man    wieder  aus   den  allge- 
meinen Formeln  (ur  das  rechtwinklichle  sphärische  Dreieck. 

Oberes  Dreieck  Fig.  i54*  Unteres  Dreiyk  Fig.  i55. 

cos.  b  ZI  COS.  (a  —  r)  cos.  y  cos.  ^^  ZZ  —  cos.  (a  -f-  r  )  cos.  v. 

cos.  b  zz  cot.  D  cot.  \B  COS.  b^  zz  cot.  D^  coL  iß^ 


—      Sgl 


Oberes  Dreieck  Fig.   i54* 
sin.  b  sin.  D  ZU  sin.  (a  —  r) 


sin.  b  sin.  \B  zz  sin.  y 
tg.  b  COS.  Z>  ZI  tg.  y 
tg.  ^  COS.  \ß  ZZ 

tg.  Z>  sin.  7  zu 


tg.  (a  — r) 
tg.  {a-^r) 


tg.  413  sin.  {a  —  T)  z=  lg.  y 

sin.  Z)  COS.  y  zz  cos.  \B 

sin.  4^  COS.  (a  —  r)  rz  cos.  Z) 


Unteres  Dreieck  Fig.    i55. 
sin.  b^  sin.  D^  ZZ:  sin.  (a  -f-  r^). 
sin.  ^^  sin.  \B^  :=z  sin.  /• 
tg.  b^  COS.  Z)^  ZZ  tg.  y. 
tg.  3^  COS.  \B^  =  —  tg.  (a  +  r^). 
tg.  Z)^  sin.  y  ZZ  —  tg.  (a  +  r,). 
tg.  |ß^  sin.  {a^-r)  zz  tg.  y. 
sin.  D^  COS.  y  zz  cos.  \R^ 
—  sin.  \B^  COS.  (a-|-r,)  z=  cos.  Z)^. 


Obgleich  diese  Formeln  alle  Stacke  des  schiefen  Rhombenoctaeders,  in 
allen  ihren  möglichen  Combinationen,  enthalten^  so  wii*d  es  doch  gut  seyn, 
noch  das  sphärische  Dreieck  zu  betrachten,  welches  gebildet  wird  vom 
Dui-cbschnitt  einer  Octaifderfläche  mit  der  Basis  und  mit  einer  Ebene,  die 
man  sich  durch  die  Seitenendkanten  gelegt  denken  kann.  Es  giebt  eben- 
falls zwei  Arten  solcher  Dreiecke,  je  nachdem  es  die  vordere  oder  hintere 
Octaederfläcbe  ist,  die  es  bilden  hilft.  Beide  sind  Fig.  i56  und  167  ab- 
gebildet; ihre  Winkel  sind  Z)»  C,  180''  —  a  und  D^  C^  und  o;  ihre  Sei- 
ten c;,  90  —  y  und  90  — /  und  c^y  90  —  y  und  90  — /. 

Diese  sphärischen  Dreiecke  kann  man  auf  die  gewöhnliche  Art  auflösen ; 
es  wäre  unnütK  sich  noch  länger  dabei  aufzuhalten;  diese  Rechnung  kann 
insbesondere  dazu  dienen,  die  Richtigkeit  der  mit  den  vorhergehenden  For- 
meln enthaltenen  Resultate  zu  prüfen* 

Was  nun  die  secundären  Flachen  betrifft,  die  am  schiefen  Rhomben- 
cictaeder  vorkommen  können,   so  hängen  die  Neigungen   einiger  von    ihnen 
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eb:^n  so  einfach  untereinander  zusammen,  wie  beim  graden  Rhombenoctaedert 
andere  auf  eine  verwickeitere  Weise. 

Grade  Abstumpfungsflächen  der  vordem  und  hintern  Endkanten  sind 
olTenbar  unter  demselben  Winkel  gegen  die  Axe  geneigt,  als  die  Endkanten 
selbst ;  die  Neigung  einer  vordem  Abstumpfungsfläche  gegen  eine  hintere 
ist  also  gleich  r -|- r^ ;  ihre  Neigungen  gegen  die  anliegenden  Octaederflachen 
sind  ijB  +  90*\     ^ß^-f-gö* 

Die  graden  Abstumpfungsflächeu  der  Kanten  an  der  Basis,  oder  die 
Säulenflächen  (ich  nenne  grade  Abstumpfungsftäche  eine  solche,  die  mit 
einer  von  den  Axen  parallel  geht),  sind  offenbar  unter  einem  Winkel  gegen 
einander  geneigt,  der  etwas  grosser  ist,  als  die  Neigung  der  Basisktnten 
gegen  einander«  Um  den  Säulenwinkel  zu  berechnen,  bilde  man  ein  spha* 
risches  rechtwinklichtes  Dreieck  aus  dem  Durchschnitt  der  Sänienflacbc, 
der  Basis  und  einer  Ebene,  die  durch  die  vordere  Säulenkante  und  durch 
die  Axe  geht.  Dieses  sphärische  Dreieck  ist  Fig.  1 58  , abgebildet ;  die  Nei« 
gung  der  6asis  gegen  die  Säulenfläche  ist  mit  jP,  die  halbe  Neigung  der 
Säulenflächen  gegeneinander  mit  g  und  der  ebene  Winkel  zwischen  der 
vordem  Säulenkante  und  der  Durchschnittslinie  der  Basis  und  der  Säulen- 
fläche  mit  h  bezeichnet  worden«  Es  aey  uns  y  (die  halbe  Neigung  der  Ba- 
siskanten des  Octaeders)  und  a  (die  Neigung  der  Basis  gegen  die  Axe)  ge- 
geben, HO  ist  offenbar 

.         ^.> 

^     ^  un.a 

cos«  A  nj  — ^HXM«  7  cos*  a* 


i 
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Kommen  mehrere  Säulenflächen  vor,  so  stehen  die  Tangenten  Ihi-er 
halben  Neigungswinkel  (an  derselben  Kante)  in  einem  einfachen  Verhält- 
niss,  wie  beim  graden  Rhombenoctaeder ;  denn  die  Basis  des  von  den  Säu- 
lenflächen gebildeten  Prisma  bleibt  immer  rhombisch,  sie  mag  einen  schie- 
fen oder  rechten  Winkel  mit  der  Axe  derselben  machen,  und  ihre  Diago- 
nalen  sind  rechtwinklicht. 

Die  Neigung  der  graden  Abstumpfangsflächen  der  Seitenendkanten  ver- 
hält sich  £ur  Neigung  der  Seitenendkanten  selbst  eben  sot  wie  die  Neigung 
der  Säulenflächen  zur  Neigung  der  Kanten  an  der  Basis,  d«  h«  die  Neigung 
der  Abstumpfungsflächen  der  Seitenendkanten  ist  kleiner,  als  die  Neigung 
der  Endkanten  gegen  einander  oder  2/.  Man  kann  sie  auch  eben  so 
berechnen. 

Es  sey  H  die  Neigung  der  graden  Abstumpfuugsflächen  der  Seitenend- 
kanten, G  die  Neigung  dieser  Flächen  gegen  eine  Ebene,  die  durch  die  Sei- 
tenendkanten geht,  k  der  ebene  Winkel,  der  zwischen    der  (obern)  Durch- 

1 

schnittslinie  der  beiden  Abstumpfungsflächen  und  der  Seitenendkante  ent- 
halten ist,  so  bilden  diese  Neigungen  mit  den  Winkeln  a  und  /  ein 
rechtwinklichtes  sphärisches  Dreieck,  das  Fig.  rSg  abgebildet  ist.  liier 
ist  wieder: 

FT  *«    '■' 

tg.  hH  zz  ~- 

^  sin.  a 

1 

tg.   Cr   .««   T— ^ 

COS.  i  ~-  COS«  r"^  cüs.  a. 

Combinirt    man     diese   Formeln    mit    den    vorhergehenden,    so    findet 

man : 

5o 
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H  J// . 

-   Hr' 

Hff    - 

H'  7 

t%.G  

fin./ 

t%.F  — 

•in.  / 

C06.A               • 

cot.r' 
coft.7 

Die  Winkel«    welche   die    beiden   rechtwinklichten  Dreiecke,  Fig«  i58 
und  159,    zusammensetzen,    hängen   noch    durch  viele  andere  Formeln  zu* 
sammen,   welche  sich   aus   den   allgemeinen  Formeln    (nrs   rechtwinklicbte 
^Dreieck  ableiten  lassen ;  ich  halte  es  aber  für  überflüssig,  sie  hier  alle  ein- 
zeln aufzuführen. 

Um  die  Neigung  der  graden  Abstumpfungsfläche  der  vordem  oder 
hintern  Endkante  gegen  eine  Säulenfläche  zu  finden,  verfährt  man  eben 
so,  wie  beim  graden  Rhombenoctacder,  d.  h.  man  legt  eine  Ebene  durch 
die  vordere  oder  hintere  Kante  der  Säule  und  die  Axe;  diese  Ebene  bildet 
mit  der  Säulenfläche  und  der  graden  Abstumpfungsfläche  der  vordem  oder 
hintern  Endkante  des  Octaeders  ein  rechtwinklichtes  sphärisches  Dreieck, 
das  Fig.  160  abgebildet  ist.  Dieses  Dreieck  hat  90^,  die  Neigung  M  der 
Abstumpfungsfläche  zur  Säulenfläche,  und  die  halbe  Neigung  g  der  Säulen* 
flächen  an  der  vordem  oder  hintern  Kante  zu  Winkeln,  und  den  ebenen 
Winkel  /  zwischen  der  (vordem  oder  hintern)  Säulenkante  und  der  Dnrch- 
schnittslinie  der  Abstumpfungs  -  und  Säulenfläche,  die  Neigung  180^  —  / 
der  Säulenkante  gegen  die  Abstumpfungsfläche,  und  den  halben  ebenen 
Winkel  m  zwischen  den  Durchschnittslinien  der  Abstumpfungsfläche  und 
der  beiden  anliegenden  Säulenflächen,  zu  Seiten.  Man  findet  so  leicht 
folgende  Formeln : 


—      SgS      — 

COS.  M  zu  —  sin.  g  COS.  r 
tg.  m  -zz  \%*  g  sin«  r 

tg.  /  =:  —  -=-. 

Was  die  Neigung  der  graden  (mit  der  Axe  a  parallel  laufenden)  Ab- 
slumpfungsfläche  der  Seitenendkante  des  Octaeders  gegen  die  anliegenden 
Säulenflächen  betrifft,  so  kann  man  auch  hier  eine  Ebene  durch  die  Sei- 
lenkante der  Säule  und  die  Axe  legen,  welche  mit  den  Säulenflächen  und 
der  ebengenannten  Abstumpfungsfläche  zwei  einander  unähnliche  sphärische 
Dceiecke  bildet,  in  welchen  die  Neigung  der  Abstumpfungsfläche  gegen  die 
Sänlenfläche  mit  vorkommt;  diese  beiden  Dreiecke  sind  Fig.  i6i  und  162 
abgebildet;  die  Neigung  der  Abstnmpfungsfläche  der  Seitenendkante  gegen 
die  vordere  Säulenfläche  ist  mit  N^  die  Neigung  derselben  Fläche  gegen  die 
hintere  Säulenfläche  mit  0  bezeichnet;  der  Winkel  g  ist  uns  schon  aus 
dem  Vorhergehenden  bekannt;  es  ist  die  Neigung  der  Abstumpfungsfläche 
gegen  die  Ebene,  die  durch  die  Seitenkante  der  Säule  und  die  Axe  geht; 
p  ist  der  ebene  Winkel  zwischen  der  Seitenendkante  des  Octaeders  und 
der  Durchschnittslinie  der  Abstumpfungsfläche  und  der  vordem  Säulen- 
fläche; g  der  ebene  Winkel  zwischen  der  eben  genannten  Durchschnitts- 
linie und  der  Seitenkante  der  Säule;  r  der  ebene  Winkel  zwischen  der 
Seitenendkante  des  Octaeders  und  der  Durchschnittslinie  der  Abstumpfungs- 

m 

fläche  und  der  hintern  Säulenfläche;  /  endlich  der  ebene  Winkel  zwischen 
derselben  Durchschnittslinie  und  der  Seitenkante  der  Säule. 

Der  Zusammenhang  dieser  Winkel  ist  in  den  allgemeinen  Formeln  für 
die  sphärischen  Dreiecke  gegeben.  Da  uns  g^  /  und  G  aus  dem  Vorher- 
gehenden bekannt  sind,  so  lassen  sich  aus  ihren  Werthen  leicht  die  ubri- 


gen    Winkel    berechnen,    am    besten    vermöge    der    Gaussischen    Formeln. 

Wir  haben 

tg.  i(v-p)  =  cot.  i/  .  ;j4^^ 
tg.   xf^-J-i?)  ^z  cot.   */^  •  — -li-Hi — 1 — f 


cos 


.  lO  =  COS.  /  .  !!2i«£±£=:|21) 


und 


tg.  i(/-i)  _  cot.  ir-      -j_^_._--_ 

tg.  i(/+r)  =  cot.  i/ . ""':!'!:"?:! 

COS.  */V     m    COS.  Ir     •     :— 77 r . 

In  diesen  Formeln  i^t,  nach  dem  Vorbeigehenden, 

ig«   tr   —   -r^. 

Will  man  bloss  die  Winkel  O  und  iV  wissen,  so  bedient  man  sich 
der  gewöhnlichen  Formel,  welche  dazu  dient,  aus  zwei  Winkeln  und  der 
eingeschlossenen  Seite  eines  sphärischen  Dreiecks  den  dritten  Winkel  zu 
berechnen,  nämlich: 


cos.  O  -  :2!£l^(i±ll 

aiii.97 

worin  cot.  9  ~  tg.  G  cos.  / 

ZZ  —  tg.  a  cot.  / 


cos'.  N 


^___    —  COS.  ff  •  c<i$.  (^-fn^  ) 


»ID.  //) 

worin  cot.  9  ZI  tg.  G  cos.  /^ 

zu  tg.  a  cot.  r^» 


Ausser  den  Flächen  des  Grundoctaeders  und  den  Abstumpfungsflächen 
seiner  End  -  oder  Basiskanten ,  können  noch  andere  Octaederfläcben  vor- 
kommen, Toii  der  Form  mR  x  oder  — A  r«  Diese  Octacder  sind  eben* 
falls  lauter  schiefe  Rhombenoctaeder ,  und  nur  in  ihren  Winkeln  vom 
Grundoctaeder  verschieden,  sie  erfordern  also  dieselbe  Behandlung. 


j 
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Man   sucht    nämlich    erst   die    Neigung   der   vordem    und   der    Seiten- 

Endkante  des  neuen  Octacders  gegen   die  Axe;    diese    beiden  Winkel    und 

das  bekannte  a  sind  alles  was  man  braucht,    um   die   librigen  Winkel    zu 

finden.     Es  sey  (>  die  Neigung  der  vordem  Endkante,    {^^  die  Neigung  der 

hintern  Endkante  und  q  die  Neigung  der  Seitenendkante   des  neuen  Ocla- 

eders  gegen  die  Axe,    so  fliesst  unmittelbar  aus  den  auf  die  Kante  y  bczo* 

« 
genen  Zeichen  der  Fläche 

tg.  {/  zz  mn  tg.  /. 

Wir  haben  ferner  nach  dem   Vorhergehenden 


(n — 1)  cot.A  -4-  cül.r 

cot.    p    ZU • 

oder,  in  einer  für  die  loga^ithmische  Rechnung  bequemeren  Form  : 

'    .  sin.  (r 4-0 

cot.  p  ZZ  —. — ^-^ 

^  risin.^/  •  5111.  r 

worin  cot.  y  m  {n —  i)  cot.  « 

,  sin.  (ff  —  r  ) 

und  cot.  p    ZZ       .  ^       ~ 
worin  ebenfalls  cot.  fp  ZZ  {n — i)  cot.  a. 
Wenn  /z  zz:  2,  so  bekommen  diese  Formeln  folgende  einfachere  Gestalt : 

cot.  Q  ZU  ^ .      .— ;     cot  (>,  z=  ^ .      \'\ 

^  2sin. asm.r  ^'  2sin./(  sin./- 

*fyj.  Wer  die  vorhergehenden  Paragraphen  mit  Aufmerksamkeit  gelesen 
hat,  dem  wird  es  leicht  seyn ,  die  Neigungen  vpn  Flächen ,  von  welcher 
Ordnung  sie  immer  seyn  mögen,  zu  finden ;  und  ohne  weiter  in  diese  Ein- 
zelnheiten einzugehen,  wende  ich  mich  gleich  zu  einem  Beispiel. 

Genaue   Messungen    haben    mich    überzeugt,    dass    die    Grundform   des 
Adulars  oder  Orthoklases  *)    ein  schiefes  Rhombenoctaeder    ist.      Ich    fand 


*)  Ich  vermeide  den  Namen  Fcldxpath,  weil  er,  nach  der  Zerspaltung  dieses  Geschirchi»  in  mehrere 
Arten,  sweideutig  gevrorden  ist,  jedem  man  ihn  bald  auf  die  erste  Uosc'sche  Gattung,  bald  aui  das  gaiue 
OeKhlccht  anwendet. 
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durcfagehends  die  Neigung  von  x  gegen  die  Axe  grosser,  als  die  Neigung 
von  P  gegen  die  Axe  (s.  die  Fig.  i63  bis  173).     An  den  Krystallen,   die 

ich  der  Messung  unterwarf,  und  die  aus  Tyrol  kamen,  vraren  die  Flächen 

« 

P  und^f  sehr  glänzend,  und  ihre  Neigungen  Hessen  sich  bequem  mit  dem 
Reflexionsgoniometer  messen;  selten  zeigten  sich  Doppelbilder  (welches  zu- 
weilen geschieht,  wenn  die  Flächen  ein  wenig  gestreift  sind),  und  dann 
wurden  die  Messungen  verworfen*  Die  Flächen  x  gaben  im  Allgemeinen 
ein  deutliches,  wenn  auch  schwaches  Bild,  sehr  oft  aber  Doppelbilder,  die 
jedoch  nie  um  mehr  als  10^  von  einander  entfernt  waren,  so  dass  der 
grösste  aus  diesem  Umstände  entspringende  Fehler  auch  nicht  grösser  als 
iQl^  ausfallen  konnte. 

Hier  sind  die  Resultate  meiner  Messungen: 
Neigung  von  T  zu  7*,  Mittel  aus  drei  Messungen  ^),  deren 

grösste  Differenz  i^S  betrug 118° — 48^6 

Neigung  von  T  zu  P,  Mittel    aus   fünf  Messungen ,   deren 

grösste  Differenz  3^,8  betrug iia  —  16,0 

Neigung  von  x  zu  T,  Mittel  aus  zwei  Messungen  .  •  iio  —  4^,3 
Neigung  von  P  zu  x,  Mittel  aus  zwei  Messungen       .        .        129  —  40,8 

Diese  Messungen  sind  zwar  als  diejenigen ,  die  am  besten  unter  einan- 
der stimmen,  aus  mehreren  ausgesucht,  von  denen  einige  um  10^  vonein- 
der  abwichen;  aber  der  Unterschied  der  Neigungen  von  x  zu  ^f  und  von 
P  zu  M  ist  zu  gross,  als  dass  ein  Beobachtungsfehler  an  demselben  Schuld 
seyn  könnte. 


*)   Ich   nenne  hi LT   cinieW  Mcuung  dac   Endresultat   fon    lo  bis    t%   Repetilionen. 
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In  dem  rechtwinklichlen  sphärischen  Dreieck,  welches  von  den  Flächen 
T^  P  und  einer  durch  die  vordere  Säulenkante  MM  und  die  Axe  c  ge- 
henden Ebene  gebildet  wird,  ist  offenbar 

wenn  man  die  Neigung  von  T  zu  P  mit  G,  die  halbe  Neigung  von  T  zu 
T  mit  Fi  und  die  Neigung  von  P  gegen  die  Axe  mit  g  bezeichnet.  Man 
findet  so  diese  letztere  Neigung  gleich 

630  _  53^0. 

Eben  so  findet  man  die  Neigung  von  z  gegen  die  Axe  gleich 

650  _  47^3. 

Die  Summe  dieser  beiden  Winkel  weicht  nur  um  eine  halbe  Minute 
von  der  beobachteten  Neigung  von  P  zu  z  ab. 

Ich  habe  mich  durch  mehrere  Messungen  überzeugt,  dass  die  Fläche  P 
auf  die  vordere  Sänlenkante  grade  aufgesetzt  ist,  d.  h.  dass  P  gegen  das 
rechtsliegende  T  eben  so  geneigt  ist,  wie  gegen  das  linksliegende* 

Die  vorzüglichsten  Formen  des  Orthoklases  sind  in  den  Figuren  i63 
^is  173  dargestellt;  die  an  ihnen  vorkommenden  Flächen  sind  nach  Weiss 
(siehe  dessen  Abhandlung  über  die  Krystallisation  des  Feldspathes  in  den 
Schriften  der  Berliner  Akademie  von   18 16  und  1820)  folgende  : 


T 

M 

z 

k 


=:  \a\  b  \  006  I 
I^  I  00a  :  b :  006  I 
IZ:     3ö:3:ocv: 
ZZ  \a\oob'*ooc 


P  — 


J 
9 


a  :  00b  :  c  j 

d  :  00^  :  c\ 

^af :  00b  :  c 
3/?' :  00h  :  c 


j 


—   4^0    — 


r  n: 

/  zz 

S  — 


n 


id  :  oo3  :  c  j 

c 

1  la  :  oob :  < 

cxDrt  :  Ä  :  c 

ö' :  ^b  :  6 

fl':i*:^| 

a\\b\c 

h  — 


\a\iT^b\c\ 
\a\\b\c 


m 


u 


la  : ib  :  c 


W'  lb:c\ 


V  =  I  id\  Ib :  c 


¥' 


^  —  I  jg  :  y^  :  g  I 


Weiss  hat  diesen  Zeichen  rechiwinklichte  Axen  zum  Grunde  gelegt; 
Wir  haben  aber  oben  gesehen,  dass  die  Halbaien  a  und  c  einen  schiefen 
Winkel  machen,  denn  sonst  waren  die  Neigungen  von  P  und  x  gegen  die 
Axe  einander  gleich:  man  muss  also  eigentlich  in  diesen  Zeichen  a  iür 
a  setzen. 

Wir  wenden  uns  nun  an  die  Berechnung  der  Winkel,  ausgebend  von 
den  Neigungen  von  P  und  j?  gegen  die  Axe,  und  von  T  zu  T. 


Aus  diesen  drei  Winkeki 


r—  63^—  53^0 


r^  —  65    - 

8  —  ^  — 
lassen    sich    in    der    That   alle    übrigen 

sehen   werden. 


47.3 

2^,3 

berechnen  , 


wie  wir  im  Folgenden 


—    4^1    •-- 

A.   Berechnung  der  Winkel   an  der  Grandform,    d«  h.   an   dem   schiefen 

Rhombenoctaeden  dessen  vordere  und  hintere  Endkante  von  den  Flächen  P 

und  Xy  dessen  Basiskanten  von  den  Flächen  T  abgestumpft  werden« 

Vorbereitung* 

L«  sin*  T  :=  9*95323  L«  cos«  r  zz  9*64365  L.  tg.  r  ::^  o^SogSS 

L.  sin.r^  ZI  9*96002  L,  costr^  zi  9*61290  L.  tg.  r^  n:  o»347ii 

!•  sin«  g  —  9^93489         L#  cos.  g  zz  9*70669         L«  tg.  ^  —  0*22821. 

)2nii.r.  nii.r 
Ig«  a  IZ    .  /      \^ 

L.  2         n  o*3oio3  r^  =  65^—47^3 

L«  sin«  r  zz  9*95323  r  i^  63  -»^  53,0 

L.  sin.  r^  =  9.96002  r^— r  zi     i  —  54,3 

L.-r-7 rZI   1*4783 1 

L.  tg.  a  rz  1-69259  a  =  88^  —  5o',2. 


2)    tg.  y  iz  sin.  a  tg«  g0 


L.sin.  a:z:  9*99991 
L«  tg»  ^  :::;  0*22821 


L.  tg.  y  zz  0*22812  y  =:  59^  —  24^0. 


3)    tg.  jß 


t«.7 


■"   iin.  (a—r) 

L.  tg.  y     zz  0*22812  a—r  ZZ  24^—57^,2. 

L.  sin.  (a—r)  zz  9*62519 

L.  tg.  iB      zz  0-60293      iB  zz  750  —  59^4. 

5i 


402 

^'7 


4)  tg.  ,B,  =  ,-5^;^. 
L.  tg.  y    =  0«228f2       a-\-r  zz   i54o_3/,5. 
L.sin.(a+r,)~  9*6320o 


L.  tg.  iB^    =  0-59612       iB^  =  750-46^7. 


5)  tg.  D  = 


tg.  («—'■) 


sin.  y 


L.  tg.(a — r)zi  9»66775 
L.  sin.  y   :=  9-93487 


L.  tg.  D     =  9.73288      Z>  — :  28"  — 23^8. 

6)  tg.  z),  =  -  ^5i;^±:^>. 

L.tg.(«-f r,)  =  9»6j6o6 
L.  sin.  y   =:.  9-93487 

> 

L.  tg.  Z>^  =  9.74119      ^/  =  28o_5i^4. 

7)  COS.  C  m  sin.  iß  COS.  r. 
L.sin.iß—  9-98688 
L.  COS.  r  zu  9*64365 

L.  cos.C=  9-63o53      C  =  640  —  43^0. 

8)  cos«  Cy  zz  sin.  ^B^  cos.  r^ 
L.sin.^jB^z::  9-98648 
L.  cos.  r^  ZZ   9-61290 


L.  cos.C^zz  9*59g38      C^  zu  66^ — 34^5. 

q)  sin.  /  zu  ^. 

^^  tg.6 

L.  tg.  r  zz  b»  30958 
L.  tg.  C  zz  0-32574 


L. sin./  zz  9*98384  /^  ZZ  74^ — 28^0        und  so  fort. 


—     4o3     — 

/?•    Berechnung  der  Neigungen  der  abgeleiteten  Flächen. 
Am  leichtesten  sind  die  Neigungen  derjenigen    abgeleiteten  Flachen    zu 
finden,  welche  durch  die  £nd  -    oder  Säulenkanten    der  Grundform    gehen, 
und  mit  diesen  wollen  wir  auch  anfangen. 

i)  tg.  4-^  ZI  i  tg.  g,  woraus 
Neigung  von  z  zu  z      ^ 58^  —  49^4 

2)  tg.  h^  =  i  tg.  iB^ ,  woraus 

Neigung  von  o  zu  o 126  —  i4f4 

3)  tg.  i-7  =  i  tg.  iB^,  woraus 

Neigung  von  5  zu  5 66  —  89,6 

4)  tg.  1-^  =  J  tg.  ifi,  woraus 

Neigung  von  n  zu  n         •        .        •        .        .        •        .        .  go  —     6,9 

5)    ^g'  ^T  — -  "  ^S-  i-ß«  woraus 

Neigung  von  2  zu    / 36  —  56,4 

6)  tg.  i—  —  ;   tg.  iß,  woraus 
Neigung  von  h  z\x  h        .        •        .        .        •        .        .        .        i43  —  12,0 
Gehen  die  Flächen  dnrch  abgeleitete  Endkanten,  so  muss  man  erst  die 
Neigung  dieser  gegen  die  Axe  berechnen,  vermöge  der  Formeln 

cot.  p  Z=  -^^-±1 

^  /»Sin.  90  Sin. r 

-  sin.  ((p—r  ) 

cot.  p    IZ       .   ^     .--^  , 
^  '  n  5in.  (p  sin.  r^ 

woria  cot.  tp  zz,  {n —  i)  cot.  a.  Hier  ist  q  die  Neigung  einer  vordem 
abgeleiteten  Endkante  gegen  die  Axe,  q^  die  einer  hintern ;  n  ist  der  Coef- 
ficient  von  a  im  Weissischen  Zeichen  der  graden  Abstumpfungsfläche  der 
abgeleiteten  Endkante,  den  Coefficienten  von  c  der  Einheit  gleich  gesetzt* 
Also : 


b 


\ 


• 


1 


-    4o4    - 


7)   cot.  -r-  =^  — : — ^^^-^ — ^f  wonn  cot.  cp  ZI  —  *  cot.  a. 

'^  ^ar«  sin.  9)  •m.r^  '  "^ 


L.  cot.  a 
L    ^ 


8*3o74i 
9*82391 


L. cot.9  iz:  8»i3i32  (neg.) 
9  —  900— 46%5 
r  =  65  —  47,3 


L.  3  n:  o»477i^ 

L.sin.(9 — r^)=i  9«62573 
L.  --—         rz  o»o3998 


L. 


»1/1.  r^ 
1 

sin.^ 


zz  o*oooo4 


9— r^  =  24  —  59,2 


L.  cot.  ~     zz  0»  14287 

£  =  350-44'.5. 


8)    cot«  --j-  zz  i  •   .      .  '  \  worin  cot.  w  iz  2  cot« 


^xe  *        tm.97fiii.r^ 


a% 


L.  2 


o*3oio3 


L.cot.  0^=:  8*3o74i 

L.  cot.9  iz  8  »60844 

r  870^4(/,5 
z  65  —  47.3 


L.  4  zz  9*52288 

L.8in.(5)— r/)zz  9*57144 


9 


L. 
L. 


1 
iin.r. 


o*ooo36 
0*03998 


L.  cot.  -7- 

Axt 


9 


21 


53,2 


AKt 


9*  13466 
zz  820—  i4^i 


9) 


cot.  -7-  zz  I    .       .  '^ ;  worin  cot.  g>  IZ  —  ?  cot.  a. 


L.  1       ZZ  9»6o2o6 
L.COL  a  zz  8*3o74i 

L.cot.9  :=  7*90947  (ncg.) 
9  ZI  90O— 2/,9 


9. 


65  —  47,3 
24  —  4o»6 


L.  5 



o«23i85 

L.sin.(9 — j 

^;= 

;  9«62o65 

L.  / 

— 

;  O'ooooi 

L.  * 

^ 

0*03998 

^  <^°*-  ^« 

— 

:  9*88249 

r 

:  52^  —  3ö^. 

—     4o5     — 

lo)    Auf  ähnliche  Weise  findet  man : 

Neigung  von  /  gegen  die  Axe         • 22^-^  52^^,5 

Neigung  der  Kante  mm  gegen  die  Axe  «        •       •       •       34  —  57,7« 

Jetzt  ist  es  leicht,  die  Neigungen  von  Flächen  zu  finden,  die  durch 
diese  verschiedenen  Endkanten  gehen  und  zugleich  durch  Seitenendkanten 
des  Grundoctaeders«  Die  Tangenten  der  Hälfte  dieser  Neigungen  mit  dem 
Coefficienten  von  b  in  den  Weissischen  Zeichen  multiplicirt  (nachdem  man 
vorher  den  Coefficienten  von  c  der  Einheit  gleich  gemacht  hat),  giebt  die 
Tangenten  der  halben  Neigungen  der  abgeleiteten  Flächen.  Man  bekommt 
so  folgende  Formeln: 


II)  tg.  4-  =  4  .  -^ 


m  mm 

sin. 

jixe 


L.4             = 

9*69897 

I^  tg.  '^       = 

;  o*556o3 

un34»— 57',7  ■" 

:  o»24i82 

0*49682 

4=-  rz  72°~  ig 

12)  tg. 

4"  =k    **"'. 

fin. 

Axt 

I4,  \     •=,  9*39794 

L.  tg./'  nr  o»556o3 
=:  0*23349 


L.  tg.  5 v=  0. 1 8746  4-^  =  560  _  59^,9. 


4oß     — 


i3)     Auf  ähnliche  Weise  findet  man 

halbe  Neigung  von  v  z\x  v 87^  —  35\5 

halbe  Neigung  von  d  zu  d 49  —     9t7« 

Um  nun  die  Neigungen  der  Endflächen  P,  J^,  /»  /  gegen  die  Säulen- 
flächen T  und  z  zu  berechnen,  bedient  man  sich  des  rechtwinklichten 
sphärischen  Dreiecks,  welches  von  der  Endfläche,  von  der  Säulenfläche  und 
einer  durch  die  Säulenkante  TT  und  die  Axe  c  gelegten  Ebene  gebildet 
Mrird.     In  demselben  ist,  nach  den  Formeln  der  Einleitung, 

COS.  G  zz:  sin.  Z'  cos«  g 
tg.  /  =  tg.  Z'  sin.  g 

^  COS./' 

worin  G  die  Neigung  der  Endfläche  gegen  die  Säulenfläche,  F  die  halbe 
Neigung  der  Säulenflächen,  g  das  Complement  der  Neigung  der  Endfläche 
gegen  die  Axe  zu  180^,  /  den  halben  ebenen  Winkel  zwischen  den  Durch- 
schnittslinien der  Endfläche  mit  den  beiden  Säulenflächea «  und  h  den 
ebenen  Winkel  zwischen  der  Säulenkante  und  der  Durchschnittslinie  der 
Endfläche    mit   der   Säuleuflache    bedeutet.      Man    findet    vermittelst   dieser 


Formeln 


i4)  für  die  Flächen  T  und  P: 

F  zz  59"  —  24^3;       g  zr  116"  —  7^o. 


L.sin.Fzi:  9»93489 

L.  cos.  g  rz:  9«64365  (neg.) 


L.  cos.  Gzz  9«57854(neg.) 
G  zz  112  —  i6^o. 


L.  cosZ*  zz  9»  70669 

L.  tg.  g  zz  o«3o958  (neg.) 


L.  tg.  h  zz  0*60289  (neg.) 
h  zz  104**  —  0^6- 


L.  tg.  F  zz  o»  22821 
L.  sin.  ^  zz  9» 95323 

L.  tg.  /    zu  0«i8i44 
/=  56^^  —  38^1. 


_     4o7      — 

i5)   Für  z  und  P 
F  z=  29""  — 24^7;       g  =  116"— 7> 
woraus 

G  zz  102*"  —  29'',!         Ä  n:  iiS""  —  7'^,5        /  zi  26"  —  3o\g. 

16)    Für  die  Flächen  T^  und  x 
F  n  59''— 24^3;        ^  —  114*"— 12^7 
woraus 

,Gzz  110''  —  4c>^3        Ä  zz  102"  —  53^5        /  zz:  37*  —  2^7. 

17)    Für  die  Flächen  z  und  x 
F  —  29''  — 24^7;       g  —  114*"—  12^7 
woraus 

G  ziz  loi"*  —  37^1       h  zu  iii'* — 23'',4      /  =^  27^ — i2'',7. 

i8)    Für  die  Flächen  T^  und  j 
F  -  59"  -  24^3 ;       ^  =  144"  - 1 5^5 
woraus 

G  zz  134*"  — 19^2       Ä  iz  125'' — 16^,1      /  ZI  44*^  —  39^1. 

19)  Für  die  Flächen  z  und  y 

F  =  29''  — 24^7;       g  =     144''  — 1 5^.5 
woraus 

G  zz  113*"  —  29(^,4        Ä  ^=  140'' — 26^2       /  zz  18" — i3^6. 

20)  Für  die  Flächen  T  und  / 

F  =  59°-  24'.3 ;       ^  =  157°  ^  7^5 
woraus 

G  zzL-  it^^t"  —  28^4       *  ^=^  140"  —  20^6      /::::  33^— ig^,3. 


—    4o»    — 

2i)   Für  die  Fläcben  *  ond  / 

F  zz  29''-.24%7;       g  =  iSy"  — 7^.'i 


vroraas 


G  —  1 16° ~  54^o       hzz  i54°  —  9^4      /  =  12°  —  ai',6. 

22)    Für  die  Flächen  T  und  r 
F  =:  59°— 24',3;      g  z:  127°— 20^5 


woraus 


121"  — 28',5       Ä  =111'»— 1^,3      /=:  53''  —  2i'',7. 

23)   Für  die  Flächen  z  und  r 
—  29°  —  24',7 ;       ^—127°  —  20^5 


woraus 


107°— 19',8       Ä  =  123  —36^,5      /  r:  24"  —  8^,5. 

24)  Für  die  Flächen  T^  und  g 
F  =  59° -24^3;       ^  =  98' -5^8 


woraus 


G  =  96"  —  4o^7       Ä  zz  93^  —  58^2       /  =  59^  —  1C/4. 

25)   Für  die  Flächen  V  und  9 
-F  =  29  -24^7;       g  zz  98'-.5^8 


woraus 


G  =z  93^  —  48^3       Ä  ZI  96*"  —  46^.4       /  iz  29*"  —  1 1^2. 


Durch  analoge  Formeln  findet  man  die  Neigungen  der  Flachen  o,  m 
zu  Xi  P9  i ;  denn  wenn  man,  wie  wir  eben  gethan«  eine  Ebene  durch  eine 
vordere  (oder  hintere)  Endka;nte  und  durch  die  Axe  c  legt,  so  macht  diese 


—    4o9    — 

lAit  einer  von  den  Flächen  o«  m  und  mit  einer  von  den  Flächen  x,  P,  / 
ebenfalls  ein  rechtwinllichtes  Dreieck;  hier  stellen  die  Flächen  o,  m  die 
Säulenflächen  vor;  die  Neigung  der  Kanten  oo»  mm  gegen  die  Flächen  x, 
Py  t  ist  hier  g  und  gleich  der  Summe  oder  dem  Complement  der  Differenz 
der  Neigungen  von  oo  oder  mm  und  von  x»  P  oder  /  gegen  die  Axe  zu 
i8o"  •) ;  F  aber  ist  die  Hälfte  von  —  oder  von  — .     Man  findet  so: 

26)  Für  die  Flächen  o  und  P 

/^  m  es""  —  7^2  ;       ^  =:  r  +  r^  z=  129*"—  4(/,3 

woraus 

G  —  I24^-.42^5        Ä  =r  iio'-33^3       f—  56'— 38^i. 

Hier  ist  G  die  Neigung  von  P  zu  o»  A  der  ebene  Winkel  zwischen  den 
Kanten  Po  und  00  (oder  ^,  /  der  halbe  ebene  Winkel  zwischen  den 
Kanten  Po  und  Pö  (oder  ^  —  90  ). 

27)  Für   die  Flächen   o  und  r 

F  in  63'  —  7^2;       ^  zz  166'  —  52^2 
woraus 

G  =  i5o"— i8^o       h  —  i52'  — 42^6      /—  24'  — 8^.3. 
Hier  ist  G  die  Neigung  von  o  zu  r,    h   der   ebene  Winkel    zwischen   den 
Kanten  00  und  or  (oder  -^   und  /  der  halbe  ebene  Winkel  zwischen  den 
Kanten  or  und  or  (oder 90°). 

28)  Für    die    Flächen  o  und  y 

F  =  63'— /,2;       ^  —  i49'*_57^2 
woraus 

G  r=  1 40' —32^5        h  zz  128"  — o^8       /—  44'— 39^(x 


*)  Je  nachdMn  die  Flächen  auf  Tenckicdenen  Seiten  liegen  oder  auf  derselben. 

t>2 


—   4io   — 

29)  Für  die  Flächen  n  und  jr 

/-  n  45"  -  3',5 ;       ^  =  1 2g"  -  4</,3 
woraus 

G  =z  1 16°  —  51^8       A  =  120°  —  21^9      /  =  37**  —  3a',5. 

30)  Für  die  Flächen  /i  und  / 

F  =  45^  — 3^5;       g  —  138"*  — 59^5 
woraus 

G  zu  122**—  lö^g       *  zz  129  —  5^4      /:=:  33""—  i9'',5. 

3i)    Für  die  Flächen  h  und  x 
F  zz  71*"  — 36>;       g  —  129*"— 4o^3 
woraus 

G  zz  127"*  —  iffi      h  rr  104  — 40^2     /m  66** — 37^6. 

32)   Für  die  Flächen  1  und  x 

F  zz.  18*^  —  28^2;      g  zz  129° — ^40^3 

woraus 

G  =  ioi''~4o^i       *  zz  128*^—11^4      /=  14''  — 25^1. 

33)  Für  die  Flächen  m  und  P 

F  -  72°~i9''.8;       8  =  i5i°-4',7 
voraus 

G  —  146°  —  3c/,6       Ä  z:  n8°  —  47',o      /  n  56°— 37^7. 

34)  Für  die  Flächen  ra  und  / 

/"  =  72°  - 19''8 ;       gzz^^f-  54^8 

woraus 

G  ==  i58°-4a'.o       h  =  i44°~47';.9      /=  33'•-l9^5. 


-   4i«    - 

Eben  so  findet  man 

Neigung  von  n  zxx  q .        125** — ^9^4 

Neigung  von  o  zxx  g        • i48  —  4^)^* 

Die  Neigungen  der  Flächen  g^  welches  die  grade  (d.  h.  mit  der  Axe  a 
parallele)  Abstumpfungsfläche  der  Seitenendkante  des  Grundoctaeders  ist, 
bestimmt  man  erst  nach  den  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln: 

tg.  i,H 


"~"   sin.« 
tg.  a 


^  sin.r 


cos.  X  IZ  cos.  /  cos.  a 


in  welchen  H  die  Neigung  von  g  gegen  g^  G  die  Neigung  von  g  gegen 
eine  durch  die  Seitenendkante  des  Grundoctaeders  und  die  Axe  c  gelegte 
Ebene,  und  ^  den  ebenen  Winkel  bedeutet,  der  von  der  Kante  gg  und 
derselben  Seitenendkante  gebildet  wird.  Man  findet  so,  da  r^'ZZL'}!^  — 28^0 
a  iz  88"  —  5o^2  : 

35)  \H  —  74^  —  28^2       G  =  88^^  —  52^8       k  —  89'  — 4i^3.' 

Die  Neigungen  der  Fläche  g  gegen  die  Säulenflächen  7*,  T^  und  die 
dazu  gehörigen  ebenen  Winkel,  findet  man,  wie  w'ir  oben  gesehen  haben, 
aus  den  beiden  sphärischen  Dreiecken,  welche  von  der  Fläche  g^  Von  der 
durch  die  Seitenendkante  des  Grundoctaeders  und  die  Axe  c  gehenden  Ebene, 
und  von  der  Säulenfläche  T  oder  T^  gebildet  werden.  In  jedem  dieser 
Dreiecke  sind  zwei  Winkel,  nämlich  7^,  und  die  Neigung  von  g  gegen 
die  eben  bezeichnete  Ebene  '*),  und  eine  Seile,  nämlich  180  — /^  bekannt; 
man  kann  also  die  übrigen  Stucke  vermöge  der  Gaussischen  Formeln 


♦)  Oder  C  i'n  {a6). 


—   4^2    — 

/i         V  sin.  UJS^Ci 

i%.    i{b—c)   ZZ    lg.    ia    .    ;rp-f  ^ 


un. 


>(^+^') 


tg.  K*+^)  =  tg.  4«  .  ^^^3^^ 

COS.    i-rf   zu    sin.  ifl  •    -T— TTT r 

•in.  \{h — c) 

finden.     Man  erhält  so 

36)  im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  den  Flächen  g  und  T ,  and 
der  durch  die  Seitenendkante  des  Grundoctacders  und  die  Axe  c  gehenden 
Ebene  gebildet  wird 

a  —  105^  —  32^0       B  =  88^  —  52^8       C  —  30*^-35^7 

ia  =  52^  —  46^0       i{B—C)  —  29*— 8^,6       i(^+Q  =  Bg^  — 44g 
woraus 

A  zz  98^ — 40^0        b  zz  102^  —  53^,j       c  zz  29** — 45^I• 

Hier  ist  A  die  Neigung  von  g  zu  T ,  b  der  ebene  Winkel  zwischen  den 
Kanten  gT  und  TT^  ^  und  c  der  ebene  Winkel  zwischen  der  Kante  gT 
und  der  Durchschnittslinie  der  Fläche  g  mit  der  eben  bezeichneten  Ebene. 

37)  Im    sphärischen  Dreieck,    welches   von   derselben  Ebene    und  den 
Flächen  g  und  T^  gebildet  wird 

a  zz  io5°  —  32^0       B  z=:  91** — 7^2       C  :=  30*^  —  35^7 

ifl  =  52^  —  46^,0     i(ß-C)  zz  3o''— i5^8      H^B-K)  =  Go^'-Si^S 
woraus 

A  zz  96*"  —  5 1^,6        b  zz  io4** — 0^8        c  zz  29**  —  36^,o. 

Hier  ist  A  die  Keigung  von  ^  zu  7^"^ ,  b  der  ebene  Winkel  zwischen  deD 
Kanten  gT^  und  TT^^  und  c  der  ebene  Winkel  zwischen  der  Kante  gT 
und  der  Durchschnittslinie  von  g  mit  der  oft  bezeichneten  Ebene. 


—    4«3   — 

Eben  so  verfährt  man,  um  die  Winkel  zu  finden,  die  g  mit  z  macht; 
man  hat  nämlich 

38)  im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  oben  bezeichneten  Ebene 
nnd  von  den  Flächen  ^  und  r  gebildet  wird, 

a  —  io5°  — 32^o        B  —  SS"*  — 52^8       C  —  60"-  35^3 
ia  —  52"  —  46^0       \{B—C)  —  it^""-  8^8       Kß-K)  =  74'  —  W. i 


woraus 


A  zz  io4*^  —  3^*2       b  zz  96*^  —  46^7       c  zz  Scf — 54^3. 

39)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  derselben  Ebene  und  von  den 
Flächen  g  und  zf  gebildet  wird. 
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a  zz  io5°  —  32^0        B  zz  91° — Y%^       ^  "^  ^^"^  —  '^^\^ 

:  52^—46^0      i{B—C)  zz  iB^"— i6^o  ,  i(»-K)  zz  75^~5i^3 


woraus 


^    o 


A  zz  102  — 56^o  ^  zz  98  — 4^^^  ^  ^^  %  —  26^3. 
Den  Winkel ,  den  die  Fläche  g  mit  irgend  einer  vordem  oder  hintern 
Endfläche  bildet«  findet  man«  indem  ein  sphärisches  Dreieck  aus  dem  Durch- 
schnitt dieser  Fläche  mit  der  Endfläche  nnd  mit  der  Basis  des  Grundocta- 
eders  construirt*  In  diesem  Dreieck  ist  eine  Seite  zz  90  ;  überdiess  sind 
zwei  Winkel  darin  bekannt «  nämlich  die  I^eigung  von  g  (oder  90  — \^) 
und  von  der  Endfläche  gegen  die  Basis;  man  kann  also  den  dritten  Win- 
kel, nämlich  die  Neigung  von  g  gegen  die  Endfläche,  berechnen,  vermöge 
der  Formel 

cos.  H  zz  —  COS.  G  COS.  JP, 
walche  aus  der  Einleitung  bekannt  ist. 


-   4i4    - 

Man  findet  so : 

4o)  Neigung  von  g  gegen  P          ..••..  1 50**  — 52^^,4 

Neigung  von  g  gegen  x r5o  —  3i,3. 

Diese  beiden   Werilic  können    uns   zar  ControUe  dienen;  denn  P ^  g ^  T^ 
und  x%  g^  T  liegen  in  einer  Zone,  also 

180" -f  +  180'—^  =  180»-^,  =  L 


g     .o_o  ■» 


und  i8o°  — ir  +  180"  — i-  =  180"  —  ^, 


p 


welchen  Gleichungen  die  oben  gefundenen   Werthe  von  -|>^  ^,  JL^  £.^  _^ 

X 

-^  genügen  müssen. 

Diese  letzte  Formel  kommt  im  Grunde  mit  derjenigen  übereint  welche 
wir  angewendet  haben,  um  die  Neigungen  der  Endflächen  P,  x,  /  etc. 
gegen  die  Säulenfläclien  T  und  z  zu  finden« 

Es  bleibt  uns  nur  noch  übrig,  die  Neigungen  der  Flächen,  dis  durch 
die  verschiedenen  vordem  und  hintern  Endkanten  gehen ,  untereinander 
und  gegen  die  Säulenflächen  zn  finden.  Hiezu  bedient  man  sich  wieder 
der  Gaussischen  Formeln  ;  denn  je  zwei  dieser  Flächen  bilden  immer  mit 
einer  durch  die  Endkanten  und  die  Axe  c  gehenden  Ebene  ein  sphärisches 
Dreieck,  in  welchem  zwei  Winkel  und  die  eingeschlossene  Seite  bekannt 
sind.     Man  hat  so 

41)    tni    sphärischen  Dreieck  ,    welches   aus  dem  Durchschnitt  der  eben 
bezeichneten  Eliene  und  den  Flächen  o  und  T^  entsteht, 

woraus 

A  —  123°  —  i',6        3  =:  75°  —  59^4        c  =:  69"  —  26'  8. 


—   4i5   — 

Hier  ift  A  die  Neigung  von  7*""  zu  0,  b  der  ebene  Winkel  zwischen 
den  Kanten  T^o  und  T^T^ ^  und  ^  der  ebene  Winkel  zwischen  den  Kan- 
ten T^o  und  00. 

42)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  oben  bezeichneten  Ebene 
und  von  den  Flächen  o  und  /  gebildet  wird, 

a  zz,  ii4" —  »2^7        B  -zz  63  —  /,2       C  zz:  29*"  —  24^7 
la  =  57"  —  6^4       4(5-0  :=  16'  —  5 1^3      i(B-\-C)  zz  46'  —  i6^o 
woraus 

A  zz  1 24'  —  59^6        *  —  gö""  —  46^5       /:  =  33'  —  8^5. 
Hier   ist  A   die  Neigung   von   o   zu    z^   und    ^,  ^  sind  die  ebenen  Winkel 
zwischen  den  Kanten  ojif  und  zfzf^  0/  und  00. 

43)  Für  die  Flächen  s  und  J''^ 

ö  =:  114*" —  12^7        B  zz  59'  — 24^3       C  zz  33' —  19^,8 
\a  zz  57^  —  6^4       i(B-0  =  1 3'— 2^,3       i(i5H-C)  —  46"  — 22^,1 
woraus 

-^  m  128  —  i^ß      ^  rr  91  — 7^I       ^r  zz  39  — 39^,3. 

44)  I^ür  die  Flächen  u  und  7*^ 
woraus 

A  zz  149'  — 4o^4       b  zz  84''— 42^4       c  zz  75^  —  59% 

45)  Für   die  Flächen   u  und  0 

woraus 

A  ZZ  i53^-^ 21*^,0        i  ~  95" —  i7''^7       €  zz  69^— 26^^,7. 


—   4i6    — 

46)  Für  die  Flächen  o  und  v 
woraus 

A  zu  ilfi"* — 1^1  b  n:  126*"  —  57^,3       c  zz  33** — 7^,7. 

47)  Für  die  Flädien  v  und  T^ 

woraus 

A  zz  146^  — :.^8  b  —  115*^-47^3        c  zz:  39"_39^.3. 


48)  Für  die  Flächen  v  und  / 

a  rz  180"— f       Bzz  i^      C  =:  {^ 

Axt  ^1»  ^  % 

woraus 

^  =  1 58"  — 58^4        *  =  96*^—46^5       c  —  53°  — 2',7. 

49)  Für  die  Flächen  n  und  ix 

'    Axt  ^  n  »V 

woraus 

A  z=:  129*^—11^,6       b  zz  64** — 12-^,7       c  zz  5o'*  —  54'',5. 

50)  Für  die  Flächen  o  und  n 

öZZr  +  r,        hzz\^        Czzi- 
woraus 

A  zz  i36**  — 15^2        b  zz  96**  —  49^»8        c  zz  Si*"  —  59^.2. 

5i)    Für  die  Flächen  n  und  T 

a  =  180*"  — r        JB  =:  i—       C  rz:  1— 
woraus 

A  —  128**— 53^o        b  =  83**—  lo^i        c  —  54"  — 43^9, 

Auf  ähnliche  Weise  für  n  und  T^ 
v#  :=  95°  - 14^4 .      Ä  =  5o V  54^5       <:  =  39"  -  89^5. 


—    4i7    — 

52)  Für  die  Flächen  n  und  z 

a  =  i8o°  — r        B  —  \-        C  zz  i- 
woraus 

A  =  i4o"— 12^4        h  —  83"—  i3^8       c  rz  43"—  32^8. 

53)  Für  die  Flächen  g  und  o 

a  =  a+r.        B  zz  i^        6'  zz  4- 
woraus 

A  =  i53'*zz  49^18        i  =  iio''— 34^5       c  zz  60"  — 5^3. 

54)  Für  die  Flachen  g  und  n 
azza  +  r        B  —  i^         C  zz  i^ 

woraus 

^  —  i43"  — 5o^8       *  ZI  1 36"— 26^,9       c  =  30**  — 24^5. 

55)  Für  die  Flächen  n  und  m 

a  ZZ  180  -(r-:^      «  =  *;;:      ^  =  'T 

woraus 

i^  n  143*"  —  35^0       6  zz  129''  —  5^5       c    zz  35" — 12^,1 

56)  Für   die  Flächen    n  und  s 

a  zz  r  +  /        ß  ZZ  4-         C  zz  i^ 
woraus 

A  zz  146'  —  58^.8       b  zz  88'  —  52^9       c  z:  69"  —  53^g. 

57)  Für    die  Flächen  n  und  d 

a  =  .8o"-(r_^;  6=4         C  =  äf 

woraus 

.^  =  I So"— 0^2        b  zz  83"— lo'.i        c  ZI  C8"  — lO- 
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—   4»8   — 

Eben  so  findet  man: 

A  zz  1580  —  53^0 
59)  Für  die  Fläche  J  und  T  ^  3  :z:  1 1 1  —  45.7  . 

c  zu    54  —  4^i9« 
i:  121  —  2i|0 

59)  Für  die  Flächen  ä  und  T  ^  3  =    86  ~    2,0 

c  ZI     64  ~  49,2. 

A  zz  127  —    4»o 

60)  Für  die  Flächen  «  und  T  \b  zu  io4  —  22,8 

C  zu      20    —   53,2. 

Wir  haben  hier  viele  Neigungen  berechnet,  die  man  viel  leichter  aus 
ihrer  Lage  findet,  2.  B.  wenn  drei  Flächen  in  dieselbe  Zone  fallen,  so 
kann  man  eine  Neigung  aus  den  beiden  andern  berechnen.  Es  ist  aber 
der  Controlle  wegen  besser,  sie  alle  drei  besonders  zu  suchen.  Hiebei  ist 
zu  bemerken,  dass,  wenn  man  mit  (unfziffrigen  Logarithmen  rechnet,  die 
Ueberelnstimmung  der  auf  verschiedenen  Wegen  gefundenen  Werthe  des- 
selben Winkels  nur  bis  auf  einige  zehntel  Minuten  gehen  kann ;  derjenige 
Werth ,  der  auf  dem  nächsten  Wege  gefunden  wurde ,  ist  den  übrigen 
vorzuziehen. 


i 


4i9    — 


Zusammenstellung  der  gefundenen  IVinkeL 

I.      Am    K  r  y  s  t  a  1  1      F  i  g«  i  6  3« 


Q.    Tfeigungen« 


Neigung  von  T  zu  M 

_  —  r  zu  r 

—  —  r  zu  p 

—  —  T^  zu  X 
•—  — .  T^  zu  0 
— —     — .  P  zu  0 


P    zu   JC        • 


jr  zu  o 
o  zxx  M 


b.    Ebene  WinleU 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  T^M  und  oM  « 
—       —       —       — o/lf  und  Piüf   . 


•^1: 


PM  und  TiW 

PT  und  rr  . 

PJ  und  PT  . 
PT  und  PM  . 
PM  und  Po  . 
Px  und  Po     . 

Po  und  ox 


/•r/ 


r^x  und  rr 

T'x  und  r^x 


20° 

i8  • 

12  • 
10  - 
23  - 
24- 

29  - 

53  - 
i6  - 


35.7 
48.6 
16,0 
40,3 
1,6 
42,5 
40,3 

7.2 
52,8 


i4- 

29  — 
16  — 

12  — 

i3  — 

23  — 
23  — 

i3  — 

10  — 
02  — 
14- 


12,7 
40,3 

7.0 
16,0 
16,2 

2I»9 

21.9 

16,2 

33,3 

53,5 

5,4 


—    4^0    — 


Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  ox  und  T^x    • 

~     —     ^     ^     ^  oT'  und  rm 

—       —       —       —       —    oT^  und  xT^   . 

IL      Am     Krystall     Fig.     164 


a.     Neigungen. 


Neigung  von  P  zu  n 
—     —  T  zu  n 


M 


zu  n 


o  zu  n 
y  zu  o 
y  zu  T^ 
r  zu  X 


b.    Ebene  Winkel. 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  on  und  nP 


—  _  —  on  und  ox 

—  —  ~  jrr  und  TT 

—  yT^  und  yT^ 

—  -—  yT^  und  yo 

——  — —  ——  yo  und  yx 

IIL      Am     Krystall    Fig«     t65 


a.     Neigungen. 


Neigung  von  7*  zu  ^ 
— -     —  T  z\x  z 


z  zu 


M 


io4  —    0,6 

i53  — »    5,9 


1350- 

-  3',5 

128  - 

-  53,0 

i34  - 

-  56,5 

i36  - 

—  l5,2 

i4o  - 

-  32,5 

i34  - 

-  i9«2 

»49  - 

-  57,2 

96- 

-49.8 

5i  - 

—  59,2 

125  • 

—  16,1 

89  • 

—  18,2 

90  . 

-4i3 

i34  . 

—  39»! 

'49°- 

-  24',3 

i5o  - 

-  0,4 

i5o  - 

-  35,3 

—   4^1    — 


Neigung  ron  -e^  zu  y 


z    zu  o 


z 

zu 

72 

9 

zu 

X 

9 

zu 

p 

9 

zu 

0 

9 

zu 

n 

P  z\x  k 

y  zu 


1/ 


Ebene  Winkel. 


Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  TV  und  yz' 
—       _       —       ._—       ——    ffM  und  oif 
— _     '  —       , —       -—       — •    T^y  und  /y 
_-        —        —        —        — »     /y  und  yo 
__       ,__       — .       —       _- .    du  und  os^ 


u. 


ox  und  oq 
of  und  0» 
oAf  and  ob 


n3o 
124 

i4o 

i63 
i46 
i48 

125 

116 

144 


59,6 

12,4 

33,2 

7»« 

•  48,6 

•  59,4 

•  7.0 
i5,5 


i4o 

83 
i53 

117 
146 
i46 
85 
128 


26,2 
i3,5 
34,5 

7.3 
5 1,5 
5i,5 

7.7 
0,8 


IV.    Am     Krystall    Fig.     168. 


Neigung  von  ti  zu  / 


u  zu  0 


U    lU    V 


a,    Neigungen. 


i46o-S^,9 
i53  —  21,0 
160  —  35,S 


—   4^^   ••* 


Iffeigung  von  u  zn  T^ 
—    —  V  zxk  T^ 


V  zu 

V  zti  M 
i;  zu  II 

V  zu  o 
n  zn  z 
n  za  i 
i  zn  T 
i  zu  z 
t  zu  P 
/  zu  X 


,4^, 

-4</4 

i46 

-    a.8 

i58  ' 

—  584 

142  - 

-24,5 

109 

—  11,6 

i46 

—       «.2 

i4o  • 

—    »2.4 

ta2  < 

—  i6,9 

142  ' 

—  28,4 

116  . 

—  54,0 

t38 

—  59,5 

157  ■ 

-     7.5 

b.    Ebene  Winkel« 


Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  T^u  und  yu 


Tu  und  yu 

84^- 

-42,4 

Tu  und  Ty    . 

i3o  — 

-43.3 

T'v  und  Tu   • 

143  - 

-  39,9 

Tv  und  rV  .       . 

i4o  — 

-  20,7 

Tv  und  UV 

ii5  — 

-  47.3 

UV  und  cn; 

126  — 

-  57.3 

MO  und  xo 

69- 

-  26»7 

I/o  und  vo 

143  - 

-  4i.o 

ov  und  0/2 

94  - 

-  53,1 

0^  und  oP 

121  — 

-  25,9 

u«    s.  f. 


i 


4a3 


V.      An    den    übrigen    Krystallen« 


Neigung 

von  r  zu  y 

— 

— .  r  zu  ^ 

— 

— ^  r  zu  0 

— 

— .  r  zu  z 

— - 

-— .  q  zu  T^ 

— 

—  g  zu  t^ 

— 

—^  g  ^^  g 

— 

—  g'  zu  r 

— 

—  ^  zu  r 

— 

—  ^  zu  « 

— 

—  g  zn  t" 

— 

—  y  zu  P 

— 

—  g  zu  X 

— 

— -  ^  zu  0 

— 

_  g  zu  n 

— 

.i-*  m  zu  m 

— 

—  171  zu  P 

— 

— *  171  zu  / 

— 

— »   JTI   zu   il 

— 

— -*  5   zu   5 

— 

— »   5   zu   0 

— 

—  5  ZU  r^ 

^^^^ 

-^*  s  zu  n 

121^  — 28',5 


127 
i5o 

107 

96 
93 
74 
98 

96 
104 
102 

i5o 
tSo 
i53 
143 

144 
146 
i58 
143 
66 
i5o 
128 
146 


20,5 

18,0 

»9,8 

40,7 

48.3 
28,2 

48,0 
5i,6 

3,2 

56,o 
52,4 

3i,3 

493 
5o,8 

39.6 
3o,6 
42,0 
35,0 

39.6 
12,6 
i5.6 
58.8 


i. 


-   424   - 

Neigung  von  J  zu  J 98*^ — 19^,4 

—  —  d  znT i58  —  53,0 

_     —  J  zu  n        .        . i5o  —     0,2 

—  —  A  zu  A 143  —  12,0 

—  —  A  zu  J 121  —  21,0 

—  —  A  zu  X 127  —  17,0 

— -    — —  I  zu  i .  36  —  56,4 

— «    — — .  <  zu  7*       •        •       • 127  —     4*0 

— «     _-  I  zu  j: lOi  —  40ti 

und  so  fort. 


—    4^5    — 


Jörn  schiefen  Rhombdidociaeder  oder  vom  unsymmetrischen 

Octaeder. 


Man  denke  sich  drei  Linien  oder  Axen  von  ungleicher  Länge,  die  sich 
unter  beliebigen  Winkeln  in  ihren  Mittelpuncten  schneiden ;  man  lege 
darch  die  Endpuncte  dieser  Axen  Ebenen;  diese  Ebenen  schneiden  sich 
offenbar  in  Linien,  die  die  Endpuncte  je  zweier  Axen  verbinden;  es  sind 
ungleichseitige  Dreiecke;  ihre  Anzahl  ist  acht;  der  Körper  den  sie  begren- 
zen, ist  eben  das  unsymmetrische  Octaeder,  mit  welchem  wir  uns  jetzt  be- 
schäftigen  wollen. 

Da  bei  diesem  Octaeder  alle  Axen  von  ungleicher  Lange  sind,  so  ist 
es  gleichgültig,  welche  von  ihnen  man  als  Hauptaxe  ansieht;  die  Ebene, 
in  welcher  die  beiden  anderen  Axen  liegen,  bildet  alsdann  die  Basis  des 
Octaeders;  es  giebt  also  in  jedem  Octaeder  drei  Ebenen  die  als  Basen  an- 
gesehen werden  können;  alle  drei  sind  Bhomboide.  Wenn  man  Ebenen 
durch  die  Kanten  des  Octaeders  legt,  die  einer  Axe  parallel  gehen,  so  bil- 
den diese  Säulen  mit  rhomboVdischer  Basis«  und  dieser  Säulen  giebt  es 
eben  so  viele,  als  es  Basen  giebt,  nämlich  drei. 

Das  Prisma,  das  aus  diesem  Octaeder  entsteht,  wenn  man  vier  mit  der 
Hauptaxe  parallele  Ebenen  durch  die  Basiskanten  legt,  und  zwei  Ebenen 
der  Basis  parallel  durch  beide  Endpuncte  der  Axe  zieht,  ist  ein  schiefes 
Bhomboidalprisma,  in  welchem  die  schiefangesetzte  Endfläche  schiefe  Win- 
kel mit  beiden  Ebenen  macht,  die  man  sich  durch  je  zwei  gegenüberlie- 
gende Kanten  der  Säule  gelegt  denken  kann. 
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—    4^6    — 

Um  die  Winkel  eines  solchen  Octaeders  zu  berechnen,  muss  man  nicht 
nur  die  Neigungen  der  Axen  untereinander,  sondern  auch  die  Neigungen 
zweier  Endkanten  gegen  die  Axe  wissen;  es  müssen  also  wenigstens  fünf 
Stücke  bekannt  seyn.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  der  Gang  der  Rechnung 
sehr  verschieden  ausfallen  muss,  je  nachdem  diese  oder  jene  fönf  Stücke 
bekannt  sind;  wir  wollen  ihn  jetzt  nur  ganz  im  Allgemeinen  andeateo, 
und  nachher  die  Ausfuhrung  an  einem  Beispiel  zeigen« 

Es'sej  Fig.  174  die  Spitze    eines  solchen   schiefen  Rhomboidoctaeders 
mit  seinen  Säulenflächen,  nämlich  ß,  5,  7,  27  die  Octaederflächen ,  M,  N9 
Af^  N^  die  Flächen    der  rhomboidischen  Säule,   t^  h^  / ^  V  die  Abstum- 
pfungen der  Seitenkanten  der  Säule«     Wir  wollen,    wie  immer,   die  halbe 
verticale  Axe  mit  r,  und  von  den  horizontalen  Axen    (ich    nenne  sie  hier 
aus  Analogie  horizontal,  obgleich  die  £bene,  in  der  sie  liegen,  einen  schie* 
fen  Winkel  mit  der  verticalen  Axe  macht)  die  vordere  Halbaxe  mit  n,  die 
hintere  mit  a^t  die  Halbaxe,  die  von  M  geschnitten  wird,  mit  b ,   diejenige 
die  von  N  geschnitten  wird  mit  by  bezeichnen.    Ich  brauche   nicht  xo  er* 
Innern,  dass  r  mit  einer  Ebene  parallel  ist,  die  man  durch  die  Axen  tf ,  c 
legt,  h  mit  einer  Ebene,  die  durch  die  Axen  3,  c  geht;   die  SäulenfläcbeD 
sind  der  verticalen  Axe  parallel. 

Um  mit  den  Säulenfiächen  anzufangen,  so  denke  man  sich  eine  Ebene, 
welche  die  Säule  queer  durchschneidet,  d.  h.  in  einer  Richtung,  die  senk- 
recht auf  die  verticale  Axe  c  ist«  Die  Durchschnittslinien  dieser  Ebene 
mit  den  Flächen  M,  N,  W,  N^  bilden  offenbar  ein  Rhoteboid  (Fig.  l^% 
dessen  Winkel  den  Neigungen  dieser  Flächen  gleich  sind,  und  dessen  Vhf 
gonalen  denselben  Winkel  mit  einander  machen,  als  die  Flächen  A,  r  Fis* 
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174*  Bezeichnet  man  die  Neigung  der  Diagonalen  oder  die  Neigung  von 
A  zü  /  mit  a,  die  Neigung  der  kürzern  Seite  des  Rhomboids  gegen  die 
kürzere  Diagonale  oder  i8o^ — -^  mit  ß;  die  Neigung  der  längern  Seite 
des  Rhomboids  gegen  dieselbe  Diagonale  mit  y,  so  ist  nach  den  beim  schie- 
fen Rhombenoctaeder  entwickelten  Formeln 

2  sin./?  sin. y 

O  sin.  (^7) 

welche  dazu  dient,  a  aus  ß  und  y  zu  finden.  Diese  Gleichung  giebt  auch, 
wenn  man  sie  entwickelt: 

cot.  y  ~  cot.  /9  -}-  2  col.  a 
aus  welcher  man  y  oder  ß  berechnen  kann .   wenn  a  und  ß  oder  a  und  y 
bekannt  sind ;  nur  muss  man  diese  Formeln   erst   dur^h  Einführung   eines 
Ilülfswinkels  ^    zur   logarithmischen   Rechnung   bequem  machen.     Es  sey 
2  cot.  a  zz  cot.  9),  so  ist: 

cot.  y  zz  .  ^'r^ 

'    ^x     o   sin.(y^v) 

cot.  a    -; : . 

*  sm.  f  sm.  y 

Kommt  noch  irgend  eine  Säulenfläche  vor,  z.  B^  von  der  Form  nR°  x^ 
welche  den  rhombo'idischen  Queerschnitt  der  Säule  in  der  Linie  j4/  schnei- 
det,  so  dass  —  zu  —  (siehe  Fig.  176),  so  ist  es  auch  leicht,  ihre  Neigung 
gegen  die  kürzere  Diagonale  j4C  des  Queerschnitts,  oder  gegen  eine  Ebene, 
die  durch  die  Axen  a  und  c  geht,  zu  finden.  Bezeichnet  man  diesen 
Winkel  /^C  mit  /,  so  ist  ebenfalls ,  wie  beim  schiefen  Rhombenoctaeder : 

.  cot, V  4-  (/*  —  i)  cot. a 

cot.  /  ZU  — —^-^ 

oder  wenn  man  zur  bequemeren  Rechnung  einen  Hülfswinkel  einfuhren  will : 

cot  /  =  -1  .  '^^±t2l 

'  n  fin.  y  sin.  q> 

worin  cot.  y  ZZ  (/i— -i)  cot.  a. 
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Diese  Formel  verwandelt  sich,  wean  n  zz  2^  ia  folgende  : 

f  In.  (7-f-^O 


cot.  /  zz  i 


1 ; • 

•in.a  sin.  7 


Es  ist  klar,  dass  man  (ausser  dem  Werth  von  /i,  den  man  als  bekannt 
voraussetzt)  zwei  Winkel  wissen  muss,  um  alle  Neigungen  der  Säulenflä- 
chen untereinander  zu  finden.  Sind  nun  noch  drei  Neigungen  von  R  und 
S  gegen  die  Säulenflächen  oder  untereinander  bekannt,  so  lassen  sich  alle 
Winkel  des  Krystalls  berechnen. 

Man  trifft  immer  eine  Ecke  an ,  in  welcher  drei  Flächen  oder  zwei 
Flächen  und  eine  von  den  durch  die  Axen  gelegten  Ebenen  so  zusammen 
kommen,  dass  in  dem  daraus  gebildeten  sphärischen  Dreieck  drei  Stücke 
bekannt  sind.  Man  berechnet  alsdann  die  übrigen  drei  Stücke,  wozu  man 
in  den  meisten  Fällen  die  Gaossischen  Formeln  mit  grossem  Nutzen  an* 
wenden  kann.  Indem  man  so  immer  weiter  geht ,  und  das  Unbekannte 
aus  dem  Bekannten  findet,  wird  am  Ende  alles  bekannt. 

Da  in  diesem  System  weder  rechtwinklichte  noch  gleichseitige  oder 
gleichschenklichte  Dreiecke  vorkommen,  so  leiden  die  bekannten  Formela 
der  sphärischen  Trigonometrie  keine  Vereinfachung ;  obgleich  also  die  Rech- 
nung weitläuftiger  ist,  so  ist  doch  die  Anzahl  der  nöthigen  Formeln  viel 
beschränkter  als  bei  den  Systemen,  die  wir  bisher  betrachtet  haben.  Eia 
jieispiel  wird  uns  hier  am  besten  darüber  belehren,  was  zu  thun  ist,  und 
wir  wählen  hiezu  den  Kupfervitriol.  Obgleich  man  eigentlich  nur  (unf 
(von  einander  unabhängige)  Winkel  zu  wissen  braucht,  um  alle  übrigen 
zu  finden,  so  führe  ich  hier  doch  alle  Resultate  meiner  Messungen  an,  um 
sie   untereinander    zu    controUiren ;   denn  je   mehr  Winkel    bekannt  seya 
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müssen,    desto  gewisser   moss  man  seyn,    dass  sie  keine  grossen  Fehler  in 
sich  schliesseu^ 


Ich  fand    folgende  Winkel    (siehe  Fig,   177): 
(i)  Neigung  von  P  zu  T 

(2)  Neigung  von  P  zu  /  *) 

(3)  Neigung  von  T  zu  /  .        .        .        .        .        .       . 

(4)  Neigung  von  i  zu  r 

(5)  Neigung  von  A  zu  n 

(6)  Neigung  von  ^  zu  r 


(7)  Neigung  von  5  zu  72 

(8)  Neigung  von  5  zu  r 

(9)  Neigung  von  r  zu  yi     • 

(10)  Neigung  von  M  zu  T 

(11)  Neigung  von  M  zu  r 
Von  diesen  Flächen  liegen 

r,  A  P 

r,  u,  A ,  X ,  s 


127O 
io3 

IIO 

109 
ii4 

92 
139 

100 

123 

126 


40' 
27 

10 

i3 

38 

57 
26 

43 

4» 

10 
40 


p.  X.  r 


In  derselben  Zone« 

Wir  wollen  die  Flächen  P^  i^  i^  s  als  die  Flächen  des  Grundoctae- 
ders  ansehen« 

Man  kann  sich  erst  leicht  überzeugen,  dass  die  Messungen  (3),  (9), 
(10)  und  (11)  gut  untereinander   stimmen.      Nimmt   man    die  Complemente 


*)  /  ist  die  der  Fläche  r  parallele  Fläche  unter  F. 
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der  Messungen  (3)  und  (ii)  zu  i8o^  und  addirt  sie  zummen ,  so  findet 
man  die  Neigung  von  M  zu  T.  Diese  Complemente  sind  offenbar  ß  und  y ; 
setzt  man  ihre  Werlhe  in  die  Formel 

2  sin.  ß  sin.  j 
tg.   a  ZZ  -r-7- r 

SO  findet  man: 

L.  2        zu  o»3oio3 

L.  sin.  ß  zu  9«97252  ß  n  69^  —  5o^ 

1.  sin.  y  rz  g«9o424  y  iz:  53  —  20 


^-1^7^-  ^'^"^^^^  ^--i  =  16  —  3o 

L.  tg.  a  zu  0*72445  tt  ZI  79  —  19,2. 

Die  Messung  (9)  muss  offenbar  das  Complement  dieses  Winkels  zu  180^ 
geben,  wie  es  denn  auch  wirklich  ist. 

Wir  werden  nachher  im  Verlauf  der  Rechnung  sehen,  dass  es  von 
grossem  Nutzen  ist,  die  Neigungen  der  Octaederflächen  gegen  die  Flächen 
r  und  n  zu  wissen.  Nun  ist  aber  grade  die  Neigung  von  P  zu  n  nicht 
gemessen  worden,  man  muss  sie  also  berechnen.  Zu  dem  Ende  denke  mau 
sich  das  Sphärische  Dreieck,  welches  aus  dem  Durchschnitt  der  Flächen  P, 
T  und  7^  entsteht,  besonders  (siehe  Fig.  178);  in  demselben  sind  die  drei 
Winkel,  d.  h.  die  Neigungen  von  P  zu  T,  von  T  zu  7^  und  von  P  zu 
r^,  bekannt;  man  kann  also  die  Seiten  desselben,  oder  die  ebenen  Winkel 
zwischen  den  Kanten  PT  und  T/,  T/  and  Pi^,  P/  und  PT  finden,  nach 
den  Formeln 

-„,    ,-  _  T/co.j(^+-g-0 «>»-}(^-2?-K) 

cos.    ^a    : — — : — -; 

sin.xr  sin.  6 

und  COS.  i3  =  yEiSi^SEpEi; 
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J 


^(^A^B-C)—  60—28,5 


A        — 


+  C  = 


io3^ — 27^ 
HO — 10 


{A-\X:—B)—  85—57 
,(^+C— jB)=  42—58,5 


B 


127**— 4oi^ 

:iio — 10 


—  A 


287 — 5o 
:io3 — 27 


(JB-fC— ^— 134— 23 

i{B-]4:—A)—  67—11,5 


L.cos.(6o'' — 28^5) 
L.cos.(42  — 58^5) 
L.  ^ 


T        1  

^*    sin.(69°-5(y) 


L.  COS.  ^  ^a 


<•  cos«  ^^ 


9.69267 
9»8643o 
o»ioi5i 
o«02748 


9*68596 
9*83298 


ifl  =  45''  — 50^77    azud—^i'—l^i'.S. 


L.cos.(6o^ — 28^^,5) 
L,cos.(67  — 11,5) 


L.  ^ 


L. 


3m.(76^— 33') 
1 

.iii.(69°— 50') 


L.  COS.  ^^3 
L.  COS«  j^ 


9.69267 
9*58844 
0*0 1208 
0*02748 


9*32067 
9«66o35 


p/ 


\b  =  62^—46^64       b—\^.  =  1 25"— 33^3. 


T/ 


•  '  PT 

Wir   wollen  gleich    den    dritten    ebenen   Winkel    c  zz  pp   mit  be- 


rechnen» 


43a 


L.cos.i(C4-^— ß)=  9*8643o 
L.cos.i(C—A-\-B)zz  9.58844 


L. 
L. 


sm.(76'»— 33) 
1 

8in.(52*»— 210 


0«0I208 

o»ioi5i 


L.  COS.  *  4^  zu  9*  56633 

L.  COS.  ic  ==  9»783i7      i^  =  52 —37^^,75       czz^,zrio5'*— 15'',5. 

Nun    ist    aber   offenbar   6    das    Complement   der  Neigung   der  rordem 

Endkante  des  Octaeders  (oder  von  Pi)  gegen  die  Axe  zu   i8o^  also 

« 
Neigung  der  vordem  Endkante  des  von  den  Flächen  Py  /,  >^,  5 

gebildeten  Grundoctaeders,  gegen  die  Axe        .        .        54** 26'', 7. 

In  dem  sphärischen  Dreieck,  welches  aus  dem  Durchschnitt  der  Flächen 

P  n 

P,  ii,  T  gebildet  wird ,  sind  jetzt  die  Neigungen  y  ,    y    und    der   einge- 


schlossene  ebene  Winkel 


PT 


180    —  6  bekannt:    man    kann    aUo   die 


übrigen  Stücke  vermöge  der  Gaussischen  Formeln 

.g.  !(*+.)  ■=  .g.  ä»  .  31|=|>(     (I) 

,    j,  .  siii.»(Ä— 6')\ 

COS.  \A  —  Sin.  \a  •  -^ — \ '-  \ 


Slll. 


finden.    Hier  isl  nämlich ßrr—;^ «4-/^^=1 49 — 9'»2,  Czr— =1127" 40', 

fl  =  180"— <J=:88°— 18^5;    also  \{B—C)  =z  10"— 44^6,    Kß-fC) 
=  r38°-24'',6,  4flzr44"-9'i- 


L.  tg.  ifl       =9.98718 
L.sin.i(£ — C)iz:g«27o47 

TT  zzo.  17796 


L. 


sin.,^/f-|-r;) 


L.  tg.  i(i— <;)rz9.4356i 


L.  tg.  ia  =9.98718 
L.cos.i(£ — C)::^9«g9232 
^-  co.»(^+^;)  =0.i26i5(n) 


L.  tg.  i(Ä-f^)zzo»io565(n) 


L.  Sin.  \a      n:9«84298 
L.sin.^(ß — 0^=^9*  27047 

si^(b^   =0-57996 


L. 


L.  COS.  ^A     ii:9»6934i 
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i(3+r)r:  128  —    5,9 

b  =:  143  —  21,0 

c  ZI  112  —  5o,8  ^A  zu  60^ — 25'',2         A  zz  lao'* — 5c/,4« 

Hier  ist  r  zz  -=;  das  Complement  der  I^eigung  der  Seitenendkante  Pk 
gegen  die  Axe  zu  180  •    Also: 

Neigung  der  Seitenendkante  Pk  gegen  die  Axe         •        •         67'' —    cf^i 
Neigung  von  P  zu  11      • 120  —  5o,4« 

Man  lege  jetzt  zwei  Ebenen  durch  den  Mittelpunct  des  Octaeders  und 
die  Endkanten  Pi  und  /5,  so  bilden  diese  mit  der  Fläche  1  ein  sphärisches 
I>reieck,  in  welchem  die  Neigung  tou  i  gegen  die  durch  die  Kante  iP  und 

den   Mittelpunct   gelegte  Ebene,  oder  180 ^,   aus  den  Messungen,    die 

Neigung  der  beiden  Ebenen  aber,  und  die  dazwischen  liegende  Neigung 
Ton  Pi  gegen  die  Axe  durch  Rechnung  bekannt  sind.  Will  man  hier 
wieder  die  Gaussischen  Formeln  anwenden,  so  ist  fizziBo^ — a=ioo** — ^4^*8, 
C  z:  iSo'^—i  zz  40''— 4/  flZ=54''— 26^7,  mithin  ^B— C) zz 29''— SG^'.g, 
4(B-|-€)  ZI  70**  —  43^9  ho  zz  27** — i3^4t  woraus  man  auf  dieselbe  Weise 
wie  oben  findet: 

b  —  es""— 42^4        c  —  38"—  i6^o        A  =  59^  — 5^7. 

Hier  ist  offenbar  b  der  ebene  Winkel  an  der  Spitze  auf  der  Octarder- 
fläche  /,  c  die  Neigung  der  Seitenendkante  is  gegen  die  Axe  und  A  das 
Complement  der  ISeigung  von  1  zu  n  zu   180  • 

Die  Ebenen ,  die  durch  den  Mittelpunct   und    durch  die  Endkanten  5/ 

und  sk  gehen,  bilden  mit  der  Fläche  s   ein   'ähnliches    sphärisches  Dreieck, 
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ia  welchem  uns  ebenfalls  zwei  Winkel  und  die  eingeschlossene  Seite  be- 
kannt sind,  nämlich  C  —  a  =  79^—19^2,  B—iSo^-^-^zzSj^  —  H^ 
a  HZ  38^— 16^;  woraus 

b  —  ^2P—l(/ß       c  —  700— i8^o       A  —  4oö_i6^4. 

Hier  ist  wieder  b  die  Neigung  der  hintern  Endkante  sk  gegen  die  Axe« 
c  der  ebene  Winkel  an  der  Spitze  des  Octaeders  auf  der  Fläche  5,  und  A 
das  Complement  -^  zu  180^,  das  schon  aus  den  Messungen  bekannt  ist« 

Wir  besitzen  jetzt  die  fünf  Stücke,  die  wir  brauchen,  um  alle  fibrigea 
Winkel  des  unsymmetrischen  Octaeders  zu  berechnen,  nämlich  vier  Nei- 
gungen der  Endkanten  gegen  die  Axe  und  den  Winkel  o« 

Aus  diesen  Werthen  wollen  wir  gleich  die  Neigung  von  A  zu  r«  von 
k  zvL  n^  und  den  ebenen  Winkel  an  der  Spitze  des  Octaeders  auf  der 
Fläche  k  berechnen.  Man  sieht  nämlich  leicht  ein,  dass  in  dem  sphärischen 
Dreieck,  welches  die  Fläche  k  mit  zwei  Ebenen  bildet,  die  man  sich  durch 
die  Endkanten  sk  und  Pk  und  den  Mittelpunct  gelegt  denkt,  zwei  Seilen 
und  der  eingeschlossene  Winkel  bekannt  sind;  diese  Seiten  sind  aamlirh 
die  Neigungen  der  eben  genannten  Endkanten  gegen  die  Axe,  und  der 
eingeschlossene  Winkel  ist  180^ — ce«  Man  löst  dieses  Dreieck  wieder  ver- 
möge der  Gaussischen  Formeln  auf,  denen  man  folgende  Gestalt  giebt: 

•  ^        »in.  X(6— c) 

sin.  ia  =  coß.iji.  ri^fi-Z^ 

Hier  ist  J  =  100°--  4</,8 ;  i  =;  yS**— 1(/,6 ;  c  zz  67O—  ^,a ;   mit- 

hin  lA  =  5o®— 20',4;  i(i—c)  =  3©— </,7;  4(H<)  =  70°— 9^9 ;  »»»: 
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• 

L.  cot.  iji    =  g*9i858 

L.  cot.  },A    zz 

9.91858 

L,  COS.  lA    —  9«8o498 

L. sin. j(3— c)  =:  8-72048 

L,cos.i(6—'c)zz 

9*9994o 

L.sin.i(^ — e)zz  8» 72048 

I"  •  ,,.,-z   rz  o«02656 

L    *   ' 

L.tg.4(B-|-C):3 

0.46940 
0.38738 

^  .:„.(]-..•)  -  «-33484 

,  L.tg.i(B— O—  8.66562 

L.  sin.  la     :=:  9«86020 

4(ß-0=  aO-Sg'.i 

40  ^  46 — 27' 

i(ß-K)r: 

:  67  —  42,8 

1 

B  —  70  —  21,9 
C  =  65  —    3,7 


fl  zz  92  —  54. 


B  und  C  sind  die  Complemente  der  Neigungen  von  k  gegen  n^  und  / 
zu  180^,  und  a  der  ebene  Winkel  an  der  Spitze  des  Octaedcrs  auf  der 
Flache  L 

Obgleich  wir  die  Neigung  von  P  gegen  die  beiden  Ebenen ,  die  man 
sich  durch  die  £ndkante  P/,  Pi  und  durch  den  Mitlelpuncl  gelegt  denken 
kann,  schon  bekannt  sind,  so  wollen  wir  doch  den  ebenen  Winkel  an  der 
Spitze  auf  der  Octaederflache  P  nach  derselben  Formel  berechnen,  um  eine 
ControUe  für  die  beiden  ersten  Neigungen  und  mithin  auch  für  die  bisher 
gefundenen  Neigungen  der  Endkanten  gegen  die  Aie  zu  haben. 

Wir  haben  A  r:  79** —  19^2;  6  :=  67** — 9^,2;  c  iz  54^ — 26^7;  mit* 
hin  iA  zz  39"*  — 39^6;  \{b  —  c)  =  6"*  — 21^3;  l{b  +  c)  =  eo""  — 48^0? 
woraus ! 

B  —  76"— 33^        C  —  59^  —  9^6        a  ~  es""  — 36^6. 

Die  Winkel  B  und  C  sind  die  Complemente  der  Neigungen  von  P 
gegen  /  und  von  P  gegen  n  zu  180^;  a  ab^r  ist  der  gesuchte  ebene  Win» 
kfel  an  der  Spitze  auf  die  Octaederflache  P. 
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Um  Uebereiastimmung  in  allen  Puncten  der  Rechnung  zu  haben«  ist 
es  nothwendlg«  ausser  den  fünf  Stücken ,  die  durch  die  Erfahrung  gegeben 
seyn  müssen,  nur  berechnete  Werthe*  einzuführen  und  die  beobachteten 
auszuschliessen.  Wir  wollen  deshalb  die  eben  für  die  Flächen  k  und  P 
geführte  Rechnung  auch  (ur  die  Flächen  i  und  s  Tornehmen,  obgleich  wir 
die  Winkel  dieser  Flächen  schon  im  Vorhergehenden  zum  Theil  aus  den 
Messungen,  zum  Theil  durch  Rechnung  abgeleitet  haben.  Man  findet  ver- 
möge derselben  Formeln 

Neigung  Ton  i  gegen  eine  Ebene,  die  duirch  dieHalbaxen  a,  c  geht  !^o  —  47^«^ 
Neigung  von  /^egen  eine  Ebene,  die  durch  dieHalbaxen  b^  c  geht  59  —  6,0 
Ebener  Winkel  an  der  Spitze  auf  der  Octaederfläche  1  •  68  —  4^*6 
Neigung  von  s  gegen  eine  Ebene,  die  durch  die  Halbaxen  a,  c  geht  4o  —  16,4 
Neigung  von  s  gegen  eine  Ebene,  die  durch  dieHalbaxen  3,  c  geht  87  —  34fO 
Ebener  Winkel  an  der  Spitze  auf  der  Octaederfläche  s       •        70  —  18,0 

Es  ist  jetzt  ein  leichtes  die  Winkel,  die  die  Axen  miteinander  machen, 
zu  berechnen«  Bezeichnet  man  den  Winkel  zwischen  den  Axen  a  and  h 
mit  X,  den  Winkel  zwischen  a  und  c  mit  ji^,  den  Winkel  zwischen  b  und 
c  mit  v\  ferner  die  Neigung  der  vordem  Endkante* des  Octaeders  gegen 
die  Axe  mit  r,  die  Neigung  der  hintern  Endkante  gegen  die  Axe  mit  q^ 
die  Neigung  der  Seitenendkante,  die  b  schneidet,  mit  /,  und  die  der  Sei- 
tenendkante,  die  b^  schneidet,  mit  f/^  so  ist,  wie  aus  dem  Vorhergehenden 
bekannt. 


tg.fi 


•iii.(r— p) 


2sin./  •  8iii.p' 

^  Aii.(r— p) 
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woraus  man  findet : 

ft  zz  loi  — i^'fi       V  n:  112 


56^3. 


Um  X  zu  finden,  construire  man  sich  im  Mittelpunct  ein  sphärisches 
Dreieck  aus  dem  Durchschnitt  der  Basis  mit  den  Ebenen,  die  man  sich 
durch  die  Halbaxen  o,  c  und  b^  c  gelegt  denken  kann;  in  diesem  Dreieck 
sind  zwei  Winkel,  nämlich  jtt  und  v,  und  der  eingeschlossene  Winkel, 
nämlich  180  — a,  bekannt«  Man  kann  also  die  übrigen  Stücke  vermöge 
der  oben  angeführten  Gaussischen  Formeln  finden.  Man  hat  nämlich 
Azzioo — 4o^8»  Ä=ii2 — 56^3,  czzioi  — Sg^o,  mithin  j-^zzSo" — 2c/,4f 
4((3 — c)zi!^ — 38^7,  i(3-f-^)izi07° — 17^7  (dessen  Complement:=;72^ — 42^3); 
und: 


L,  cot.  \A 

L^sin.^^ — c) 
1 


9.91658 
8-99284 

0«020I0 


L.  cot«  \A  zz9*9i858 
L.cos.i(*— ^)=9.g9789 
L.  — 7rrr\  =:0'52682(n) 


L.  tg.ä(ß— C)  =  8-93i52  L.tg.i(ß+C)— o.44329(n) 


L.  cos.  \A  zz  9*8o4g8 
L.sin.i(^ — c)zz  8*99284 
I^*    '  wp   ^x^^  1-07006 


L.  sin.  la    ZI  9*86788 


h{B-C)  =    4^—  52^9 
4(ß-K)  =109  -  48,9 

ß  =ii4  —  41,8 
C*  ZI104  —  56,0. 


ia  rz  47°—  32'',2 
a  —  95  —     4,4. 


Hier  ist  a  ziz  Xt  B  die  Neigung  der  Ebenen,  die  man  sich  durch  die 
Halbaxen  a,  c  und  a,  6^  C  die  Neigung  der  Ebenen,  die  man  sich  durch 
die  Halbaxen  b^  c  und  a,  b  gelegt  denkt. 

% 

Da  uns  in  den  (gradlinigten)  Dreiecken ,  die  von  den  Endkanten  des 
Octaeders  und  von  den  Halbaxen  gebildet  werden,  die  Neigungen  der  erstem 


\ 
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gegen  die  verticale  Axe,  und  die  Neigungen  der  verticalen  Aie  gegen  die 
horizontalen  bekannt  sind,  so  können  wir  die  Keigungen  der  Endkanten 
gegen  die  horizontalen  Axen  berechnen,  indem  wir  für  jedes  Dreieck  die 
Summe  der  beiden  bekannten  Winkel  von  i8o^  abziehen.  Man  findet  so : 
Neigung  der  vordem  Endkante  gegen  die  Halbaxe  a  .  •  !%3^  —  54^3 
Neigung  der  hintern  Endkante  gegen  die  Halbaxe  a^  .  .  .  28  -<-  28,4 
Neigung  der  Seitenendkante  si  gegen  die  Halbaxe  6  .  .  28  —  47«7 
Neiguug  der  Seitenendkante  Pi  gegen  die  Halbaxe  6^  .        4^  *^  47«! 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig  die  Neigungen  der  Flächen  des  Octae- 
ders  gegen  seine  Basis  zu  berechnen,  ferner  die  ebenen  Winkel  an  der 
Basis  derselben  Flächen,  und  die  Neigungen  der  Basiskanten  gegen  die  ho- 
rizontalen Halbaxen«  Zu  dem  Ende  benutzen  wir  die  sphärischen  Dreiecke, 
welche  vom  Durchschnitt  der  Octaederfläche  und  der  durch  die  Axen  u,  c 
und  6j  c  gelegten  Ebenen  mit  der  Basis  gebildet  werden. 

In  jedem  dieser  Dreiecke  sind  uns  zwei  Winkel  und  die  eingeschlos- 
sene  Seite  bekannt;  in  demjenigen  z.  B.  welcher  von  der  Octaederfläche  P, 
der  Basis  und  der  durch  die  Axen  17,  c  gelegten  Ebene  gebildet  wird ,  die 
Neigung  von  P  gegen  die  eben  bezeichnete  Ebene,  die  Neigung  derselben 
Ebene  gegen  die  Basis,  und  der  Winkel  zwischen  der  vordem  Endkante 
Pi  und  der  Halbaxe  a.  Man  wendet  hier  wieder  die  Gaussischen  Formeln 
(I)  an;  man  thut  wohl,  alle  acht  sphärischen  Dreiecke  zu  berechnen,  om 
eine  Controlle  (lir  die  gefundenen  Werthe  zu  haben.     Man  findet  so: 

i)  In  dem  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  Fläche  P,  von  der 
Basis  und  von  der  durch  die  Axen  a^  c  gelegten  Ebene  gebildet  wird : 
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a  zz  a3"  — 54^,3       B  =  76°— 33^,0       C  =  65°  — 18',2 
i«  =  1 1°  —  57',a         i(ß— C)  =  5°  —  37^,4         4(ft-K)  =  70°  — 55^6 
woraus 

*  =  34**  — 4^I        r  zz  31*"  — 33^3       ^  —  44''  — 42^4. 
Hier  ist  ^  die  Neigung  der  Fläche  P  gegen  die  Basis,  6  der  Winkel 
zwischen  der  Kante  an  der  Basis,  die  unter  P  liegt,  und  der  Halbaxe  a; 
c  ist  der  ebene  Winkel  der  Octaederfläche  P  vorn  an  der  Basis. 

j 

2)  Im  sphärischen  Dreieck ,  welches  von  der  Fläche  /,  von  der  Basis, 
and  von  der  durch  die  Axen  a,  c  gelegten  Ebene  gebildet  wird: 

a  =  23°— 54^3       B  zz  ii4°— 4i^8      C  =:  4o°— 47^ 
ian:  u°~57^2         i(B-C)  =  36' ^ 5f4         i(ß-K)i=77°-.44',4 
woraus 

b  zz  45''  —  57^9       c  =  3i^— /,3       A  —  30*"— 48^6. 
Hier  ist  A  die  I^eigung  der  Fläche  i  gegen  die  Basis,  6  der  ebene  Win- 
kel auf  der  Octaederfläche  i  vorn  an  der  Basis,  und  c  der  Winkel  den  die 
Axe  a  mit  der  Basiskante  macht,  die  unter  i  liegt« 

3)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  Fläche  ^,  der  Basis  und 
der  durch  die  Halbaxen  a  und  c  gelegten  Ebenen  gebildet  wird : 

fl  =  28'' — 28^4       B  z=  65*"  — 18^2       C  zz  65"^  —  ^,7 
{a  ZI  i4''~  I4^2         4(B— O  zz  o""—  7^3  4(ß-K)  =:  65"^  —  i  I^o 

woraus 

^  zz  56**  —  /^6^4       *  m  31**  — 1/,2       £:  zz  3i** —  7^2. 

Hier  ist  A  die  Neigung  von  i  gegen  die  Basis  des  Grundoctaeders ,  6 
der  ebene  Winkel  auf  der  Octaederfläche  i^  hinten  an  der  Basis,  c  die  Nei- 
gung der  Basiskante,  die  unter  A  liegt,  gegen  die  Halbaxe  a^ 


\ 


—   44o   - 

4)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  I" lache  5,  der  BaAs  and 
der  dorch  die  Halhaxeo  a,  c  gelegten  Ehene  gebildet  wird: 

fl  —  28" — 28',4       ß  =  1 14° — 4 1  ',8       C  =:  4o*  — 16',4 
4«  =  i4"-i4'.2         h(ß-C)  =  37"- 12^7        *i(m-C)  =  77"-2gr,i 
woraus 

^  —  33'*  — 24^        *  =  5i"-55^9        ^  —  34""— 4^1- 
Hier  ist  A  die  Keigong  von  $   gegen   die  Basis ,   ^  der  ebene  Winkel 
hinten  an  der  Basis  ond  c  die  Keigang  der  Basiskante,    die  unter  s  liegt, 
gegen  die  Halbaxe  a^ 

5)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  Fläche  P,  der  Basis  and 
der  Ebene,  die  man  sich  darch  die  Halbaxe  b^^  c  gelegt  denken  kann ,  ge- 
bildet wird: 

a  —  45"  —  4/,i        B  —  104''  —5G^       C  zz  59"  —  9^,6 
\a  zu  ^^  —  53^6         i (ß-O  —  ^L-i  —  53^2         4(B+€)  =  82^*  —  2^8 
woraus 

A  zz.  l\l\  —  4^^4      ^  ^^1%  —  5^»^      ^  ^^  6'"^  —  o^4• 

Hier  ist  A  die  Neigung  von  P  gegen  die  Basis,  h  der  ebene  Winkel 
auf  der  Octaederfläche  P  zur  Seite  an  der  Basis,  c  die  Neigung  der  Basis- 
kante, die  unter  P  liegt,  gegen  die  Halbaxe  h^ 

6)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  Fläche  k^  der  Basis  und 
der  durch  die  Halbaxen  b^  c  gelegten  Ebene  gebildet  wird: 

a  zz  45**  —  4?^'        ^  =  yS** — 4^0  C  zz  70*"  —  21^9 

5a  —  22'* — 53^6         i(ß--C)  =  2"  —  2 1^  I  l(B-\^  =  72'  —  43^o 
woraus 

A  —  Sb"— 46^3       *  —  55'  —  53^3  1:  —  53" — 48^5. 
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Hier  ist  A  die  Neigung  von  h  gegen  die  Basis,  b  der  ^tnt,  Winkel 
auf  der  Ociaederfläche  h^  zur  Seile  an  der  Basis,  c  die  Neigung  der  Ba- 
siskante, die  unter  k  liegt,  ^egen  die  Halbaxe  b^ 

7)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  Fhiche  1,  der  Basis  und 
einer  durch  die  Halbaxen  3,  c  gelegten  Ebene  gebildet  wird: 

a  —  28^  —  47^7        B  —  104''— 56^       C  —  Sg^  — Ö'^. 
\a  —  i4"  — 23^9         i(B^C)  z=  22*^  —  55^         1(^0  =z  82*^—1' 
woraus 

J  —  3o°  — 49^3       6  =  es""— 20^2       c  =  53''_48^4. 
Hier  ist  A  die  Neigung  von   /    gegen   die  Basis,    b  der  ebene  Winkel 
auf  der  Octaederfläche    1    zur  Seite   an   der  Basis    und  c  die  Neigung   der 
Basiskante,  die  unter  1  liegt,  gegen  die  Halbaxe  6. 

8)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  Fläche  5,  der  Basis  und 
der  durch  die  Halbaxen  ä,  c  gelegten  Ebene  gebildet  wird: 

a  z=  28"  — 47^7        B  —  87"^  — 34^0  C  =  75*^  —  4^ 

iö  —  i4'  — 23^,9         i{B—C)  =  6^  — 15^  HIH-Q  —  9>i'—  19^ 
woraus 

A  —  33""  — 23^3       b  rr  61''  — (/,7  c  —  57*'_46^3. 

Hier  ist  A  die  Neigung  von  5  gegen  die  Basis,  b  die  Neigung  der  Ba- 
siskante, die  unter  f  liegt,  gegen  die  Halbaxe  b^  und  c  der  ebeee  Winkel 
der  Octaederfläche  5  zur  Seite  an  der  Basis. 

Man  sieht  aus  der  bisher  geführten  Rechnung,  dass  der  Hauptvortheil 
der  Gaussischen  Formeln  darin  besteht,  mit  Leichtigkeit  mehrere  Winkel 
zugleich  zu  finden,  und  indem  man  denselben  Winkel  mehrere  Male  be- 
rechnet, eine  sichere  Cöntrolle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  zu  haben« 

56 


w 
\ 
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Wir  sehen  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  die  Neigung  der  Basiskantea 
des  von  den  Flächen  P«  1,  5,  k  gebildeten  unsymmetrischen  Octaeders  gleich 
65° — 11^,3  ist.  Die  I^'eigung  von  M  zu  T  ist  aber  128  —  i(/,  es  ist 
also  nicht  möglich,  dass  die  Säulenflächen  M^  T  die  dem  Grundociaeder 
angehörigen  seyn  können. 

Um  die  ^Neigung  der  Säulenflächen  zu  finden,  welche  durch  die  Basis- 
kanten des  Grundoctaeders  gehen  und  zugleich  parallel  mit  der  Axe  c  sind, 
betrachte  man  die  sphärischen  Dreiecke  für  sich,  welche  von  einer  der 
Säulenflächen,  von  der  Basis  des  Octaeders  und  von  einer  Ebene  gebildet 
werden,  die  durch  die  Aien  a,  c  geht.  In  jedem  dieser  sphärischen  Drei- 
ecke sind  uns  drei  Stücke  bekannt,  nämlich  zwei  Seiten,  d«  h.  die  Neigung 
der  Basiskante  des  Octaeders  gegen  die  Halbaie  a,  und  die  Neigung  der 
vordem  Säulenkante  gegen  dieselbe  Halbaxe  oder  ja;  und  der  eingeschlo»* 
sene  Winkel,  d«  h.  die  Neigung  der  Basis  gegen  die  Ebene,  die  man  sich 
durch  die  Axen  a,  c  gelegt  denkt«  Berechnet  man  diese  sphärischen  Drei- 
ecke nach  den  Gaussischen  Formeln  (II),  so  findet  man: 

i)  Im  sphärischen  Dreieck ,  welches  von  der  Basis  des  Octaeders ,  von 
der  durch  die  Axen  a,  c  gelegten  Ebene  und  von  derjenigen  Säulenfläche 
gebildet  wird,  die  unter  1  liegt: 

A  zz  65** — 18^2       6  zu  loi"*  —  89^      c  zu  Si*"  —  7^2 
U  zz  32*^  —  39^.1       i{b-c)  —  35**—  i5^9       4(3+^)  =  66*^—23^1 
woraus 

B—  117''  — 3^9       C=28'— 1^7       fl  =  5i"-^52',8. 
Hier  ist  B  die  ]!teigung  der  Basis  gegen    die  Säulenfläche   die    unter  i 
liegt,   C  die  Neigung  derselben  Säulenfläche  gegen  eine  durch  a,  c  gelegte 
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Ebene,   nnd  a   die  Neigung   der  BasisLante,   die  unter  i  Hegt,    gegen  die 
vordere  Säulenkante« 

■ 

2)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  Basis  des  Octaeders,  von 
der  durch  die  Axen  a,  c  gelegten  Ebene  und  von  der  Säulenfläche  gebildet 
wird,  die  unter  P  Hegt : 

A  —  114*"  — 4^^8       b  zz  lor— 39^       c  zz  34°— 4^i 
iA  zz  57^-20^9       i{6-c)  =  33^-47^5       4(3+6)  =:  67^-51^6 
woraus 

B  —  75' -45^4        C  zz  33'  — 4o^o  a  zz  ii3'— 22^0. 

Hier  ist  B  die  Neigung  der  Basis  gegen  die  Säulenfläche  die  unter  P 
liegt,  C  die  Neigung  derselben  Säulenfläche  gegen  eine  durch  die  Axen  a, 
c  gelegte  Ebene,  a  endlich  der  ebene  Winkel  zwischen  der  Basiskante,  die 
unter  P  Hegt,  und  der  vordem  Säulenkante. 

Bezeichnet  man  ?iun  die  eben  berechnete  Neigung  der  Säulenfläche,  die 
unter  /  Hegt,  gegen  die  Ebene,  die  man  sich  durch  die  Axen  a^  c  gelegt 
denkt,  mit  /,  so  Ist  nach  dem  Yurhergehenden ; 

^   cot. 7'  -[•  (/» — 1)  cot.« 


cot.  y 


n 


oder  n 


_^    cot.  ^ — rot.«    ___^   «in.y  5in.(rt — y') 
"~"     cot.y  —  cot.a     ""*   sin.  y^sin.  (a — y') 


o  ^  o  "*■*  o 

Setzt  man  hierin  azZ79  — 19^2,  /  :z:  28  — 1^7,  und  y  rz53  — 2(/, 
wie  die  Messungen  geben,  so  findet  man 

n  zz  3,o4o 
also  sehr  nahe  gleich  3,  woraus  folgt,    dass  3/1  j:    das   krystallographische 
Zeichen  der  Flächen  M  und  iS^x  das  Zeichen  der  Fläche  T  ist. 


L 
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Will  man  nun  die  Neigungen  der  Flächen  M  und  T  gegen  eine  durch 
die  Axen  ö,  c  gelegte  Ebene  genauer  finden,  als  es  durch  Messung  ge- 
schehen konnte,  so  braucht  man  dazu  die  Formeln 

1  sin.  ry'-4-«"') 

cot.  y  rz  -  •    .     ,r' 

'  n  sin.  y   sin.  99 

^^4'    Q  1  »in.  (y— /^) 

cot«  P   —     •    -: — T7-: 

'  n  sin.  p  sin.  q> 

in  welchem  cot.  r/)  =:  (/z — i)  cot.  «• 

Hier  ist  »  zz  3,  a  zz  79** — 19^2,  /J' ZU  33*^  —  4o^o,  /ZZ28*^  —  /.t^ 
also 

.      /?  :=  69"  -  27^5 
y  ZI  53  —    3,6. 

Diese  Werthe  weichen  bedeutend  von  den  durch  Messung  gefundenen 
ab,  aber  bei  Salzen,  deren  Krystallisation  oft  durch  zufallige  Umstände 
gestört  wird,  und  deren  Flächen  fast  nie  vollkommen  spiegelnd  sind ,  ist 
oft  eine  grössere  Genauigkeit  nicht  zu  erlangen. 

Es  ist  jetzt  nicht  schwer  auch  die  Neigungen  der  Octaederflächen  i\ 
P,  k^  s  gegen  die  neuen  Säulenflächen  Af,  T^  M^^  T'  zu  finden,  die  nun 
auch  von  den  Resultaten  der  Messung  ein  wenig  abweichen  werden.  In 
den  sphärischen  Dreiecken,  welche  vom  Durchschnitt  dieser  Flächen  mit 
der  durch  die  Axen  a^  c  gelegten  Ebene  gebildet  werden,  sind  uns  die 
Neigungen  dieser  Flächen  gegen  die  eben  bezeichnete  Ebene,  und  die  Nei- 
gungen der  Endkanten  des  Octaeders  gegen  die  vordere  und  hintere  Säu- 
lenkante bekannt ;  wir  können  uns  also  wieder  der  Gaussischen  Formeln 
(I)  bedicnefi,  um  die  übrigen  Stücke  zu  finden.     Wir. haben  nämlich  : 


j 
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i)   Im    sphärischen  Dreieck ,    welches  von  den  Flächen  i,  M  und    der 
durch  die  Axen  a^  c  gelegten  Ebene  gebildet  wird : 

a  —  125**  — 33^3       B  =  53"— 3^6       C  zz  4o"— 47^0 
ia  -  62^  —  46^7  i(ß— C)  —  6"  — 8^3  i{B^q  =  46^  —  55^3 

woraus 

j  —  ,39"—  20^6       6  —  86°— 25^4       £:  =:  54°  -  3/,2. 
Hier   ist  Jl  die  Neigung  von  i  zu  M,    b  der   ebene  Winkel    zwischen 
der  Endflante  /P  und  der  Kante  iM y    und  c  der  ebene  Winkel    zwischen 
den  Kanten  iM  und  MT. 

2)  Im    sphärischen  Dreieck,    welches  von  den  Flächen  P,  T   und  der 
durch  die  Axen  a^  c  gelegten  Ebene  gebildet  wird: 

a  —  125*^  —  33^3       B—  76^  —  33^       C  —  69''  — 27^5 
ia  —  62^—46^7  h{B—C)  —  3*^  —  32^8         i(ß+0  =  73*"  — 0^3 

woraus 

A  z=:  127''  —  4o^6       b  ZI  88''  —  W.o       c  zz  ^l\  — i6^o. 
Hier    ist  A   die  Neigung  von  P  zu  7*,    b  der  ebene  Winkel  zwischen 
den  Endkanten  VT  und  MT ^   c  der  ebene  Winkel  zwischen   den  Kanten 
Vi  und  VT. 

3)  Im  sphärischen  Dreieck,    welches   von  den  Flächen  ^,  W    und    der 
durch  die  Axen  a^  c  gelegten  Ebene  gebildet  wird: 

a  zz  106"  —  49^4       B  n  65'^  —  3^7       C  =  53'— 3^6 
ia  =  53^-4^7  l(ß-0  =  e'^-o^i  i(B+C)  =  59^-3^7 

woraus 

^=117"  —  35',3       3  —  78"  —  ig'.S       c  zz  59"— Bo^S 
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Hier  ist  A  die  Neigung  von  k  gegen  M\  c  der  ebene  Winkel  zwischen 
den  Kanten  sk  und  kMf  ^  und  b  der  ebene  Winkel  zwischen  den  Kanten 
kW  und  M'T\ 

4)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  den  Flächen  5,  T^  und  der 
durch  die  Axen  a^  c  gelegten  Ebene  gebildet  wird: 

a  m  io6^  —  49^4       ^  ^=^  ^^  —  27^5       C  =:  4o**  —  \^\k 
\a  —  53"  — 24^7        KÄ-C)  —  i4"— 35^6        4(^+0  =  54^  —  52^0 
woraus 

A  —  M^^—  17^2       b  =  88*"  — 43^1       c  —  43"  — 38%5. 

Hier  ist  A  die  Neigung  von  5  zu  J''',  b  der  ebene  Winkel  zwischen 
den  Kanten  sk  und  sT\  und  c  der  ebene  Winkel  zwischen  den  Kanten 
sT  und  TM\ 

Wir  haben  an  unsern  Krystall  noch  zwei  secundäre  Flächen,  x  und  ir. 
Die  erstere  stumpft  die  Kante  VT^  ab,  und  liegt  zugleich  in  der  Zone  der 
Flächen  5,  ^,  welches  ihre  Lage  hinlänglich  bestimmt,  ihr  Zeichen  ist  37*x« 


oder  nach  Weiss  .  a^ ;  6b^ :  c  ,  wenn  man  sich  erlaubt,  4ie  schiefwinklich- 
ten  Axen  des  Grundoctaedcrs  als  Weissische  Axen  anzunehmen«  Die  Fläche 
u  stumpft  die  Kante  TM^  ab  und  liegt  in  derselben  Zone,  ihr  Zeichen  ist 


also  \Tx  oder  nach  Weiss     a  \\b  \c  •     Man    kann    die  Neigungen  dieser 


Flächen  auf  folgende  Art  berechnen. 

Man  lege  eine  Ebene  queer  durch  die  Flächen  5,  ^,  /,  kf  ^  so  dass  sie 
mit  denselben  einen  rechten  Winkel  macht ;  auf  dieser  Ebene  werden  die 
Flächen  5,  ^«  /f  ^  ein  Rhomboid  abschneiden,  in  welchem  die  Neigungen 
der  Seiten  gegen  die  eine  Diagonale  den  Neigungen  von  5,  k  gegen  die 
durch  die  Axen  a^  c  gelegte  Ebene  gleich  sind,    und   in   welchem  die  an- 
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dere  Diagonale  mit  der  Axe  b  zasammenfallt«  Nennt  man  die  Steigung 
dieser  Diagonalen  untereinander  a,  die  Tteigung  der  kürzeren  Seite  des 
Rhomboids  gegen  die  erste  Diagonale  ß.  und  die  Tfeigung  der  längeren 
Seite  des  Rhomboids  gegen  dieselbe  Diagonale  y  ,  so  ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden 

2  sin.  Ä  sin.  j 

tg.  a  zz  -T— 7T — r-. 

Setzt  man  hierin  ß  zz  65^ — 3^7  ,    y  zz  4o^ —  i6'',4  ,    so  findet  man 
a  zz  70^ —  i9'^,2  dessen  Complement  109^ — l^o^fi. 

Diess  wäre  zugleich  die  Neigung  einer  graden  (d.  h«  mit  der  Axe  b 
parallelen)  Abstumpfung  der  hintern  Endkante  gegen  die  durch  die  Halb« 
axen  a^  c  gelegte  Ebene« 

Um  nun  aus  dieser  Neigung  die  Neigung  von  z  oder  u  gegen  dieselbe 
durch  die  Halbaxen  a^  c  gelegte  Ebene  zu  berechnen,  bedient  man  sich 
der  folgenden  Formel,  die  wir  schon«  bei  den  Säulenflächen  angewendet 
haben : 

cot.  /  z::  —  •  -T-^:-^ 

'  n  sin.y  sin.9> 

worin  cot.  5p  zz,  (n — i)  cot.  a. 

Hierin  ist  /  die  gesuchte  Neigung  der  neuen  Fläche    gegen    die    durch 
die  Axen  a,  c  gelegte  Ebene;    für    die  Fläche  x   haben  wir   ;z  zz  3,    für 
die    Fläche  «,    n  zz  i;    in    beiden    Fällen    ist    a  :z:  lOCjp  —  40^,8    und 
y  ZZ  65^ — 3^7.     Man  findet  so  : 
Neigung  von  x  gegen  die  durch  die  Axen  a,  c    gelegte  Ebene 

(180° -f) 94''-46',2 

Neigung  von  u  gegen  dieselbe  Ebene  (180  — y)  •       •        44  —  ^7,0 
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Man  gelangt  zu  denselben  Resultaten,  wenn  man  die  beiden  sphärische^ 
Dreiecke  auflöset,  welche  von  den  Flächen  x  oder  i/,  und  den  beiden  Ebe- 
nen, die  man  durch  die  Axen  a^  c  und*  3,  c  legen  kann ,  gebildet  werden. 
In  jedem  dieser  Dreiecke  kann  man  drei  Stücke  als  bekannt  ansehen,  einen 
Winkel,  nämlich  die  Neigung  der  eben  bezeichneten  Ebenen,  und  die  bei- 
den einschliessenden  Seiten,  nämlich  die  ISeigung  der  hintern  Endkante 
gegen  die  Axe,  und  die  Neigung  derjenigen  Linie  gegen  die  Axe,  welche 
aus  dem  Durchschnitt  der  Fläche  x  oder  u  mit  der  durch  die  Axen  ^,  c 
gelegten  Ebene  entsteht.  Man  berechnet  erst  diese  letzteren  Neigungen, 
indem  man  in  def  obigen  Formel  a'Zlvziz  112  — 56^3,  y  1:167  —  ^^%  *), 
und  für  a:,  /i  m  3,  für  u  aber  »  zi:  f  macht.  Man  findet : 
Neigung  der  Durchschnittslinie  von  x  und  der  durch  die  Axen 

3,  c  gelegten  Ebene  gegen  die  Axe    ....        98^  —   3^9 
Neigung  der  Durchschnittslinie  von  u  und  der  durch  die  Axen 

by  c  gelegten  Ebene  gegen  die  Axe    .        .,       .        .        ^5  —  27,2 

Nun    kann    man    die  beiden  eben  erwähnten  sphärischen  Dreiecke  ver- 
mittelst der  Gaussischen  Formeln  auflösen.     Man  hat  nämlich  : 

i)  Im  sphärischen  Dreieck ,  welches  von  der  Fläche  x  und  den  beiden 
durch  die  Axen  ^,  c  und  3,  c  gelegten  Ebenen  gebildet  wird  : 

iA  —  5o'— 20^4         l(b-c)  =  12'  — 26^7         i(b+c)  -  85"_  37^,3 
woraus 

a  -  i02°-29'-,2       B  -  94''-46',3       C  -  74°_  27^3. 


*)  Diess  ist  die  ??ejgung  der  Seitenendkantc  Pk  gegen  die  Axe. 
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Hier  isl  a  der  ebene  Winkel  zwischen  den  Durchschnittslinien  der 
Fläche  X  mit  den  beiden  durch  die  Axen  a^  c  und  b^  c  gelegten  Ebenen ; 
h  ist  die  Neigung  von  x  gegen  die  erste;  C  die  Neigung  von  x  gegen  die 
zweite  von  diesen  Ebenen« 

2)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  Fläche  u  und  den  beiden 
durch  die  Axen  a^  c  und  b^  c  gelegten  Ebenen  gebildet  wird: 

A  zu  100^ — 40^8        b  zz  73°  —  Io^6  c  zz  45*"  —  27^2 

iA  —  So"  —  20^4          ii^—c)  =;  iS*"  —  5 1^7  i(b^c)  zz.  Sg^  —  18^9 
woraus 

a  zu  85"  — 36^,3       B  zu  70^  —  37^8  C  —  44^  —  37^2- 

Hieri4st  a  der  ebene  Winkel .  zwischen  der  Durchschnittslinie  der 
Fläche  u  mit  den  beiden  durch  die  Axen  /z,  c  und  a^  b  gelegten  Ebenen; 
C  ist  die  Neigung  von  u  gegen  die  erste,  B  die  Neigung  von  u   gegen    die 

zweite  dieser  Ebenen. 

■ 

Man  kann  es  sich  noch  zur  Aufgabe  machen,  die  Neigungen  der  Flä- 
chen X  und  u  gegen  die  Flächen  P  und  /  zu  finden;  zu  dem  Ende  braucht 
man  nur  die  sphärischen  Dreiecke  zu  betrachten,  welche  aus  dem  Durch- 
schnitt je  zweier  dieser  Flächen  mit  der  durch  die  Axen  a,  c  gelegten 
Ebene  entstehen;  in  jedem  dieser  Dreiecke  sind  uns  zwei  Winkel  und  die 
eingeschlossene  Seite  bekannt,  nämlich  die  Neigungen  der  Flächen  P,  /,  1/, 
X  gegen  eine  durch  die  Axen  ^,  c  gelegte  Ebene,  und  die  Neigung  der 
vordem  Endkante  des  Grundoctaeders  gegen  die  hintere.     Man  findet  so: 

I)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  Fläche  ar,  P,  und  der 
durch  die  Axen  a^  c  gelegten  Ebene  gebildet  wird : 

57 


0=154"— 26',74-73*'—io',6=:i27°._37^3     ßr=94"— 46',2     C—-j6''—33\o 
la  =  63"  —  48^7  i  {B—C)  =  9"  —  6',6  i(ß-(-0  =  85"  —  Sg'.S 

woraus 

A  —  124''  —  54^7        6  zz  io5"  — 44^,0       c  —  69''—  57^o. 
Hier  ist  A  die  Neigung  von  P  zu  x,  3  ist  der  ebene  Winkel  zwischen 
den  Kanten  Px  und  P/,    c  der  ebene  Winkel    zwischen    den  Kanten  Px 
und  xs  (oder  x^). 

2)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  den  Flachen  /,  x  und  der 
durch  die  Axen  £/,  c  gelegten  £bene  gebildet  wird: 

a  =:  127''  — 37^3       B  =  85"— 13^8  C  zz  4o"  — 47^0 
\a  —  63°  — 48^7          i(ß-0  =  22"  -  I3^4  4(ß-K)  =  63"  -^c//f 

woraus 

^  ZZ  117'*  — 24^6        Ä  ZI  119"*  —  57^1  c  zz  38"  —  21^7. 

Hier  ist  A  die  Keigung  von  jr  zu  1,  b  der  ebene  Winkel  zwischen 
den  Kanten  ix  und  Pi^  c  der  ebene  Winkel  zwischen  den  Kanten  ix 
und  xs.  > 

3)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  den  Flachen  u^  P  und  der 
durch  die  Axen  a,  c  gelegten  Ebene  gebildet  wird: 

a  —  127^—37^3       B  —  76"  — 33^  C  —  44'  — 37^o 

la  =  63*^  —  48^7         i(Ä— C)  zz  i5"  — 58^  h{B-\^  r=  60"— 35 
woraus 

A  —  125^  —  38^.      b  zu  io8"  — 36^1  c  zz  43"— ii^5. 

Hier  ist  A  die  Keigung  von  P  zu  w,  b  der  ebene  Winkel  zwischen 
den  Kanten  Pi/  und  ux^  c  der  ebene  Winkel  zwischen  den  Kanten  Pk  ondPi. 


i 
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Uaüy  hat  noch  drei  andere  Flächen  am  Kupfemlriol  beobachtet,  die  er 
mit  /,  y  und  z  bezeichnet.  Die  erste  ist  eine  Säulenilaciie  und  stumpft 
die  Kante  Tt^  ab;  die  zweite  stumpft  die  Kante  P/  und  die  dritte  die 
Kante  xs  ab,     Ihre  Zeichen  sind  folgende: 


nach  Ilaiiy. 

2 

y-i 


nach  Weiss. 


a\  lb\  ooc 


a  :  i^b  :  c 


a  :  3ä  :  c 


nach  uns. 

iSx. 
3Ux. 


Die  Haiiyschen  Zeichen  beziehen  sich  auf  die  Fig.  i8o,  die  unsrigcu 
auf  die  Fig.    17J. 

Die  Neigungen  dieser  Flächen  gegen  eine  durch  die  Axen  a^  c  gelegte 
£bene  werden  eben  so  gefunden,  wie  die  Neigungen  der  Flächen  T ,  z 
und  u  gegen  dieselbe  Ebene.     Sie  sind: 

Keigung  von  /  gegen  eine  durch  die  Axen  a^  c  gelegte  Ebene  Sj' — 55'',3. 
ISeigung  von  y  gegen  dieselbe  Ebene  .  •  .  .  .  54  —  48i3. 
Keigung  von  z  gegen  dieselbe  Ebene      .     '  .        •        •        •        Sy  —  f^o^o. 


Zusammenstellung  der  im  Vorhergehejukn  erhaltenen  Resultate. 


Zeichen  der  Flächen 

nach  Haiiy, 

•> 

P  =:  P 

s  —  ^E 
M=z  M 
T  —  T 


nach  Weiss« 


a  :  6  :  c  \ 


a-.b'.c  I 


a  \  b  \  c\ 


ZU        j  a^\  b  \  c\ 


nach  uns  (s.  Fig.    i74)< 
=        Ä 

=       S 
—       T 

zz       U 


X 

z 
u 

y 

n 


a :  Zb  :  ooc 

a  :  33  :  oor.  \ 

\a^\  3b/.  c 

\a:3b:c 


3Ä°x 


3S"x 

3Tx 

3Ux 


a, :  ?*, :  c 


a  :  !^^ :  g  I  — 


ZZ        f5x 


a :  oob'.ooc  1 


r  zz  'G» 


ooa  :  3 :  ooc  I         «« 


ö  :  ib^ :  ocx: 


Winkel  des  von  den  Flächen  /,  P,  ^,  $  gebildeten  Grundoctaeders : 
Neigung  der  Halbaxe  a  gegen  die  Halbaxe  b      .        .       .  oßP —    4^4 

Neigung  der  Halbaxe  a  gegen  die  Halbaxe  c  •  •  •  loi  —  3g«a 
Neigung  der  Halbaxe^  gegen  die  Halbaxe  c  »  •  •  112  —  56«3 
Neigung  der  Ebenen,   die  man  durcb  die  Halbaxen  a,  c   und 

3,  c  legen  kann  »       • lOO  —  40t8^ 


*)  5itfae  Fi|.  17^ 
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Keigung  der  Ebenen ,    die    man  durch  die  Halbaxen  a,  b  und 

j,  c  legen  kann ii4^ — 41^,8 

I^eigung  der  Ebenen,   die   man   durch  die  Halbaxen  a^  b  und 

3,  c  legen  kann io4  —  56,o 

Ileigung  von  /  gegen  die  Ebene,  die  man  durch  die  Axen  a^  c 

legen  kann 4^  —  479O 

Keigung  von  P  gegen  dieselbe  Ebene 76  —  33,o 

Keigung  von  k  gegen  dieselbe  Ebene 65  —     3,7 

I^eigung  von  5  gegen  dieselbe  Ebene 4^  —  16,4 

Neigung  von  /  zu  P 117  —  20,0 

ISeigung  von  k  zw  s .  io5  —  20,1 

Neigung  von  /  gegen  eine  durch  die  Ebenen  3,  c  gelegte  Ebene     59  —    6,0 

Neigung  von  5  gegen  dieselbe  Ebene 87  —  34^0 

Neigung  von  P  gegen  dieselbe  Ebene 59  —     9,6 

Neigung  von  k  gegen  dieselbe  Ebene     r       .       ,       .       .  70  —  21,9 

Neigung  von  1  zu  5          •       .        .        .        .        .        .        .146  —  l^o^o 

Neigung  von  P  zu  ^ 129  —  3i,5 

Neigung  von  1  gegen  die  Basis 3o  —  Ifiß 

Neigung  von  P  gegen  die  Basis 44  -^  4^i4 

Neigung  von  k  gegen  die  Basis 56  —  4^f4 

Neigung  von  s  gegen  die  Basis 33  —  24,0 

Neigung  von  1  gegen  1/  .        . 87  —  35,o 

Neigung  von  P  gegen  / 78  —    6,4 

Neigung  der  vordern  Endkante  Pi  gegen  die  Axe       •        •  54  —  26,7 

Neigung  der  hintern  Endkaüte  sk  gen  die  Axe   •       •       •  73  —  io»6 
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Neigung  der  Seitencndkanlc  is  gegen  die  Axe      .        .        .  38'' —  16^0 

Neigung  der  SeJtenendkante  PA  gegen  die  Axc    ...  67  —     9,2 

Kelgung  der  Basiskante  ii^  gegen  die  Halbaxe  a         .        .  3i   —     7,2 

Neigung  der  ßasisknnte  Ps^  gegen  die  Halbaxe  a        .        .  34  —     4»' 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  auf  der  OctaederflHche  i      •  68  —-  4^«^ 

Ebener  Winkel  vorn  an  der  Basis  auf  derselben  Flache    .  45  —  •^7*9 

Ebener  Winkel  zur  Seite  an  der  !Basis  auf  derselben  Fläche  65  —  19,5 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  auf  der  Octacderflache  P    .  68  —  36,6 

Ebener  Winkel  vorn  an  der  Basis  auf  derselben  Fläche    •  3i   —  33,3 

Ebener  Winkel  zur  Seite  an  der  Basis  auf  derselben  Fläche  79  —  5o,i 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  auf  der  Octacderflache  k     .  92   —  54»0 

Ebener  Winkel  hinten  an  der  Basis  auf  derselben  Fläche  3i   —   11,2 

Ebener  Winkel  zur  Seite  an  der  Basis  auf  derselben  Fläche  55  —  54«8 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  auf  der  Octacderflache  5      .  70  —   18,0 

Ebener  Winkel  hinten  an  der  Basis  auf  derselben  Fläche  5i   « —  55,9 

Ebener  Winkel  zur  Seite  an  der  Basis  auf  derselben  Fläche  57   —  461* 

Neigungen  der  secundären  Flächen  untereinander    und  gegen  die   primären, 

nebst   einigen  ebenen  Winkeln. 

Neigung  von  M  zu  T 122°  —  3i^i 

Neigung  von  M  zu  n i53  —  44»4 

Neigung  von  T  zu  n i48  —  46»7 

Neigung  von  M  zu  r        .        .        .        .        ,        .        .        .  126  —  56,4 

Neigung  von  7"  zu  / iio  —  32,5 

Neigung  von  /  zu  / .                  •  142  — —     4»7 


• 
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r^eigung  Yon  /  zu  T 
Neigung  von  i  zu  M 
Neigung  von  /  zu  r 
Neigung  von  /  zu  n 
T^oigung  von  i  zu  x 
Neigung  von  P  zu  T 
JNeigung  von  P  zu  / 
Neigung  von  P  zu  / 
Neigung  von  P  zu  n 
Neigung  von  P  zu  x 
Neigung  von  P  zu  y 
Neigung  von  i  zu  M^ 
Neigung  von  ^  zu  / 
Neigung  von  i  zu  // 
Neigung  von  i  zu  u 
Neigung  von  ^  zu  x 
Neigung  von  s  zu  T^ 
Neigung  von  5  zu  r 
Neigung  von  5  zu  // 
Neigung  von  5  zu  r 
Neigung  von  5  zu  z 
Neigung  von  x  zu  r' 
Neigung  von  x  zu  r/ 
Neigung  von  u  zu  / 
Neigung  von  u  zu  v^ 


48 

39 

»7 


27 


o 


o3  — 
58  — 
20  — 
24- 

25  _ 

17  — 

.4  - 
09  — 

59- 

29  — 
16  — 

39  - 
92  — 
35  — 

62  _ 

85  — 

o5  _ 

35  _ 


27^8 
20,6 

i3,o 
54,0 
24,6 
40.6 
27,0 
i5,3 
5o,4 

54.7 
38,o 

35,3 

56,3 

38,1 

33,3 

5o,8 

17,2 

43,6 

26,0 

2,6 

36,4 

i3,8 

32,7 

23,0 


05  —  a2,a 
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Ileigung  von  x  tu  z 
Neigung  von  y  in  / 


Neigung  von  z  zu  r 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Pi  und  Mi 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Mi  und  MT 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  PT  und  MT 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Pi  und  PT 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  sk  und  kM^ 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  iM^  und  lifT^ 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  sk  und  sT^ 


Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  sT'  und  T^M 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Px  und  Pi 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Px  und  ix 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  ix  und  Pi 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  ix  und  xs 

Ebener  Winkel  cwischen  den  Kanten  Pu  und  ux 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Pu  und  Pi 


l52* 

125 

122 

86 

54 
88 

74 
78 

59 

88 

43 
io5 

ito 

"9 

141 

108 
43 


26^,2 

11,7 
20.0 

25.4 

39,2 

36tO 
16,0 
19,8 
5o,8 

43.1 
38.5 

44.0 

3,0 

•  57,1 
38,3 
36,1 

-  11,5 


ANHANG. 

forn  dnppeltschie/en  Rhombenoclaeder . 

Man  denke  sich  eine  rhombische  Säule  mit  einer  Endfläche,  die  schief 
auf  die  vordere  Sei  tenka  nie  der  Säule  aufgesetzt  ist,  so  hat  man  den  Grund - 
typus  eines  besonderen  Krystallsystems.  das  Mitscherlich  am  unterschwefel- 
sauren Kalk    entdeckt    und    in  Poggendorfs  Annalen  Bd.  VIII.  p.  427  be- 


-    4^7    -  .      " 

.  schrieben  hat.  Die  Axen  des  ÜctaUders«  welches  dieser  Form  zum  Grunde 
liegt,  machen  ebenfalls  lauter  schiefe  Winkel  miteinander,  wie  die  des 
unsymmetrischen  Uctaeders^  aber  zwei  Ebenen  durch  die  Axen  a^  c  und 
i^  c  gelegt,  sind  rechtwinklicht  gegeneinander  geneigt,  welches  beim  eigent- 
lichen unsymmetrischen  Octaeder,  z.  B.  bei  dem  des  Kupfervitriols,  nicht 
der  Fall  ist. 

Man  sieht  gleich,  dass  auf  diese  Weise  eines  von  den  fünf  Elementen, 
deren  Kenntniss  zur  Berechnung  der  Winkel  am  unsymmetrischen  Octae- 
der nothwendig  irt,  wegfallt,  und  man  nur  vier  Stücke  zu  wissen  braucht, 
um  alle  übrigen  zu  finden. 

Man  könnte  dieses  neue  Krystallsystem ,  wenn  man  der  Mohsischen 
Benenhungsweise,  die  hier  die  bequemste  scheint,  treu  bleiben  will,  das 
tritoprismatische  nennen,  indem  es  zwischen  dem  hemiprismatischen  und 
tetartoprismatischen  mitten  inne  steht.  Die  Figuren  i8o  bis  184,  welche 
die  vorzüglichsten  Krystallformen  des  unterschwefelsauren  Kalkes  vorstel- 
len, machen  jede  weitere  Erklärung  überflüssig,  und  wir  wenden  uns  gleich 
zur  Rechnung. 

Mitscherlich  fand  am  unterscliwefelsauren  Kalk: 

TS'eigung  von  M  zu  Hf 78* —  i(/ 

IKeigung  von  P  zu  a 107  —     2 

Iseigung  von  P  zu  b  » c)8  —  21 

Neigung  von  P  zu  J iio  —  58 

siehe  die  Figuren   181  —  i85. 

Die  gegenseitige  Lage  der  Flächen  ist  folgende: 

/  stumpft  die  Kante  zwischen  den  Flächen  /,  /z  ab ;  ^  die  Kante  zwischen 

58 
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n  und  k:  ferner  Hegt  c  In  Bezug  auf  A  eben  so,  wie  /  in  Bezu|;  auf  /• 
Alles  dieses  wird  aus  der  Fig.  184  deutlich.  Wenn  man  also  /,  ^,  c,  1 
als  die  grad«n  (d.  h.  mit  den  horizontalen  Axen  parallelen)  Abstumpfungs» 
flächen  der  £ndkanten  eines  Rhomboidoctacders  ansieht,  so  sind  l^  n^  k 
drei  Flächen  dieses  Octaeders.  Dieselbe  Bewandtniss  hat  es  mit  den  Flä- 
chen e^  h^  d  und  m^  die  einem  niedrigeren  Octaedcr  gehören.  Da  m  die 
Kante  zwischen /und  g  abstumpft,  so  ist  die  Axe  des  zweiten  Octaeders 
bei  gleicher  Basis,  offenbar  nur  halb  so  lang,  als  bei  dem  von  den  Flächen 
/,  /z,  k  gebildeten  Grundoctaeder.  An  beiden  Octaedern,  die  P  zar  ge- 
meinschaftlichen Basis  haben,  erscheinen  die  Säulenfläche  M  als  Ahstom- 
pfungsfläche  der  Basiskanten. 

Die  Flächen  a^  b^  P  bilden  ein  rechtwinklichtes  sphärisches  Dreieck» 
in  welchem  (ausser  dem  rechten)  zwei  Winkel  bekannt  sind ,  nämlich 
— ,  -7-;  man  kann  also  die  Seiten  desselben  -^,  -r^,  —  berechnen« 

ab  ab      Pb     ab 

Man  findet 

Wenn  man  die  Winkel,  welche  die  drei  Axen  des  zum  Grunde  lie- 
genden schiefen  Rhomboidoctacders  untereinander  machen,  mit  JL,  fjL^  v  be- 
zeichnet, nämlich  den  Winkel  zwischen  den  Halbaxen  a  und  b  mit  >,,  den 
Winkel  zwischen  a  und  c  mit  fi  und  den  Winkel  zwischen  b  und  c  mit  v, 
so  ist  offenbar 

Pm  €>    ^         \ 

^^:=:i8o-^ 

Pb 

-7   ZU    180   — V, 
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denn  die  Kanten  Pb^  Pa^  ab    sind   mit  den  Azen  des  Octaeders  a^  b^  c 
parallel.     Es  ist  also 

;l=    92° -34^6 

fi  zz  107  —  i3,3 
y  =  81  —  i5,8. 
Legt  man  jetzt  eine  Ebene  darch  die  vordere  Säalenkante  MM^  ond 
den  Mittelpunct  (oder  durch  die  Halbaxen  a  und  c)^  so  bildet  diese  mit 
den  Flächen  M  und  P  ein  sphärisches  Dreieck,  in  welchem  die  Neigung 
Ton  P  gegen  die  eben  bezeichnete  Ebene  (welche  mit  der  Fläche  b  paral- 
lel geht),  der  Winkel  zwischen  der  Dnrchscfanittslinie  dieser  Ebene  nnd 
der  Fläche  P  und  der  vordem  Säuleakante,  uod  die  halbe  Neigung  --  an 
der  Säalenkante  bekannt  sind,  so  dass  man  die  übrigen  Stücke  durch 
Rechnung  finden  kann.  Man  findet  rermöge  der  Gaussischen  Formeln, 
deien  Gebrauch  ich  jetzt  als  hinlänglich  bekannt  voraussetzen  kann : 

Neigung  von  P  gegen  M 94  —    7^7 

Ebener  Winkel  (r)  zwischen  der  Kante  PM  nnd  der  Halbaxe  a     i^  —     8,3 
Ebener  Winkel  {$)  zwischen  den  Kanten  PM  und  MM^  108  —  Sg 

Auf  ähnliche  Art  erhält  man  : 

Neigung  von  P  zu  M^ .        .        107  —  i8,4 

Ebener  Winkel  (/)  zwischen  der  Kante  PyW^  und  der  Halbaxe  a      3c)  —     G,2 
Ebener  Winkel  (o)  zwisrhrn  den  Kanten  PM^  und  MM^  98  —  10,8 

'  Legt  man  eine  Ebene  durch  die  Axen  a^  c^  so  bildet  diese  mit  den 
Flächen  /  und  a'  ein  rechtwinklichtes  sphärisches  Dreieck,  in* welchem 
7.wei  Stücke  bekannt  sind,  nämlich  die  Neigung  von /*  zu  1/,  nnd  der>ebene 
Winkel  zwischen  der  Kante  fa'    und    der  Durchschnittlinie   der  Fläche  cf 
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mit  der  Ebene,   die  durch   die  Axen  a^  c  geht;   der  erste  dieser  Winkel 

p                        P 
ist  z:  ~  +  i8o^ 7  ZZ  142^  —  0^  der  zweite  zz  v  zz  81^  —  i5  ,8. 

Berechnet  man  dieses  Dreieck,  so  findet  man; 

I^eigung    von  /   gegen   eine  Ebene,   die   durch   die  Axen  a^  c 

geht,  oder  180^  —  ^ 84''— 38^i 

,  Neigung  der  hintern  Endkante   des  Grundoctaeders    gegen    die 

Axe 37  —  40,6 

Neigung  derselben  Endkante  gegen  die  Kante /i/         .       .       96  —  543 
An  der  hintern  Ecke  an  der  Basis  des  Grundoctaeders  wissen  wir  jetzt 

die  Neigung  der  hintern  Endkante  gegen  dieHalbaxe  a^zzi  fi  —  87^ 4^^^ 

=Z  69^ — 32^7;  die  Neigung  der  hintern  Basiskante  gegen  die  Halbaxe  a 
zz  r  zz:  ^T^  —  8^3 ;  ferner  die  Neigung  einer  durch  die  Halbaxen  «,  c 
gelegten  Ebene  gegen  die  Basis  -^  zz  98^  —  21;  man  kann  also  die  Nei- 
gungen  der  hintern  Octaederfläche  gegen  die  Ebene,  die  man  durch  die 
Halbaxen  a,  c  legen  kann,  und  gegen  die  Basis,  ferner  den  ebenen  Win- 
kel der  Octaederfläche  hintten  an  der  Basis,  berechnen,  nach  den  bekann- 
ten Formeln: 

tg.  KßH^  =  cot.  iA  .  SJ^ 


^(H-') 


COS.J 

sin.  j(2^ — c) 


sin.  3(-Ä— O 


sm.  \a  zz  cos*  iA 
worin  also 
iA  =  49"  —  i(/,5       i{b-c)  —  16'  -  i2^:&       i(H<)  =  53^  —  2c/,5. 
Man  findet  so: 
Neig,ung  der   hintern  Octaederfläche  {t)   gegen   eine   durch    die 

Halbaxen  by  c  gelegte  Ebene  (t8a*^ — j)  ►       .       37"* 3i^o 


i 


Neigung  derselben  Octaederfläche  gegen  die  Basis  (i8o^  —  —)      70^  —  SgV 
Ebener  Winkel  der  Octaederfläche  hinten  an  der  Basis       •        78  —  4^)^ 

Setzt  man  in  diese  Formeln  für  A  sein  Complement  zu   180^,  und  für 
r  den  Winkel  /  iz:  89^  —  6^2,  so  findet  man,  da  alsdann 

hA  —  40'  —  4g^,5       i(Ä-r)  =  i5'— 13^3       i{b^c)  —  54'  -  ig^S 
Neigung  der  hintern  Octaederfläche  (n)  gegen  gegen  eine  durch 

die  Halbaxen  a,  c  gelegte  Ebene  (180  — -p)   »        •        4^*^  —  55'',i  - 
Neigung  derselben  Octaederfläche  gegen  die  Basis  (180^ — ~)      82  —  56,5 
Ebener  Winkel  der  Octaederfläche  hinten  an  der  Basis       •        69  —     4«9 

Um  dieselben  Rechnungen  an  der  vordem  Ecke  an  der  Basis  des 
Octaeders  .zu  wiederholen,  muss  man  die  Neigung  der  vordem  Endkantc 
gegen  die  Halbaxe  a  wissen,  die  man  denn  auch  leicht  findet,  da  man  die 
Neigung  der  hintern  Endkante  gegen  die  Axe  r,  und  die  Neigung  der 
Axen  a  und  c  untereinander  kennt,  nach  der  fiir*s  schiefe  Khombcnocta 
eder  bereits  entwickelten  Formel.     Mall  findet: 

Neigung  der  vordem  Octaederendkante  gegen  die  Axe  c     .         27  — 34^5 
Neigung  der  vordem  Octaederendkante  gegen  die  Halbaxe  a       /^S  —   12,2 

Man  kann  jetzt  die  obigen  Formeln  auch  auf   die  Stücke   der  vordem 
Ecke  an  der  Basis*  des  Octaeders  anwenden,  und  findet  alsdann: 
Neigung  der  vordem  Octaederfläche  (die  überM^  liegen  würde) 

gegen  eine  durch  die  Axen  a,  c  gelegte  Ebene        •        ^S  —  24^6 
Neigung  derselben  Octaederfläche  gegen  die  Basis  .        •        53  —  i/^ß  ^ 

Ebener  Winkel  auf  derselben  Octaederfläche  vorn  an  der  Basis  6r  —  12,8 
Neigung  der  vordem  Octaederfläche  (i)    gegen    eine  duixh    die 

Axen  Or  c  gelegte  Ebene  (180  — -rr)         .       •■       •■       49  —  5o,9 
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Neigung  derselben  Octaedleifläche  gegen  die  Basis  (iSo** — — )      63*^  —  56\9 
Ebener    Winkel    auf   derselben    Octaederfläche ,    vorn    an   der 

Basis •        5i  —  23,8 

Theilt  man  nun  durch  Ebenen,  die  man  durch  die  Axen  a,  c  und  n,  b 
legt,  die  Spitze nr  des  Octaeders  in  vier  gleiche  Theile,  so  bekommt  man  eben 
so  viele  rechtwinklichte  sphärische  Dreiecke,    in    deren    jedem  ein  Winkel 
und  eine  Seite,  nämlich  die  Neigung  einer  Octaederfläche    gegen  die  durch 
die  Axen  a^  c  gelegte  Ebene,  und  die  Neigung   der   vordem    oder    hinlern 
Endkante  des  Octaeders  gegen  die  Axe^,  aus  dem  Vorhergehenden  bekannt 
sind;  man  kann  also  die  übrigen  Stücke  berechnen.     Man  findet  so: 
Neigung   der  vordem  Octaederfläche    (die  über  AT  liegen  wür- 
de)   gegen    eine   durch  die  Axen  b^  c  gelegte  Ebene        So"" — ^^^^k 
Ebener  Winkel  au  der  Spitze  derselben  Octaedei-fläche         •        36  —  38,8 
Neigung   der   Seilenendkante   des   Octaeders,    die    von  i   abge- 
stumpft wird,  gegen  die  Ax^ 25  —     c),2 

Neigung   der    vordem   Octaederfläche   k   gegen   eine   durch  die 

Axeu  b^  c  gelegte  Ebene  (i8o )  .        •        .        47  —  21,0 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  derselben  Octaederfläche        .        39  —     o,3 
Neigung   der    Seitenendkante    des    Octaeders,    die    von  g  abge- 
stumpft wird,  gegen  die  Axe  c 28  —  45»3 

Neigung    der    hintern   Octarderfläche    /  gegefl   eine    durch    die 

Axen  Ä,  c  gelegte  Ebene  (180'' >)         .        .        .        61    —    io,3 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  dieser  Octaederfläche      .        .        44  —    i4*4 
Neigung    der   hintern    Octaederfläche   n   gegen   eine   durch  die 

Axen  Ä,  c  gelegte  Ebene  (180" ?)  .        .        •        58  —     4,7 
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Ebener  Winkel  an  der  Spitze  dieser  Octaederfläche      •        •       4^  —   3^8 
Da    uns  jetzt   auf    jeder   Octaederfläche   zwqi   ebene    Winkel   bekannt 

sind,  so  ist  es  leicht  den  dritten  zu  finden« 

Ebener  Winkel    zur  Seite   an  der  Basis  der  vordem  Octaeder- 
fläche, die  über  M^  liegen  würde        .        .        .        ,        82^—   8^4 
,  Ebener  Winkel    zur  Seite  an  der  Basis  der  vordem  Octaeder- 
fläche k 89  —  35,9 

Ebener  Winkel   zur  Seite   an  der  Basis  der  hintern  Octaeder- 
fläche /  •        •        .        •        •       •        •        •        •        •        57  —     5,4 

Ebener  Winkel  zur  Seite    an    der  Basis  der  hintern  Octaeder- 
fläche n 64  —  5 1,3 

Man  kann  die  eben  berechneten  Werthe  controlliren ,  indem  man  die 
sphärischen  Dreiecke,  welche  aus  dem  Durchschnitt  der  Octaederflächen  und 
der  durch  die  Axen  a,  c  und  b^  c  gelegten  Ebenen  entstehen,  und  in 
welchen  uns  alles  bekannt  ist,  noch  besonders  berechnet. 

Was  die  Neigungen  der  Flächen/,  /,  c^  g  betrifft,  welche  die  End- 
kanten der  Octacder  abstumpfen ,  so  bildet  jede  von  ihnen  mit  der  an-' 
liegenden  Octaederfläche  und  der  hinlänglich  verlängerten  Basis  ein  sphä- 
risches  Dreieck,  in  welchem  die  Neigung  der  Octaederfläche  gegen  die  Ver- 
längerung der  Basis  und  die  beiden  einschliessenden  ebenen  .Winkel  be- 
kannt sind;  man  kann  also  vermöge  der  zuletzt  angeführten  (Gaussischen) 
Formeln  die  übrigen  Stücke  berechnen.     Man  hat  nämlich : 

i)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  Fläche  /,  von  der  Octae- 
derfläche, die  über  ilf  liegen   würde   (die  man  sich  beide   durch   die  End- 
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kante   des  Uctaeders    gehend    denken    muss),    und  von  der  hinlänglich  ven- 
längerten  Basis  gebildet  wird: 

A  —  1260  —  45^4  b  =z  820  —  8^4  c  —  i  zz  39^  —  6^2  ;     also 

i,^  ZU  630  —  22^7        i{6—c)  z=z  2iO_3i^i        ^(*-f ^)  zz  6o^  —  3f,3 
woraus  man  findet: 
Neigung   von  /   gegen    die  üctaederfläche ,    die    über  M^  liegen 

würde  .        .        .        .        .        .        .        .        .        .         148*^ — 22^,0 

Neigung  von  /  gegen  die  Basis  des  Üctarders  (180^ -)  .  55  —  27,6 

Ebener  Winkel  zwischen  der  Endkante  des  Üctaeders  und  der 

Durchschnittslinie  von  1  und  der  i^asis  .        •        .         io5  —  32,2 

2)  Im'  sphärischen  Dreieck,  welches  von  den  Flächen  /  und  /  (die  man 
sich  beide  durch  die  Endkante  des  Octaeders  gebend  denken  muss)  und 
der  von  der  hinlänglich  verlängerten  Basis  gebildet  wird : 

A  —  1090— 0^9       6  —  570—5,4        c  zu  r  —  370—8^3;  also 
iJ  =  540  — 3o^5         1(6— c)  zz  9^  —  58^6        i(6+c)  zr  47^  —  6^9 

woraus : 

Neigung  von  1  gegen  / 143*^  —  ^&,i 

Ebener  Winkel  zwischen  der  Endkante  des  Üctaeders,  die 
von  /  abgestumpft  wird,  und  der  Durchschnittslinie 
von  I  und  der  verlängerten  Basis         •        •        •  74  —  27»4*j 

3)  Im  sphärischen  Dreieck,  welches  von  den  Flächen  g  und  i^  und 
der  hinlänglich  verlängerten  Basis  gebildet  wird: 


*)  Dieser  Winkel  ist  ofTenbar  das  Coniplement  des  letzten  Winkels  der  vorhergelicnden  ^'uinnicr 
■u  180^»  und  kann  zur  Controlle  dienen,  so  wie  die  iNciguni;  ran  i  gegen  die  Basis,  die  man  des- 
halb auch  hier  mit  berechnet.  Mit  Logarithmen  mit  5  Dccimalen  mit  denen  wir  bisher  gtrcchnet 
haben,  \Us$i  sich  keine  grossere  Uebereinstimmung  als  in  den  ganzen  Minuten  erwarten. 
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^  —  1 16"  -  3^ I       ^  =  89"  -  35',9       c  —  Sf-  8^3 ;  also 
i^  =z  58"—  i',6  li6-c)  —  26"— 13^8         i,{b-^c)  —  63"—  22",! 

woraus 

Keigung  von  k  gegen  g 145** — 49^7 

Ebener  Winkel  zwischen  der  Endkante  des  Octaeders,  die  von 
8  abgestumpft    wird,    und    der  Durclischnittslinie  von 

g  und  der  verlängerten  Basis io5  «—     3,o 

I^eigung  von  g  gegen  die  Basis  des  Octailders      ...  68  —  28,5 

4)  Im    sphärischen  Dreieck,    welches    von    den  Flächen  g  und  /i,    und 
der  hinlänglich  verlängerten   Basis  gebildet  wird; 

A  zz  97**  —  3^5        If  iz  64" — 5/,3        c  zu  Sg"*  —  6^2;     also 
iA  =  48"  — 3i^»8         i{ö—c)  zz  l2'^-52^6         \{b^c)  —  5i"_58^8 
woraus 

Keigu/7g  von  n  gegen  g i3g'* — 35^,g 

Ebener  Winkel  zwischen  der  Endkante  des  Octaeders,  die  von 
g  abgestumpft  wird,  und  der  Durchschnittslinie  von 
g  und  der  verlängerten  Basis 74  —  •^7v^ 

5)  Auf  ähnliche  Art  findet  man  für  die  Flächen  /  und  c\ 

Neigung  von  c  gegen  k    .        .        .        .        .         .        .        .         i35  —  46f7 

Neigung  von  c  gegen  die  Basis      .•••••  l^S  — •     6,g 

Ebener  Winkel  zM'ischen  der  Endkante  des  Grundoctai'ders, 
die  von  c  abgestumpft  wird,  und  der  Durchschnittslinic 
von  c  und  der  verlängerten  Basis     .        •        •        •  82  —   16,0 

Neigung  von  /  gegen  / i32  —  53,g 

Neigung  von  /  gegen  //    .        .        • 126  —  33, i 

59 
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Neigung  von  /  gegen  die  Basis 69  —    2'',o  *) 

Ebener   Winkel    zwischen    der   Endkante,    die    von  /  abge- 
stumpft wird,  und  der  Durchschnittslinie  von  /  und 
der  verlängerten  Basis      ••••••        96  —  54,4  *) 

Da  wir  die  Neigungen    der  Abstumpfungsflächen y,  g,  c^  i  gegen    die 
zugehörigen  Octaedei*flächen,  und  die  Neigungen    der  Octaederflächen  gegen 
die  Ebenen,   die   man    sich   durch    die  Axen  a,  c  und  ^,  c  gelegt  denken 
kann,  kennen,  so  giebt  uns  eine  einfache  Addition  die  Neigungen  der  Ab- 
stumpfungsflächen   gegen    die    eben    bezeichneten    Ebenen.       Man    findet 
nämlich : 
Neigung  von  c  gegen  die  Ebene,  die  man  sich  durch  die  Axen 

/z,  c  gelegt  denkt  •••••••        85^ — 55^8 

Neigung  von /gegen  dieselbe  Ebene        •        •        •        •        •        84  —  38,i 

Neigung  von  1  gegen  die  Ebene,  die  man  sich  durch  die  Axen 

£,  c  gelegt  denken  kann 82  —  29,4 

Neigung  von  g  gegen  dieselbe  Ebene        •        •        •        •       •       81  —  3i,3 
Man  kann  jetzt  das  von  den  Flächen  /,  /,  r,  g  gebildete  (nächst  stum- 
pfere) Octaeder,   in   welchem    uns  manche  Winkel    noch    unbekannt   sind, 
weiter  berechnen. 

Wenn  man  eine  Ebene  durch  eine  von  den  Endkanten  dieses  stum- 
pfen Octaeders  und  die  Axe  legt,  so  bildet  diese  mit  den  Ebenen,  die 
durch  die  Axen  a,  c  oder  ^,  c  gehen,  und  mit  den  Flächen  f^  /,  c  oder  g  ein 
sphärisches  Dreieck,  in  welchem  die  Neigungen  der  Flächen  yj /,  ^  oder  ^^  gegen 


^)  Schon  aus  dem  Vorberfehenden  bekannt. 
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die  Ebenen,  die  dnrch  die  Axen  a,  c  oder  b^  c  gehen,  ferner  die  Neigun- 
gen der  Durchschnittslinien  der  eben  genannten  Flächen  mit  den  Ebenen 
der  Azen  a^  c  oder  6^  c  (oder  die  Neigungen  der  Endkanten  des  Grund- 
octaeders  gegen  die  Axe)  und  die  Neigungen  der  Ebenen  der  Axen  ^,  c 
oder  Ä,  c  gegen  die  Ebenen,  die  durch  die  Endkanten  des  stumpfen  Octa- 
eders  und  die  Axen  gehen,  bekannt  sind. 

In  demjenigen  Dreieck,  in  welchem  sich  die  Fläche y*  befindet,  ist  der 
erste    von   den    bekannten  Winkeln  gleich  84" — 38'',i,    der   «weite   gleich 

mm- 

37  — 4o^6-  d>^  dritte  gleich  i— ,  zzz  89  — 5^;  die  erste  und  letzte  Nei- 
gung sind  die  die  mittlere,  als  Seite,  einschliessenden  Winkel.  Solcher 
sphärischen  Dreiecke  giebt  es  offenbar  acht,  nämlich  zwei  an  jeder  End- 
kante des  von  den  Flächen  y,  i\  c^  g  gebildeten  Octaeders.  Die  Gaussi- 
schen Formeln  finden  auch  hier  ihre  Anwendung ;  wir  wollen  uns  hier 
begnügen,  die  Endresultate  der  Rechnung  herzusetzen : 

(i)  Neigung  von  y*  gegen  die  Ebene,    die   man  sich  durch  die 

Endkante  yf  und  durch  die  Axe  gelegt  denkt  .        64  — 54^0 

(2)  Neigung  derselben  Endkante  gegen  die  Axe     .        .        .        4^  —   ^3,3 

(3)  Ebener    Winkel    zwischen    derselben    Endkante    und    der 

hintern  Endkante  des  eingeschlossenen  Grundoctaeders   25  —  11,1 

(4)  Neigung  der  Fläche  J  gegen  die  Ehene,  die  man  sich  durch 

die  Endkante  y^  und  die  Axe  gelegt  dejiVi      •        •        55  —  18,0 

(5)  Neigung  der  Endkante  y^  gegen  die  Axe  .        .        .        4?  —  45»i 

(6)  Ebener  Winkel  zwischen  derselben  Endkante  und  der  hin- 

tern Endkante  des  eingeschlossenen  Grundoctaeders         27  —  57,1 


» 
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(7)  Neigung  der  Fläche  /  gegen  die  Ebene,  die  man  sich  durch 

die  Endkaaley?  und  durch  die  Axe  gelegt  denkt    •        38^ — 5o^o 

(8)  Ebener  Winkel  zwischen  der  Endkante  yz  und  der  Seiten- 

endkante  des  eingeschlossenen  Grundoctaeders,  die  von 

I  abgestumpft  wird 3i   —  44«9 

(9)  Neigung  der  Fläche  /  gegen  die  Ebene,  die  man  sich  durch 

die  Endkante  ic  und  die  Axe  gelegt  denkt      •        .        52  —     6,8 

(10)  ISeigung  der  Endkante  ic  gegen  die  Axe         .        •        •        32  —   i6,6 

(11)  Ebener  Winkel  zwischen  der  Endkante  ic  und  der  in  (8) 

bezeichneten  Seitenendkante  des  eingeschlossenen  Grund- 

octaeders .24  —  4^«^ 

(12)  Neigung  der  Fläche  c  gegen  die  in  (9)  bezeichnete  Ebene  59  —  5 1,0 
(i3)  Ebener  Winkel  zwischen  der  Endkante  ic   und   der   vor- 
dem Endkante  des  eingeschlossenen  Grundoctaeders        19  —  !^Zß 

(i4)  Neigung  der  Fläche  c  gegen  die  Ebene,  die  man  sich  durch 

die  Endkante  cg  und  die  Axe  gelegt  denkt      •        .        52  —  14*0 
(i5)  Neigung  der  Endkante  cg  gegen  die  Axe        .        .        •        35  —  44«7 

(16)  Ebener  Winkel  zwischen  der  Endkante  cg   und  der  vor- 

dem Endkante  des  eingeschlossenen  Grundoctaeders        21  —  4<^ii 

(17)  Neigung  der  Fläche  ^  ^^^  die  in  (i4)  bezeichnete  Ebene  54  —  32,6 

(18)  Ebener  Winkel  zwischen  der  Endkante  cg   und   der  Sei- 

tenendkante des  Gmndoctaeders,  die  von  g  at^estumpft 

wird 27  —   17,3 

(19)  Neigung  von  g  gegen  die  Ebene,  die  man  sich  durch  die 

Endkaute  fg  und  die  Axe  gelegt  denkt     .        •        »        ^o  —     o,4 
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(20)  Ebener  Winkel  zwischen  der  Endkante  y^    und    der  Sei- 
tenendkanle  des  eingeschlossenen  Octaeders,  die  von  g 

abgestumpft  wird 35^  —  3i^o 

Und  hieraus : 
Neigung  von  /  zu  /  oder  Summe  von  (i)  und  (7)       .        .        io3  —  44«^ 
Neigung  von  y  zu  g  oder  Summe  von  (4)  und  (19)    .        .  gS  —  i8,4 

Neigung  von  c  zu  /  oder  Summe  von  (9)  und  (12)     .        .        m  —  57,8 
Neigung  von  c  zu  g  oder  Summe  von  (i4)  und  (17)  .        106  —  4^«^ 

Ebener   Winkel    an   der   Spitze   der    hintern    Octaederfläche  / 

oder  Summe  von  (3)  und  (6) 53  —     8,2 

Ebener    Winkel    an    der   Spitze   der   vordem  Octaederfläche  c 

oder  Summe  von  (i3)  und  (16)        .        .        .        •  4*  —  ^3,7 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  der  Octaederfläche  /   oder  Sum- 
me von  (8)  und  (11)  ......  56  —  27,7 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  der  Octaederfläche  g  oder  Sum- 
me von  (18)  und  (20) 62  —  Ifi^Z 

Es  ist  jetzt  nicht  schwer  ,  zur  Berechnung  der  Neigungen  der  Flächen 
m^  e^  J,  h  überzugehen.     Die  Fläche  m  gehört,  wie  wir  schon  im  Vorher- 


gehenden gezeigt  haben,  einem  Octarder  von  der  Form  R"  oder    2a:  ib\c 
die    Neigungen    seiner    Endkanten    gegen    die    Axc    müssen    also    nach    der 
Formel 

Ci)t.  p  iz:  ,       *)    (s.  die  Formeln  fürs  schiefe  Rhoipbenociacder) 

^  2sin.c(Sin.r      '      ^  ' 

berechnet    werden,    indem    man    für   a    hintereinander    die  Werthe  von  ju 


*^)  In  den  gradlliii^sen    Dreiecken,  welche   von  dfn    \\cn  //,  r    odn    b,  e    und    den  Kndkanlcn   des 
Octai^drj.-»  (ebil.lct  werden,  i.st  a  das  Cnmplcnicnt  des  VVinkriN  /.wi>rli«ii  a  und  e   oder  6  und  c  tn    i8<;*'> 
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und  dessen  Complementi  und  den  Werth   von  v  und   dessen  Complement, 

und  ßiT   r  hintereinander  die  Werthe   der  Neigungen    der  End kanten  des 

« 

Grundoctacders  gegen  die  Axe  substituirt.     Man  findet  auf  diese  Weise : 
Neigung  der  Endkante,  welche  von  d  abgestumpft  wird,  gegen 

die  Axe  , 4'** — 57^,2 

Neigung  der  Endkante,  welche  von  e  abgestumpft  wird,  gegen 

•die  Axe .        •        63  —  46,8 

Neigung  der  Endkante,  welche  von  k  abgestumpft  wird,  gegen 

die  Axe 5o  —     9,6 

Also : 
Neigung  der  Endkantc,  die  von  d  abgestumpft  wird,  gegen  die 

Axe  a 3o  —  49^5 

Neigung  der  Endkante,  die  von  e  abgestumpft  wird,  gegen  die 

Axe  a^ 43  —  26,5 

Neigung  der  Endkante,  die  von  //  abgestumpft  wird,  gegen  die 

Axe  * 48  —  34,6 

Legt  man  nun  Ebenen  durch  diese  Endkanten  und  die  Axe,  so  bilden 
diese  mit  der  Basis  des  Octäeders  und  mit  der  Fläche  iti,  ferner  mit  der 
Basis  und  den  Flächen  d^  e^  h  zweierlei  sphärische  Dreiecke,  in  deren 
jedem«  ein  Winkel  und  die  beiden  einschliessenden  Seiten  bekannt  sind. 

Die  Fläche  m  nämlich  bildet  mit  der  Basis  des  Octäeders  und  einer 
durch  die  Axen  a^^  c  gelegten  Ebene  ein  sphärisches  Dreieck,  in  welchem 
der  Winkel  A  zz.  ^i  — ^cf  (die  Neigung  der  Basis  gegen  die  durch  die 
Axen  a^  c  gelegte  Ebene,  oder  180  —  ),  und  die  einschliessenden  Seiten 
^  ZZ  43  — 26^,5   (die  Neigung  der  von  e  abgestumpften  Endkante    gegen 
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die  Axe  a^  und  ir  ~  89  — 6^2  (die  Neigung  (/)  der  Durchschnittslinie 
von  m  und  der  Basis  gegen  die  Axe  a^  bekannt  sind ;  mau  kann  also  die- 
ses Dreieck  nach  den  Gaussischen  Formeln  berechnen,  und  findet  alsdann: 
Neigung  von  m  gegen  eine  durch  dieAxen  0^  c  gelegte  Ebene  53  — 11^,1 

Neigung  von  m  gegen  die  Basis  (iSo"* )    .        .        .        .        60  —  4?»'. 

Ebener  Winkel  hinten  an  der  Basis  der  Fläche  m^  als  Fläche 

eines  stumpferen  Octaeders  betrachtet        •        •        .        5i  —  12,8 

Dieselbe  Fläche  m  bildet  mit  der  Basis  und  einer  durch  die  Axen  3, 
c  gelegten  Ebene  ein  sphärisches  Dreieck,  in  welchem  A  -zz  72**  —  58^ 
(oder  iSo""  — ^),  b  —  53""  — 28^4  (oder  X— /)»  c  —  48''  — 34^6  (oder 
Neigung  der  Endkante,  die  von  h  abgestumpft  wird,  gegen  die  Axe); 
woraus : 

Neigung  von  m  gegen  eine  durch  die  Axen  b^  c  gelegte  Ebene  69''—*  17^,1 
Ebener  Winkel  zur  Seite  an  der  Basis  auf  der  Fläche  m,  als 

Fläche  eines  stumpferen  Octaeders  betrachtet   .        •        55  —  i3,7 
also  ebener  Winkel  an  der  Spitze  der  Octaederfläche  m      .73  —  33,5 

Um  die  gefundenen  Werthe  zu  controlliren,  kann  man  auch  das  recht- 
winklichte  sphärische  Dreieck  berechnen,  welches  aus  dem  Durchschnitt  der 
Fläche  m  mit  den  durch  die  Axen  b^  c  und  a^  c  gelegten  Ebenen  entsteht* 

In  dem  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  Fläche  e^  der  Basis  und 
der  Ebene,  die  man  sich  durch  die  Axen  a^^  c  gelegt  denkt,  gebildet  wird, 
ist  wieder  ^zz8iO  — 39^  ^  —  920  —  34^6  (  oder  X)  und  1:  =: 43^  —  26^,5 ; 
woraus  man  findet: 

Neigung  von  e  gegen  eine  durch  die  Axen  a^  c  gelegte  Ebene  97  —  5o^9 
Neigung  von  e  gegen  die  Basis 4^  "~*  ^93 
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Ebener  Winkel  zwischen  den  beiden  Durchschnittslinien  der 
Fläche  e  mit  der  Basis    und    mit    der  durch  die  Axen 

a^  c  gelegten  Ebene 86® —    9'',2 

Setzt  man  für  A  und  b  ihre  Complemente  zu  i8oP,  so  bekommt  man 
dieselben  Stücke  auf  der  andern  Seite  der  Ebene ,  die  durch  die  Axen  Gj, 
c  gelegt  ist,  und  diese  Werthe  können  uns  dazu  dienen,  die  eben  gefun- 
denen  Werthe  zu  controUiren. 

In  dem  sphärischen  Dreieck^  welches  von  den  Flächen  A,  der  Basis  und 
der  Ebene,  die  man  sich  durch  die  Axen  b^  c  gelegt  denkt,  gebildet  wird, 
ist  .^zi72<^  — 58^    3=:920_34^6,    ^zz48o_34^6,    also: 
Neigung  von  h  gegen  eine  durch  die  Axen  i,  c  gelegte  Ebene   loS"  —  2*V,2 

Neigung  von  //  gegen  die  Basis 4^  —  54,2 

Ebener  Winkel  zwischen  den  beiden  Durchschnittslinien  der 
Fläche  h  mit  der  Basis    und   mit   der  durch  die  Axen 

b^  c  gelegten  Ebene 79  —     /^,o 

Ferner,  in  dem  sphärischen  Dreieck,  welches  von  der  Fläche  d^  der 
Basis  und  der  Ebene,  die  man  sich  durch  die  Axen  a^  c  gelegt  denkt,  ge- 
bildet wird,  ist  A  =  Si*"  —  Sg'',  b  zz  87'' — 25^4  M^r  180'' —  Jl)  und 
c  ZI  3o"  —  49^5  (oder  die  Neigung  der  Endkante,  die  von  d  abgestumpft 
wird,  gegen  die  Axe  a);  also: 
Neigung  von  d  gegen  eine  durch  die  Axen  a^  c  gelegte  Ebene    gS^  —  5 1^9 

Neigung  von  d  gegen  die  Basis 3o  —  4o«9 

Ebener  Winkel  zwischen  den  beiden  Durchschnittslinien  der 
Fläche  d  mit  der  Basis  und  mit  der  durch  die  Axen 
/i,  c  gelegten  Ebene 83  —  3 1,0 
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Ks  bleibt  uns  noch  übrig  die  Neigungen  von  m  gegen  e^  h^  f  nnd  g 
zu  berechnen,  die  man  am  leichtesten  findet,  indem  man  die  sphärischen 
Dreiecke,  welche  von  je  zwei  benachbarten  dieser  Flächen  mit  der  Fläche 
V  gebildet  werden,  besonders  betrachtet. 

In  dem  sphärischen  Dreieck,  welches  von  dem  Durchschnitt  der  Fläche 
iw,  e^  P  entsteht,  sind  uns  eine  Seite,  nämlich  «-;  =^  126^  —  3i%6*),  und 
die  beiden  einschliessenden  Winkel  —11: 187  — 0^7  und— zz  119**  —  I2^f9 
bekannt;  man  kann  also  leicht  die  übrigen  Stücke  finden,  am  besten  wie- 
der vermöge  der  Gaussischen  Formeln,  um  wieder  eine  Controlle  für  die 
ebenen  Winkel  zu  bekommen.     Man  erhält  so:  ' 

Neigung  von  m  zu  e •        i35  — 20^,1 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Pe  und  em      .        .  86  —     9,1 

£bener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Pm  und  em     .        .        128  —  47i3 

Eben  so  für  das  aus  dem  Durchschnitt  der  Flächen  h^  m^  P  entste- 
hende sphärische  Dreieck,  in  welchem  die  bekannte  Seite  —  iiz  180^  —  / 
—  i4o" — 53^8,  und  die  beiden  bekannten  Winkel  —  zz  119^ — ^^'',9 
und  T  ^=  ^33*"  —  5^8  sind: 

Iseigung  von  /w  zu  //      , •         i45  — 53^,8 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Pm  und  hm    .        •         124  —  46|3 
Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Ph  und  hm     •        .  79  —     4iO 

Man  verfährt  eben  so  mit  den  Flächen  /  und  g^  die  man  sich  über  die 
Flächen  e  und  //  weg  bis  zum  Durchschnitt  mit  P  verlängert  denkt«  Man 
hat  alsdann,  für  die  Gaussischen  Formeln,  erst /7iz  126  — 3i^,6,  BzZLii^  — ^^^%S 


•)   gleich  i  -}•   180**  —  ^- 

60 
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C  ZZy  =  iio''-- 58'';   dann  a  rz  140*"  —  53^8,    B  zz  \^^  —  12^9, 
C  ZZ  —  zu  111   — 3i''|5  und  findet  : 


g 


Neigung  von  m  z\i  f i4i  — 17^,0 

Ebener  Winkel  zwischen  Kanten  yj»  undyi?   (oder  fP)      .  i3i  — :2»8*) 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  ßn  und  mP     •        .  ^3  —     7,8 

Neigung  von  iw  zu  ^ i44  —     0,8 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  gm  und  gh  (oder  gP)  110  —  28,5 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  gm  und  mP    .       •  86  —  52, i 

Dieselbe  Rechnung  mit  den  Flächen  h^  h^  d  vorgenommen,  giebt: 

Neigung  von  A  gegen  k i45  —  22,8 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  hk  und  hP      .        .  72  —  42*2 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  hk  und  kP      .        .  129  —     7,0 

Neigung  von  d  gegen  k i32  —     7,0 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Pd  und  kd      .        •  68  41,2 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Pk  und  kd      .        .  148  3,2 

Und  eben  so  für  die  Flächen  e  und  /,  i  und  d: 

Neigung  von  e  gegen  / i3o  —  33,8 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Pe  und  el       .        .  73  ii,i 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  PI  und  el       .        .  i36  20,5 

Neigung  von  d  gegen  / 1 1^  —  ^^^3 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Pd  und  di      .        .  m  ig^i 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Pi  und  di       .        .  144  45^5 


)  Dieser  Winkel   ist  ofTcnbar  gleich   der  Summe  des  ebenen  Winkels  zwischen    der    F.ndkante  fg 
lad  der  hiuternKndkanLe  de«Grundoclai«der»,  und  derJXeigung  der  leU lern  £nd kante  gegen  die  Kante /&\ 
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Zusammenstellung  aller  berechneten  VFinkel  am  untersch^vefelsauren 

Kalk. 

a.    Winkel  am  Gnindoctaeder«  welches  von  den  Flachen  /i,  A,  / 

(die  vierte  über  -UfF  fehlt)  gebildet  wird. 

Neigung  der  Axe  a  gegen  die  Axe  A     .        .        .        .        .  92^  —  34^6 

Neigung  der  Axe  a  gegen  die  Axe  c     .        .        .      ,  .        .        107  —  i3.3 
Neigung  der  Axe  b  gegen  die  Axe  c     .        .        .        •        •  81  —  i5,8 

Neigung  der  vordem  Endkante  gegen  die  Axe     •        .        •  27  —  34«5 

Neigung  der  hintern  Endkante  gegen  die  Axe      ...  37  -*^  ^oS 

Neigung  der  Seitenendkante«  die  von  g  abgsetumpft  wird,  gegen 

die  Axe 28  —  45f3 

Neigung  der  Seitenendkante,  die  von  1  abgestumpft  wird,  gegen 

die  Axe 

Neigung  der  Basiskante,  die  unter  k  liegte  gegen  die  Axe  a 

Neigung  derselben  Basiskante  gegen  die  Axe  b    . 

Neigung  der  Basiskante,  die  durch  M^  geht,  gegen  die  Axe  ^     39  — 

Neigung  derselben  Basiskante  gegen  die  Axe  b    . 

Neigung  der  Basiskanten  gegeneinander,  vorn 

Neigung  der  Octaederflächen  an  der  vordem  Endkante 

Neigung  der  Octaederflächen  (/i,  /)  an  der  hintern  Endkante 

Neigung  der  Octaederflächen  (^,  n)  an  der  Seitencndkante ,  die 

von  g  abgestumpft  wird •         io5  —  25|7 

Neigung  der  Octaederflächen  an  der  Seitenendkante ,  die  von  1 

abgestumpft  wird 112—1,7 


25   — 

9.a 

37  - 

8,3 

5o  — 

»7.» 

39- 

6.a 

53  — 

■ 

284 

76- 

14.5 

95- 

i5,5 

79  — 

»7.0 
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Iteigung  der  Octaederflächen^  an  der  Basiskante,  die  unter  ^  liegt  i34^ — 56,0 
Neigung  der  Octaederflächen ,    an  der  Basiskante,  die  über  M^ 

liegt i36  —  ii,i 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  auf  der  vordem  Octaederfläche  ^  Sg  —     o,3 
Ebener  Winkel  vorn  an  der  Basis  auf  derselben  Octaederfläche  5i   —  28,8 
Ebener  Winkel    zur  Seite   an    der  Basis   auf  derselben  Octae- 
derfläche          89  —  35,9 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  auf  der  vordem  Octaederfläche, 

die  über  M^  liegen  würde 36  —  38,8 

Ebener  Winkel  vorn  an  der  Basis  auf  derselben  Octaederfläche  61   —   i2,8 
Ebener  Winkel   zur  Seite   an*  der  Basis   auf  derselben  Octae- 
derfläche  82—8,4 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  auf  der  hintern  Octaederfläche  n  Ifi  —  3,8 
Ebener  Winkel  hinten  an  der  Basis  auf  derselben  Octaederfläche  69  —  4i9 
Ebener  Winkel   zur  Seite    an   der  Basis   auf  derselben  Octae 

'derfläche 64  _  5i,3 

Ebener  Winkel  an  der  Spitze  auf  der  hintern  Octaederfläche  /  44  —    »4*4 

Ebener  Winkel  hinten  an  der  Basis  auf  derselben  Octaederfläche  78  /^o^^ 

Ebener  Winkel  zur  Seite  an  der  Basis  auf  derselben  Octaederflchc  57  —     5,4 

Länge  der  Axe  c 1,00000 

Länge  der  Axe  b 0,51199 

Länge  der  Axe  a 0,65235  ♦) 


*)  Ich  brauche  hier  nicht  erst  eu  erinnern,  dass  man  di«  Länge  der  Axen  aus  den  Dreierken  ab- 
nelnnen  kann,  vrelche  je  zwei  von  ihnen  mit  einer  Endkante  des  GrundoctaVders  bilden,  und  an  wel- 
chem iich  die  Seilen   verhalten,  wie  die  Sinusse  der  gegenüberliegenden  Winkel« 
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b.     Uebrige  Neigungen  benachbarter  Flächen. 
Säulenwinkel  oder  Neigung  von  M  zu  W 

M  gegen  P 


Neigung  von 
Neigung  von 
Neigung  von 
Neigung  von 
Neigung  von 
Neigung  von 
Neigung  von 
Neigung  von 
Neigung  von 


a 


M^  gegen 
Ptgegen 
P  gegen  b 
P  gegen  m 
P  gegen  e 
P  gegen  h 
P  gegen  d 
P  gegen  n  . 
Neigung  von  P  gegen  /  . 

P  gegen  A  . 
P  gegen  / 
P  gegen  g 


Neigung  von 
Neigung  von 


Neigung  von 
Neigung  von 
Neigung  von 
Neigung  von 
Neigung  von 
Neigung  von 


P  gegen  c  . 
P  gegen  i  . 
M  gegen  A  . 
M^^  gegen  / 
M^^^  gegen  n 
M^^^  gegen  m 


Neigung  von 

Neigung  von  a  gegen  c   . 

jNeigung  von 

Neigung  von 


a  gegen  d  . 
a  gegen  k   • 


Neigung  von  af  gegen  /  . 


78' 

94 

07 

07 

98 
•9 

37 
33 

49 

97 
09 

14 
10 

II 

34 

24 
60 

56 
55 
33 

52 

37 

32 

42 


lO'',© 

7.7 

18,4 

2,0 

21,0 

12i9 

0,7 

5,8 

19.* 
3,5 

0,9 
3.1 
58,6 
3 1,5 
53,1 
32,4 
4.6 

5 1,4 
38,1 

28,7 

8,9 

42.9 
39,0 

0,0 
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Keigong  von  a*  gegen  e 
Neigung  von  </  gegen  n  . 
Neigung  von  cf  gegen  /  . 
Neigung  von  b  gegen  i    . 
Neigung  von  b  gegen  /    . 
Neigung  von  b'  gegen  g 
Neigung  von  1/  gegen  h  . 
Neigung  von  b    gegen  n 
Neigung  von  y  gegen  i 
Neigung  von  A  gegen  c    . 
Neigung  von  i  gegen  d  . 
Neigung  von  A  gegen  g  • 
Neigung  von  i  gegen  k   . 
Neigung  von  m  gegen  n 
Neigung  von  m  gegen  b 
Neigung  von  m  gegen  e 
Neigung  von  m  gegen  g 
Neigung  von  m  gegen  / 
Neigung  von  n  gegen  g 
Neigung  von  n  gegen  J 
Neigung  von  I  gegen  e 
Neigung  von  /  gegen/ 
Neigung  von  /  gegen  i 
Neigung  von  /  gegen  d 
Neigung  von  f  m  g 


i5 

21 

i8 
53 

l42 

5o 

28 

38 
3o 
35 

32 

45 
•»5 

5- 
45 

35 

44 

3i 

39 
26 

i3o 

32 

43 

'4 
95 


57,3 

55.3 

49«7 
48,6 

28,1 

7.5 
33,2 

4.9 

9.» 

46.7 

7.0 

49.7 
22,8 

5o,6 

53,8 

20,1 

0,8 

17,0 

35,9 

33,2 

33,8 

53,8 

4o,i 

44,3 

18.4 
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Neigung  von  g  zu-  c 
Neigung  von  c  zu  / 
Neigung  von  /  zu  f 
Neigung  von  f  zu  e 
Neigung  von  g  zu  // 
Neigung  von  c  zu  d 


c.     £bene  Winkel. 


Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  PM  und  MM^ 
—       —       —       —       —    PM'  und  MM' 


-       —       —       —       —    Püf  und  PM' 

Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  Pe  und  Pm 


{P>< 


(') 


(J) 


(m) 


Ph  und  Pm 
Ph  und  Pk 

Pd  und  Pk 
Pd  und  Pi 
Pe  und  m€ 
Pe  und  U 
ef  und  mf 
mf  und  nf 
nf  und  a'f 
Pm  und  172^ 
me  und  mf 
Pm  und  mJi 
mh  und  gm 
gm  und  mn 


io6* 

1 1 1 

io3 

i53 

i5g 

i65 


46^6 
57,8 

44.0 
57,3 
25,7 

34.0 


108' 

98 
76 

126 

140 

142 

129 

87 

86 
73 

III 
l52 

96 

128 

i44 

142   

93- 


39'o 

10,8 

14.5 
3i,6 

53,8 


—  5i,7 

—  42.9 

—  25,4 

—  9.2 

—  11,1 

—  2,8 

—  2,9 

—  54.3 

—  47,2 

—  20,6 

—  46.3 

■-  5.9 

7.8 
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(») 


.Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  mn  und  fn 


(*) 


ig) 


i^)( 


(d) 


(c) 


(0 


•  I 


(9f) 


mn  und  fn 

HO 

—  55^,1 

mn  und  ^n 

ii5 

-    8.7 

Ph  und  km    . 

79 

—   4«o 

Pk  und  hi     . 

72 

—  42.2 

gh  und  mg 

HO 

—  28,5 

mg  und  ng 

.           ,44 

—  29»° 

ng  und  b^g 

lOl) 

—   3,0 

Pk  und  M 

129 

—    7,0 

hk  und  ^i( 

14«. 

—  17.1 

/fA^  und  Mk 

89 

—  35,9 

Pk  und  Arf     . 

i48 

-   3,2 

kd  und  ^r 

160 

—  33,0 

*^  und  kM 

5i 

—  23,8 

Pd  und  W    . 

68 

—  4».2 

Pd  und  rf/     . 

II 1 

»9.» 

i/r  und  kc 

97 

—   44,0 

de  und  ^^    . 

60 

—   35,9 

Pi  und  rf/ 

144 

-   45.5 

rf/  und  M'i     . 

109 

—   41.8 

MU  und  ib     . 

106 

12,7 

bi  und  /i 

io5 

32,2 

aM'  und  itäT 

•44 

—     5,3 

tf^f  und  PW 

i33 

—  55.5 

PM'  und  /VJ/^ 

124 

—     2,5 

iy>/  und  M^b 

187 

-  46,7 

48i 


122^''  — 54,6 

i36  —  20,5 
144  —  59,3 

78   —  40|2 

57-    5,4 

81  —  i5,8 
107  —  i3,3 


Ebener  Winkel  zwischen  den  Kanten  PI  und  // 

—  —       —       —       —     PI  VLHÜ  le 
(/)  <         —        —        —       —        —     el  und  1/ 

—  —       —       —        —     //  und  IM^^ 

—     —     —     —     —  mr'  und  n 

Ebener  Winkel  abwischen  den  Kanten  Ma  und  ac 

—        —        —        —        —     M^b  und  bi      . 

Wenn  man  das  trltoprisoiatiscbe  System  mit  dem  tetartoprismatischen 
vergleicht,  so  sieht  man  im  Gange,  den  die  Rechnung  nehmen  muss,  eine  grosse 
Aehnlichkeit;  nur  trifft  man  beim  tritopriamatischen  System  (da  die  durch 
die  Axen  a,  c  und  3,  r  gelegten  Ebenen  rechtwinklicht  sind)  zuweilen  auf 
rechte  Winkel,  welches  beim  tetartoprismatischen  nie  geschieht,  und  wel« 
'  ches  die  Rechnung  sehr  vereinfacht. 

Das  tritoprismatische  Systiem  kommt  selten  in  der  Natur  vor;  ausser 
dem  unterschwefelsauren  Kalk  scheinen  aur  noch  einige  Arten  des  Feld* 
Späths  hieher  zu  gehören.  Die  schiefangesetzte  Fläche  P  ist  bald  rechts 
hin,  bald  links  hin  geneigt,  und  diess  glebt  neue  Unterscheidungsmerkmale. 
Siehe  mehr  hierüber  in  Breithaupts  Abhandlung  über  das  Geschlecht  des 
Feldspaths   in    Poggendorfs   Annalen   der   Physik    und    Chemie«    Bd.  VIIL 


P-  79' 


482      -  , 


DRITTES      KAPITEL. 


Analytische      K  t  y  stallonomit. 

Da  alle  bisher  aufgestellten  und  aufgelösten  Aufgaben  die  Neigungs- 
winkel von  Ebenen  und  ihrer  Durchschnittslinien  betreffen,  so  müssen  sich 
die  entwickelten  Formeln  eben  so  gut  aus  der  analytischen  Geometrie  der 
Ebenen  herleiten  lassen ,  als  aus  der  sphärischen  Trigonometrie«  Es  wäre 
indess  weitläuftig  und  unnutZi  diese  Formeln  hier  nocl^  einmal  zu  finden ; 
wir  wollen  unsere  in  der  Einleitung  erworbenen  Kenntnisse  in  der  ana- 
lytischen Geometiie  der  Ebenen  nur  dazu  anwenden,  manche  Puncte, 
die  zur  allgemeinen  Theorie  der  Krystallisation  gehören ,  zu  betrachten ; 
wir  (lihlen  uns  jetzt  doppelt  geschickt  dazu,  nachdem  wir  alle  Einzelnhei- 
ten durchgegangen  sind ;  und  die  allgemeinsten  Ansichten  über  den  Zusam- 
menhang  der  Ebenen,  welche  eine  gewisse  Form  begrenzen,  liefert  keine 
andere  Behandlung  so  vollständig,  als  die  analytische. 

Erst  müssen  wir  aber  sehen,  wie  die  zu  gewinnenden  Kenntnisse  mit 
unsern  schon  erlangten  in  Uebereinstimmung  zu  bringen  sind,  indem  wir 
den  Uebergang  aus  der  bisher  befolgten  Methode  zu  der  jetzt  anzuwenden- 
den    zeigen*      Wir    müssen   wissen ,    wie    wir  aus    den    schon  erworbenen 
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Kenntnissen  die  Gleichung  einer  Krystallflache  constrairen  können ;  diese 
Aufgabe  kann  nicht  eher  gelöst  werden,  als  bis  zwei  andere  Fragen  beant- 
wortet  sind,  nämlich,  welches  die  Bedeutung  der  Constanten  A^  B^  C,  D 
der  allgemeinen  Gleichung  der  Ebene  sey,  und  wo  man  die  Coordinaten- 
axen  legen  müsse  —  und  mit  diesen  Fragen  wollen  wir  uns  zunächst 
beschäftigen. 

Wenn  man   in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Ebene 

Ax  -]-  By  +  Cz  -{^  D  z=:  o 
X  zu  y  ZZ  o   macht,    so   bekommt  man  offenbar  einen  Werth  von  z,   der 
dem  Stück  der  Axe  der  z  gleich  ist,    das    zwischen  dem  Anfangspunct  der 
Coordinaten   und   dem  Durchschnittspunct   der  Ebene    mit   der  Axe   der  z 
enthalten  ist« 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man  das  Stück  der  Axe  der  x  und  der 
Axe  der  j,  das  zwischen  dem  Anfangspunct  der  Coordinaten  und  den 
Durch^chnittspuncten  dctr  ^bene  mit  diesen  Axen  enthalten  ist,  wenn  man 
nacheinander  jzz.zzz.0s  x  ZZ  z  ZZo  macht.  Bezeichnet  man  diese  drei 
Stücke  der  Axen  z,  y  und  x,  welche  zwischen  dem  Anfangspunct  der 
Coordinaten  und  den  Durchschnittspuncten  der  Ebene  mit  diesen  Axen 
enthalten  sind,  mit  z,  /  und  x,  so  hat  man: 

—  D 

^    =  -TT 


D 

37 


und  hieraus: 
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—    A 

Wir  wollen  diese  letzten  Grössen  mit  U  ^%  ^^  bezeichnen,  so  däss 

4 

c  — 

Man  sieht  aus  den  Gleichungen  (i),  dass  J^  J?,  C,  D  eigentlich  unbe^ 
stimmte  Grössen  sind.    Die  Linien  x,,  y^  z   sind  offenbar  hinreichend,  die 
Lage  einer  Ebene  zu  bestimmen ,    denn   man  kann  sich  durch  drei  Pancte 
immer  nur  eine  Ebene  gelegt   denken.    Der  Zusammenhang  dieser  Grössen 
mit  As  Bf  C,  D  ist  aber  nur  durch  drei  Gleichungen  gegeben ,  die  offen- 
bar nicht  hinreichen,  vier  unbekannte  Grössen  zu  bestimmen.     ^,  JB,  C,  D 
sind  also  allerdings  im  Grunde  unbestimmte  Grössen,    und    nur    ihre  Ver- 
hältnisse yr,  -j-t  -7  sind  gegeben,  und  müssen  gegeben  seyn,  wenn  die  Lage 
der  Ebene  bestimmt  seyn  soll.     Dasselbe  gilt  \on  den  Gleichungen  (2),  wo 
drei   unbekannte   Grössen   in   zwei  Gleichungen   enthalten   sind;   denn  die 
dritte  ist  nicht  als  eigne  Gleichung  zu  betrachten ,   da  sie   aus  den  beiden 
andern  fliesst. 

Bei  den  Krystallebenen,  wo  es  nur  darauf  ankommt,  ihre  Winkel  zvt 
berechnen,  braucht  man  nicht  einmal  die  absoluten  Werthe  von  x^  y^  z 
zu  wissen ;  die  Kenntniss  der  Verhältnisse  dieser  Grössen  untereinander 
reicht  für  diesen  Zweck  hin;  und  man  kann  den  in  der  Einleitung  ent- 
wickelten Formeln  für  die  Neigungen  der  Ebenen   und  Linien   eine  solcht- 
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Form  geben,  dass  nur  diese  Verhältnisse  darin  vorkommen.  Wir  müssen 
also  die  Grössen  /,  f^  f^  in  die  Gleichungen  der  Krystallebenen  einflihren^ 
und  das  ist  sehr  leicht. 

Wenn  man  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene 

^x  +  /?/  +  Cz  -)-  Z)'  rz  o 

durch  C  dividirty  so  bekommt  man 

— "^-T  ist,  nach  (i),  das  Stück  Axe  der  z^  welches  zwischen  dem  An- 
fangspunet  der  Coordlnaten  und  dem  Durchschnittspunct  der  Ebene  und 
dieser  Axe  enthalten  ist.     Da  es  für  die  Aufgaben  der  Krystallonomle  ganz 

gleichgültig  ist»  wie  gross  wir  dieses  Stück  machen,  so  wollen  wir rZH  i 

setzen.  Setzt  man  diesen  Werth  in  die  obige  Gleichung ,  und  substituiri 
zugleich  /  für  -r,  i^  für  —,  so  haben  wir: 

/x  +  />  +  z  —  I  z=  o  .  .  .  .  .  (3) 

welches  die  für  unsern  Zweck  bequemste  Form  der  Gleichung  einer  Kry- 
stallebene  ist. 

Man  kann  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene  auch  anders  modißci* 
ren.     Wenn  man  sie  durch  A  dividirt,  so  findet  man: 

-^  +  ■:7r  + 1^^  +  :r  -  ^- 

In  dieser  Gleichung  ist j  das  Stück  Axe  der  x,  welches  zwischen 

dem  Anfangspunct  der  Coordinaten  und  dem  Duix*hschnitt  dieser  Axe  mit 
der  Ebene  enthalten  ist.  Setzt  man  —  —  n^  i»  und  substituirt  für  —  und 
— -  ihre  eingeführten  Zeichen  i^^  und  — ,  so  hat  man 
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Auf  dieselbe   Art  findet  man   eine  dritte  Form   der  Gleichang   einer 

« 

Krystallebene 

7>  -»^  +  J'  +  f  ^  —  »  =  ^  •   •  •  (5) 

.     ,  D 

indem  man  — ^  —  :=  i   setzt« 

JB 

Diese  drei  Gleichungen  genuf^en  (tir  alle  Fälle,  die  denkbar  sind«  Für 
alle  Ebenen,  welche  eine  gewisse  Neigung  gegen  die  Axe  der  z  haben,  ist 
die  Gleichung  (3)  brauchbar;  für  Ebenen,  di^  parallel  mit  dieser  Axe  sind, 
und  wo  /  ZI  /^  ZI  0  wird,  schicken  sich  die  Gleichungien  (4)  und  (5). 

Wir  wollen  jetzt  ganz  davon  abstrahiren,  durch  welche  Suppositionen 
diese  Gleichungen  entstanden  sind:  es  ist  klar,  dass  man  sie  als  particuläre 
Fälle  der  allgemeinen  Gleichung  der  Ebene 

Ax  -ir  By  -Y  Cz  ^  D  =.  o 

ansehen    kann.     Vergleicht   man    sie   mit   dieser  allgemeinen  Gleichung,  so 
findet  man,  dass,  um  die  Gleichung  (3)  zu  erhalten, 

A  —  / 

B  —  f 

C  —  i 
gemacht  worden  ist.     Um  die  Gleichung  (4)  zu  bekommen,  hat  man 


Bzzf' 

gesetzt  und  so  fort.  Das  sind  also  die  Wcrthe  der  Coefficienten  von  x, 
j,  z,  die  man  in  die  Formeln  der  Einleitung  zu  substituiren  hat,  wenn 
man  die  Winkel ,  welche  die  Kr yst allebenen  und  ihre  Durchschnittslinien 
mit  einander  machen,  finden  will. 


-   48?   - 

Die  Werthe  ron  /,  f^  If^  sind  aus  den  Gleichungen  (2)  bekannt.  Sind 
die  Coordinaten  rechtwinklicht,  so  ist  /  offenbar  die  Cotangente  der  Nei- 
gung der  Durchschnittslinie  der  Krystallebene  mit  der  Ebene  der  xz  gegen 
die  Axe  der  z\  f  \%\.  die  Cotangente  der  Neigung  der  Durchschnittslinie 
der  Krystallebene  mit  der  Ebene  der  ^z  gegen  die  Axe  der  z\  f^  ist  die 
Cotangente  der  Neigung  der  Durchschnittslinie  der  Krystallebene  mit  der 
Ebene  der  xy  gegen  die  Axe  der  x.  Hieraus  folgt ,  dass  wenn  man  beim 
Rhombenoctaeder  den  Anfaiigspunct  der  Coordinaten  in  den  Mittelpunct 
des  Octaeders  legt,  und  die  Cooidinatenaxen  mit  den  drei  aufeinander 
senkrechten  Axen  des  Octaeders  zusammenfallen  lässt,  die  Gleichung  der 
Octaederfläche  folgende  seyn  wird: 

cot.  r  •  X  +  cot.  /•/  +  *?:=  i, 
wo  r,    /,    wie    immer,   die  Neigungswinkel   der  Endkanten   des  Octaeders 
gegen  die  Axe  bedeuten« 

Die  Gleichung  der  Säulenfläche  oder  die  grade  Abstumpfungsfläche  der 
Kaulen  an  der  Basis  des  Octaedefs  wird  seyn: 

X  -j-  cot.  g  •  y  ^-  o  •  z  "zz  i 
oder 

^g^g-x-^y-^o^zzzLi 

indem  man  mit  g  die  Neigung  der  Kanten  an  der  Basis  gegen  die  Axe 
der  X  bezeichnet.  Es  ist  also  nicht  schwer,  die  Gleichung  einer  Krystall- 
ebene zu  finden,  wenn  man  erst  über  die  Lage,  die  man  den  Coordinaten 
geben  will,  mit  sich  einig  geworden  ist.   ^ 

Hat  man  das  Weissische  Zeichen  einer  Krystallebene  vor  sich,  so  ist 
es  noch  leichter  die  analytische  Gleichung  derselben  zu  finden.     Da  D  eine 
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wilikühillche  Grösse  ist,  so  ist  es  erlaubt  jD  ^  —  i    zu  setsen;    dadurch 
bekommt  die  allgemeine  Gleichung  folgende  Gestalt : 

Ax  -^  Bjr  -{'  Cz  ^^  i. 
Setzt  man^  hier  nacheinander  jtzz/zzö,  jriz^üio,  j'z::;  z  —  #>^ 
so  findet  man  die  Werthe  der  Stücke  der  Coordinatenaxen ,  die  zwischen 
dem  Anfangspunct  der  Coordinaten  und  den  Durchschnittspuncten  der 
Coordinaten  und  der  Krystallebene  enthalten  sind;  bezeichnet  man  diese 
Stücke  nämlich,  wie  oben,  mit  x^  /,  z^  so  ist 

—  1 

y  —  H 

—  1 

I^und  sind  aber  die  Weissischen  Zeichen  so  eingerichtet,  dass 

aa  ^z  X 

ßb-j 

)'C  ZZ  z 
wo   a.  ß,  Y  die  Coefücientcn    der  Weissischen  Zeichen   bedeuten.      Es    ist 
also 

c-Jl 

und   die   analytische  Gleichung   der  Krystallebene,   deren  Welssisches  Zei 

chcn  I  aa:ßi:Yc\  ist,  gewinnt  folgende  Gesult : 

1,1,1  

WO   CS   ganz   gleichgültig    ist,    ob   die  Axen   rechte    Winkel    untereinander 
machen  oder  nicht. 
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Die  Gleichung  einer  Linie  wird  durch  zwei  Ebenen  bestimmt,  in  deren 
Durchschnitt  sie  liegt.     Es  seyen  zum  Beispiel 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen,  so  ist  nach  der  Einleitung,  wenn 

ex  -^  az  —  i  z^  o 

cy  -^  6z  ^^  i  ZZ  o 
die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  dieser  Ebenen  sind: 


'  =  ''(o»  - 

^% 

*  =  \f  - 

■  ^^(.) 

<■  =  fic«,  - 

%'^- 

Bezeichnet  man  die  CoefTicienten  der  Weissischen  Zeichen  der  Beiden 
Ebenen  mit  a,  ß,  y  und  a\  /f,  y';  so  ist,  da  ^  =i  — ,  Ä  zi  ^  etc.; 

^    ab    VV  ^ß'J 

ac    V7  ^7/ 

Jede  allgemeine  Gleichung  einer  Ebene  kann  acht  Formen  annehmen, 
durch  successive  Veränderung  der  Zeichen«  Diese  acht  Formen  sind 
folgende : 


*)  Man  muss  hier  die  G)efricienten  er,  6|  e,  die  in  den  ersten  Gliedern  der  Gleichungen  stehen,  roh 
cn  Axen  a,  6,  c,  in  den  tweiten  Gliedern,  nicht  Tenrechieln« 

62 


—    490    — 

Jx  -^  By  -^  Cz  ^  D  z=:  0 
Jx  ^  By  ^  Cz  ^  D  —  o 
Ax  —  By  +  Cz  ^  D  zz.  o 
Ax  —  By  —  Cz  ^  D  —  o 

—  ^x  +  ß/  +  Cz  +  Z>  —  o 

—  ^jT  +  ßx  —  Cz  4-  z)  =  o 

—  Ax  -^  By  -\-  Cz  ^  D  —  o 

—  Ax  ^  By  —  Cz  ^  D  ^  o. 

Dies  sind  die  Gleichnngen    der   acht  Fläclien    eines  Octaeders,    welche 
man  deshalb  als  Flächen  derselben  Art  ansieht    und    in    den  Abbildongen 
derKrystalle  mit  demselben  Buchstaben  bezeichnet;  da  hingegen  die  Flächen 
eines  Rectanguläroctae'ders  nicht  durch   dieselben  Constanten   gegeben   wer- 
den   können.     Man   kann   diesen  Umstand   als  einen  Beweggrund  aasehen, 
das  Rectanguläroctaeder  aus  der  Zahl  der  Grundformen  zu  verbannen,  weil 
es  nämlich  keine  einfache,   das  heisst  aus  gleichartigen  Flächen  zusammen- 
gesetzte ,   Form    ist.     Beim  Rhomboeder    und  Dihexaeder   wird   die    Frage, 
welches  die  Flächen  seyen,  welche  den  acht  Gleichungen   entsprechen,    et- 
was complicirter,   und  wir  wollen  uns  vorbehalten,   später   wieder   darauf 
zurückzukommen. 

Es  ist  allerdings  am  einfachsten,  die  Coordinalenaxen,  auf  welche  man 
die  Gleichung  einer  Ebene  beziehen  will,  rechtwinklicht  zu  nehmen:  aber 
das  ist  nicht  immer  möglich.  Beim  regulären  Octaeder,  beim  Quadratoctae- 
der  und  Rhombenoctaeder ,  deren  drei  Axen  rechte  Winkel  mit  einander 
machen,  ist  es  am  besten,  diese  dazu  zu  wählen.  Wir  haben  oben  gese* 
hen,  dass   alle  Ebenen   desselben  Krystalls   diese  Axen    in  rationalen  Ver- 
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hältnissea  schneiden :  dieser  Umstand  mit  der  Rechtwinllichkeit  der  Axen 
verbunden«  macht  die  Formeln  tur  Berechnung  der  Neigungen  der  Kry- 
stallebenen  sehr  einfach. 

Beim  schiefen  Rhombenoctacder  und  Bhomboidoctacder  werden  die  Axen, 
-wie  bei  allen  anderen  Formen,  auch  in  einfachen  Verhältnissen  geschnit- 
ten; aber  die  Axen  sind  nicht  rcchtwinklicht  und  die  Formeln  werden  viel 
complicirter:  iiberdiess  muss  man,  um  die  Rechnungen  führen  zu  können, 
nicht  nur  die  CoefGcienten  der  Gleichungen  kennen,  sondern  auch  die 
Winkel  der  Coordinatenaxen,  also  drei  bis  fünf  Stücke,  statt  zweier;  es  ist 
also  klar,  von  welcher  Wichtigkeit  die  Untersuchung  ist,  ob  es  nicht  für 
ein  gewisses  System  von  Flächen  auch  rechtwinklichte  Coordinatenaxen 
giebt,  die  eben  so  von  den  Flächen  in  rationalen  Verhältnissen  geschnitten 
werden,  als  die  schiefwinklichten  Coordinatenaxen,  die  man  fürs  Erste  ein- 
geführt hat.  Diese  Untersuchung  besteht  aber  aus  zwei  Tfaeilen ;  wir  müs- 
sen erst  erforschen,  welche  Linien  alle  als  Coordinatenaxen  für  ein  System 
von  Flächen  dienen  können,  mit  der  Bedingung,  dass  diese  Coordinaten- 
axen so  beschaffen  seyn  müssen,  dass  sie  von  den  Krystallebenen  in  ein- 
fachen Verhältnissen  geschnitten  werden;  dann  wollen  wir  sehen,  ob  sich 
unter  diesen  Linien  weiche  befinden,  welche  rechtwinklicht  sind. 


£3  seyen 


Ax    -^    By    +    Cz    -\-    D    =0^ 


U.   8.    W* 
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die  Gleichungen   mehrerer    Krystallebenen   auf  Coordlnatenaxen    bezogen« 
deren  Winkel  X,  ju,  v  sind;  und  zwar  so,  dass 

A  =    mA^^^  —    nA^^^  —  etc. 

B  =   n/B^^^  =   B'ß^2)  -  «**=• 
C  =  ,»-C^,j  =  «^r^,^  =  etc. 
WO  17»,   OT^   rn^\   »f   i/f   Ä^''  etc.    rationale  Zahlen   bedeuten,   wie  i,  \^  2» 

Es  sey  ein  Panel  gegeben,  dessen  Coordinaten  seyen  j/,  y,  ^.  Durch 
diesen  Punct  gehen  drei  Linien,  die  uns  als  drei  neue  Covrdinatenaxen 
dienen  sollen ;  deren  Gleichungen  seyen  folgende ; 


Gleichung  der  neuen  Axe  der  z. 
>   Gleichung  der  neuen  Axe  der  x. 

y  Gleich  ong  der  neuen  Axe  der  v. 

Es  seyen  nun  x^,  y^^,  z/^  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunctes  der 
ersten  Krystallebene  mit  der  neuen  Axe  des  z;  x**\  y'\  if^^  seyen  die 
Coordinaten  des  Durchschnittspunctes  derselben  Ebene  mit  der  neuen  Axe 
der  j:,  und  x  y  y  ^  z  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunctes  der  Ebene 
mit  der  neuen  Axe  der  y^  so  müssen  diese  Coordinaten  den  Gleichungen 
der  Linien,  in  welchen  diese  Durchschoittspuncte  liegen«  und  zugleich  der 
Gleichung  der  ersten  Ebeae,  Genüge  leisten.  Wir  haben  also  fiir  den 
ersten  Durchschnittspunct 
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</-/)  +  6(^'-^  =  o 
Ajf'  +  Bf  ^Ct"'  ^  D  zzo. 
Aus   der   Combination    dieser   Gleichungen   kann   man  j/^^  f  und  if^ 
finden.     Es  ist  nämlich  : 

,^  (Cc—Bh)x  +  Ba-/  4-  Ca-J  +  Da 

Cc  —  Aa  ^^M 

^     ' —  Cc  —  ./«  —  Bh 

*"  6c  ^Aa-^Bb 

Wenn  man  in  diesen  Ausdrücken  //,  J/^  </  für  £7,  £,  c  substituirt,  so 
hat  man  die  Werthe  von  o/^^  f\  ^^^\  setzt  man  üf\  V\  d^  fiir  a,  ä,  c, 

JV  IV  IV 

so  hat  man  die  Werthe  von  j:    ,  j    ,  -c    . 

Die  Länge  der  neuen  Axe  der  z^  von  der  neuen  Coordinaten  Anfangs- 
puncte,  dessen  Coordinaten  sf^  /^  ^  sind  t  an «  bis  zu  dem  Durcbschnitts- 
puncte  der  untern  Ebene  mit  dieser  Axe,  dessen  Coordinaten  j/^,  y^,  ^^ 
sind«  ist  nach  der  Formel  der  Einleitung,  v^enn  wir  sie  mit  p  bezeichnen : 
p-y(y'—j/Y^{/'-/fJ^{^^—z^f  +  2{a^'^j'){/'^/)  COS.  X+2(:r^^-y) 

{^^—^)  COS.fA  +  2(f—/)  (/'--^  COS. v\. 

Eben  so  die  Länge  der  neuen  Axe  der  jr,  von  dem  Anfangspuncte   der 
neuen  Coordinaten  an,  bis  zum  Durchschnittspuncte  der  ersten  Ebene   mit 
dieser  Axe : 
g  -  V  (y-^^  H-  {/''--/f  4-  (^^'-O*  +  ^{j/^'-x")  (/'"-/)  COS.X 

+  2(y''^~X^)  i/^'—if)  COS.j(t+  ^i/'^—A  (^^'— ^)C0S.V) 

und  eben  so  dasselbe  Stück  auf  der  neuen  Axe  der  y: 
rizy('(x'''-xO»4-(y''-y)'4-(^''-^'+2(x'''-xO(r'''--y)cos.A.-f2(/''-i:0 


(-2  — r)cos.]U+2(y  —y)(z  — r)  cos.  vi. 
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Substituirt  man  in    diesen  Gleichungen    die    oben    gefundenen   Werlbe 

IV       ir       ly 

Ton  3^\  y^  s^^;  3f^\  /  ,  c^^]  X  9  y  ^  z  ,    so  bekommt  man,  wenn  man 
Jx"  4-  5/  -h  C/  +  Z>  mit  K  bezeichnet,  und 

Cc   —  Bb   —  Ja   z=z  N 
I        Cc"  ~  By  —  Ja'  =  N' 

Ci/'—  B^^  A(/'z=:  N'' 
setzt,  folgende  Werthe  von  p^  q^  t\ 

K 
;;   :ZI    -jjr    y(ö^    -}-    ^^    +   ^^    +    2fli    COS.X    —    2flC   COS.jU.    —    ibc  *COS.v) 

y  —  ^,  y(ö^^  +  3^^  +  c'""  +  la'l/  COS.X  —  2flV  cos.^  —  2iV  cos,y) 


K 


r  —  ^,  y(a''^  -t-  ^'^^  +  ^^  +  ^^'^''  cos.1  —  2a''(/'  cos.fi  —  2*^V^  cos.i/. 


Wenn  man  in  den  Werlhen  von  K,  N,  N\  W  A      für  A,    B 

für  J5»    C*,  V  für  C   und   Z),,.  für  D   setzt,   so  haben  wir  die  Stücke  der 
(^J  (t) 

neuen  Coordinatenaxen ,  von  ihrem  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunct 
an  bis  zu  dem  Puncte,  wo  sie  von  der  zweiten  Ebene  geschnitten  werden, 
deren  Gleichung 

ist.     Bezeichnet  man  diese  Stücke  mit  /?.    ,  y,    ,  r     ,  und  das,  was  aus  Ä", 

iV,A^,  N  wird,  wenn  man  in  deren  ausdrücken  A       für  y^,    B.  fiir  JB, 

C^^^  für  C  und  Z>^^j  für  Z>  selzt,  mit  K^^^  N^^^  JV'^^^  N^'^^y  so  hat 
man : 

mr 

p.^  ZZ  -j^  y(fl*  +  i*  4"  ^^  "4"  2^^  COS.X  —  er  COS.U  —  !ibc  cos.r) 

y,.x  =  &^  VK^  +  ^''^  +  ^^^  +  2ö^^^  COS.X  —  2///  COS.U  —  2Ä'C^C0S.  V) 

r      =:  ^  y{a"^ + ^''^  _^  ^/2  j^  ^^^j/f  eos.  X  —  :i.af'I/'  cos./*  —  2^'V''  cos.  v). 
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I(un  soll  die  Lage  der  neuen  Coordinatenaxen  so  beschaffen  seyn,  dass 
sie  von  den  Krystailebenen  in  rationalen  Verhältnissen  geschnitten  werden, 
dass  also  ?üi  ;  i-,  ^  :  -1,  -^  :  ^  rationale  Grössen  seyen.     Es  ist  aber 

P{t)        P      Pii)        P      9(1)        9  ' 

nach  dem  Obigen 

9(i)'P  ^^'^(i) 

^{\)'9  aÜLi^A^} 

9(1)''  *"    '^''{ly^'' 

Wenn  man  also  diese  rationalen  Grössen  mit  v,  v\  v'*  bezeichnet,  und 
für  N,  N\  N'\  N^^y  N'^^y  N''^^^  ihre  Werthe  substituirt,  so  haben  wir 
folgende  drei  Gleichungen  : 

(Cif  ^  Bl/  ---  Aa!)    (^(i)g— -g(i)<^^(0<»)  

(6'(,/— i?(,)6'— >/(,^a')     (6c  ^  Bb  ^  Aa)  — '   ^ 

(^^'  -  Bh"   ^  Aa!')     iC(,^c-^B(,^h-A^,)a)  _      ,  v  ... 

(6^,/'— if(,)6"— ^(,^a")  (Cc     ^  Bb    -^  Aa)  V    }>    •    •    •    \\) 


(C^j/'^B^^^b''^A^^^a")  (6V     —  Bb'     —  Aa)      ^ 


Das  sind  die  Bedingungsgleichungent  welche  erfüllt  seyn  müssen,  damit 
Linien,  deren  Gleichungen 

^c(j/ — ^jr)  -f-  a^z"" — z)  iz:  0. 

^c\x'—x)  -f  a\z'—z)  = 

lc'\y-j)  +  b'V-z)  -  o\ 

sind    und    welche    durch    denselben    Punct    gehen,    von    Ebenen,    deren 
Gleichungen 
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Ax      •\-  By      4.  C«      +  D  '  z=:  o 

sind,  80  geschnitten  werden,  dass  die  Verhältnisse  der  Stücket  welche  zwi- 
schen dem  Darchschnittspnncte  der  Linien  nnd  den  Durchschnittspnncten 
der  ersten  Ebene  mit  diesen  Linien  enthalten  sind,  sich  rational  verhalten 
zu  den  gleichnamigen  Verhältnissen  der  Stücke,  welche  zwischen  dem  Durch- 
schnittspunct  der  Linien  und  den  Durchschnittspnncten  der  zweiten  Ebene 
mit  diesen  Linien  enthalten  sind. 

Diese  Bedingungsgleichungen  werden  Ton  allen  Linien  erfüllt,    die  ans 
dem  Durchschnitt  anderer  Ebenen  desselben  Krystalls  entstehen.     Es  seyen 

^(3)'  +  ^(3/  +  S)'  +  ^(3)  =  '^ 
^(if  +  ^(4/  +  ^W)'  +  ^(4)  =  " 

drei  andere  Ebenen  desselben  Krystalls,  deren  Dnrchschnittslinien  durch 
die  obigen  Gleichungen  der  neuen  Coordinatenaxen  gegeben  seyen,  so  ist, 
nach  der  isten  Aufgabe  der  i4ien  Nummer  der  Einleitung 


c 


/ 


-  -'(3)^(2)  -"  -^(2)^(3) 

-  ^(3)S)  ~  ^(2)S) 
=  %f{3)  ~  ^(3)^(2) 

-  ^(i)*(2)  "*  ^(2)^(4) 
*'  =   ^(4)^(2)  —  -^(2)^) 

**'  =  -^(2)^(4)  -  -^(4)^) 

'^'  —  "^(3)^(4)  —  ^(4)^(3) 

*''  =  ^(3)^4)  -  ^(4)S) 

^'^  =  V(3)  -  V(4)- 


I 
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Also: 


und  so  fort.  Da  nun  bei  allen  Krystnllebenen  die  Coefficienten  A^  B^  C^ 
A  y  B  y  C  y  A  ,  B  y  C  etc.  sich  rational  zu  einander  verhalten, 
oder  die  Verhältnisse   -; — ,   -f — »  -^  etc.;   - — ,   = —  etc.;  ^r— ,  ;; — etc.  ra- 

'^(l)      -*(2)       -'(3)  «^(I)       ^(2)  ^(1)        ''(2) 

tionale  Grössen  sind,  so  kann  man  den  Werthen  von  Cc,  Bb^  Aa^  Cc\ 
Bb\  Aa    etc.  auch  folgende  Formen  geben : 

Cc  z^  J  '  ABC 

Bb  =.  g  *  JBC 

Aa  —  h  ^  ABC 

Cc'  —  i  .  ABC 

Bb'  zz  h  .  ABC 

etc. 

I 

wo  /,  §,  Ä,  /,  k  etc.  wieder  rationale  Grössen  sind. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  obigen  Bedingungsgleichungen,  so  be- 
kommt man  wieder  rationale  Grössen;  die  Bedingungsgleichungen  werden 
also  von  diesen  Linien  erfüllt. 

Diess  giebt  uns  folgenden  allgemeinen  Lehrsatz;  Alle  Durchschnittslinien 

der  Flächen,    die  an  einem  Krystall    vorkommen    können   und   vorkommen, 

können  als  Coordinatenaxen  für  dieselben  dienen,  und  werden  von  diesen 
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Flächen  in  rationalen  Verhältnissen  geschnitten«  Es  versteht  sich  von 
seiht,  dass  man  den  Flächen  eine  solche  Lage  geben  muss,  dass  sich  die 
drei  Linien  in  einem  Puncte  durchschneiden;  diess  ist  immer  möglich« 
denn  man  kann,  wie  ich  schon  oft  erinnert  habe,  fiir  jede  Krystallebene 
eine  ihr  parallele  substituiren ,  ohne  dass  darum  die  Formeln  eine  Aen- 
derung  erlitten« 

Befinden  sich  unter  diesen  Durchschnittslinien  der  Krystallebenen  drei 
Linien,  die  rechte  Winkel  miteinander  machen,  so  sind  rechtwinklichte 
Coordinatenaxcn  möglich;  zum  Beispiel,  wenn  die  Basis  einer  Säule  rhom- 
bisch  ist,  und  es  Endflächen  giebt ,  die  auf  den  Säulenflächen  grade  aufge- 
setzt sind. 

Wir  wollen  jetzt  noch  untersuchen,  wie  sich  die  Neigungswinkel  der 
Ebenen,  die  zu  demselben  Flächensystem  gehören,  gegen  die  Ceordinaten- 
ebenen  zu  einander  verhalten«  Es  seyen  wieder  X,  ju^,  1/  die  Neigungswin- 
kel der  Coordinatenaxcn  gegeneinander«  Man  muss,  wie  wir  in  der  Ein- 
leitung Nr«  i5  gefunden  haben,  um  die  Gleichungen  der  Coordinatenebe- 
neu  zu  bekommen,  in  der  allgemeinen  Gleichung  der-Ebene  Dzzo  machen, 
und  auch  die  übrigen  Coefficienten abwechselnd  verschwinden  lassen.  Nämlich: 

für  die  Ebene  der  xzi    A  z^  0^  C  zu  0 
fuc  die  Ebene  der  yz:     B  zz  o^  C  :^  o 
für  die  Ebene  der  xy;    A  zz:  0^  B  zz  o. 
Es  seyen  jetzt,  wie  früher, 

■  \if  +  ^(2/  +  ^(2)*  +  %)  -  " 
^(3/  +  ^(3/  +  S)'  +  ^(3)  -  "  '''• 
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die  Gleichungen   der   Krystallebenen ,    auf  diese   Coordinatenaxen  bezogen 
und  demselben  Krystall  angehSrig,  so  dass: 

C^      =  m''C,^^  =  n'X^^    ZZ  etc. 
(i>  (2)  (3> 

wo  ^i  n^  ^\  n\  WL^  UL^  etc.  einfache  rationale  Zahlen  sind. 

Der  Winkel,  den  die  erste  Ebene  mit  der  Ebene  der  xz  macht,  lässt 
sich  nach  den  Formeln  der  Einleitung  finden;  wir  haben  dort  den  Win- 
kel zweier  Ebenen,  deren  Gleichungen  gegeben  sind,  berechnen  gelernt 
(siehe  Nr.  i4i  gte  Aufgabe).  Setzt  man  in  der  dort  entwickelten  Gleichung 
A  ZZ.  o^  C  z:z  0  (Werthe  dieser  CoeflGcienten  in  der  Gleichung  der  Ebene 
xz) ,  so  findet  man ,  wenn  man  die  Neigung  der  ersten  Ebene  gegen  die 
Ebene  der  xz  mit  f^^,.  bezeichnet ; 

w/r/-      _^  "^(i)  "^»'Z*  "f"  -^(i)  (*o«'A*  cos.y  —  ros.^)  -4-  6^^,^  (cos.^  cos./u  —  co«  v) 

-J-  2^^t)^^i)  (coj.^  cot.v  —  cos./i)  -|-  2^^i)C^x)  (cos.A  cos./ie  —  cos.y) 

Wir  haben  schon  längst  gesehen,  dass  es  die  Tangenten  der  Neigungs- 
winkel der  Ebenen  gegen  die  Coordinatenaxen  sind,  die  in. gewissen  Fäl- 
len in  einfachen  Verhältnissen  zu  einander  stehen,  wir  wollen  also  die 
Tangente  des  Winkels  PV  suchen.  Man  findet,  nach  den  gehörigen 
Reductionen 

'S-     '^      (1)    —  cos.Mr^,j 

^^  -f-Cf,)  (co$./.  COS./M  —  cos  y)J     ^ 

"■"  t^(i )  »'«'^A*  "f"  -^(1)  {y^'ß  CO»*»'  —  cos.^)  w^C^^^  (cos.^  C0S./4  —  coj.y)]"^ 

Man  findet  die  Werthe  von  tg.  f^^^V  *S'  ^3)'  *6-  ^^(4)  *'*^"  ^°" 
dem  man  in  dem  AasdrucV  von  lg.  f^,^.  den  Exponenten  (1)  in  (2),  (3), 
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(4)  etc.  verwandelt.     ^/gN»  ^^o)«  ^'^(h\  ^^^*   "'^^  nämlich  di«  Neigongen 
der  übrigen  Krystallebenen  gegen  die  Ebene  der  zz. 

Es  mögen  sich  jetzt  alle  Ebenen  in  einer  Linie  schneiden,  das  heisst 
in  der  Linie«  welche  die  Durchschnittslinie  der  ersten  Ebene  mit  der  Ebene 
der  xz  ist.  Wenn  man  die  Coefficienlen  der  allgemeinen  Gleichungen  die- 
ser  Linie  mit  a^  b^  c  bezeichnet,  so  ist  nach  der  isten  Aufgabe  der  i4ten 
Nummer  der  Einleitung,  wenn  man  dabei  berücksichtiget,  dass  AzuCzzo^ 

b  —  o 

Da  nun  alle  Ebenen  sich  in  einer  Linie  schneiden  sollen,  so  ist  nach 
der  dritten  Aufgabe  der  i4ten  ISummer 

c  -  A^^^B  rz  A^^^B  =  A^^^B  =  eic. 

6  =  0 

a  =  BC^^^  =  BC^^  =:  BC^^^  =  etc.  . 

und  hieraus  folgt: 

Wenn  man  in  den  nach  der  oben  gegebenen  Formel  entwickelten 
Werlhen  von  ^^^^.  IV ^^^,  W ^^^  etc.:  A^^^  =  A^^^  =  A^^^  zz  etc.  und 
C  V  zu  C  .uz  C.  zu  eic»  macht,  und  die  gefundenen  Ausdrücke  je  zwei 
und  zwei  durch  einander  dividirt,  so  erhält  man  : 

tg»  ^(i)    _   ^(a)  *^"'^/*  "f"  -'^(i)  (co«./it  cos.y  —  cos.^.)  -|-  ^(,)  (c.o%.a  co$.u  —  co*.v) 
tg.  ff^ij)    """"   -^^,j  sin. V -}-•''( I)  («'••A*  CO»-»'— <^o*»^) -j-^(i)  (cos.-^ CO«./*       cos,y)* 


J 
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Man  findet  „."-•,  ,„<'^  etc.,  indem  man  in  diesem  Ausdruck  für 
B,  ,  nacheinander  B,  ^,  ß,.^  etc.  setzt.     Es  ist  klar,    dass   man   auch  -^l\ 

(2)  (3)         (4)  wi' 

-^;>^  etc.  fiir  B    ,  B.  .  etc.  setzen  kann. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen ,  unter  welchen  Bedingungen  die  Aus* 
drücke  , J'\  -,J^^  etc.  einfach  und  rational  werden,  oder  welche Eigen- 
Schäften  die  Axen  haben  müssen,  damit  sich  die  Tangenten  des  Neigungs- 
winkel der  Ebenen,  die  durch  dieselbe  in  der  Ebene  der  xz  liegenden  Li- 
nie gehen,  gegen  diese  Ebene,  einfach  zu  einander  verhalten. 

Macht  man  X  ziz.  v  zz::  qo°,  so  verschwinden  die  Coefficienten  von  ^4,  ^ 

^  (i) 

und  C     ,  und  man  bekommt; 

±!!l(i}  —  ^  —  1 

Es  ist  aber  —,  eine  einfache  rationale  Grösse.  Die  Krystallisationssysteme 
also,  deren  Flächen  sich  auf  rechtwinklichte  Axen  beziehen  lassen,  sind 
alle  tautometrisch. 

Setzt  man  fi  :iz  v  zu  qo^,  so  bekommt  der  Werth  von  — 7^^^  fol- 
gende  Gestalt: 


Dieser  Ausdruck  kann  auf  zweierlei  Art  einfach  und  rational  werden  : 

erstens,  wenn  j4..  n  B,  .  und  cos.  X  eine  einfache  Grösse  ist,  z.  B.  beim 

(t)  (t) 

Rhomboeder  oder  Dihexaeder,  wo  die  beiden  horizontalen  Axen  einander 
gleich  sind,  und  wo  A.  zz  120^  oder  X  zu  60^,  also  cos.  >.  zz  ^  i  ;  zweitens, 
wenn  y^  iz  B  cos.  ^,  und  cos.^A.  eine  einfache  Grösse  ist,  z.  B.  beim 
Dihexaeder,  wenn  man  eine  Linie  aus  den  Mittelpunct  nach  der  Mitte  der 
Basiskante  gezogen,  als  eine  von  den  horizontalen  Axen  ansehen  will ;  drit- 
tens endlich,    wenn  J5.      irgend  ein  einfaches  Multipel  von  ^.     cos.  X  isl. 
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d.  h*  wenn  eine  Linien  senkrecht  aof  die  eine  horizontale  Axe  darch  den 
Endpnnct  derselben  gezogen,  die  zweite  .verlängerte  Axe  so  schneidet,  dass 
dieser  Abschnitt  ein  einfaches  Multipel  der  zweiten  Axe  ist« 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  in  allen  diesen  Fällen  in  der  die  horizon- 
talen Axen  verbindenden  Ebene  immer  zwei  miteinander  rechtwinklichte 
Linien  möglich  sind,  die  man  für  die  Axen  substituiren  kann ;  so  dass  im 
Grnnde  auch  die  letzten  Regeln  mit  der  ersten  identisch  sind,  nämlich  dass 
X  zu  fi  ^z  V  90®  seyn  solle. 

Die  obige  Gleichung  zeigt  uns  auch,  dass  es  in  einem  tautometrischen 
System  Axen  geben  kann,  bei  welchen  die  Flächenneigungen  gegen  eine 
der  Coordinateuebenen  nicht  diese  Eigenschaft  haben,  die  wir  mit  Tauto- 
metrie  bezeichnen.  Wenn  man  z.  B.  die  drei  Endkanten  eines  Rhomboe- 
ders  als  Axen  nehmen  wollte,  so  wären  sie  alle  drei  untereinander  gleich, 
so  wie  ihre  Neigungswinkel;  führt  man  diese  Supposition  in  die  obi<»e 
Gleichung  ein,  so  findet  man,  dass  nur  in  dem  Falle  Tautometrie  eintritt, 
wo  cos.  X  zz  cos.  fi  zz  cos.  V  eine  einfache  Grösse  ist#  Ein  solches  Rhom- 
boeder,  wo  dieses  der  Fall  sey,  kömmt  nicht  vor. 


/ 
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Analytische     Theorie     der    Zonen. 

Maa  sagt  von  Flächen,  deren  Durchschnittslinien  einander  parallel 
sind,  dass  sie  in  dieselbe  Zone  fallen. 

Die  Beachtung  der  Zonen  ist  oft  bei  der  Bestimmung  der  Lage  unbe- 
kannter Flächen  von  grosser  Wichtigkeit;  es  ist  klar,  dass,  wenn  eine  Fläche 
in  zwei  Zonen  zugleich  fältt,  ihre  Lage  vollkommen  bestimmt    ist.     Es   sey 

^:r  +  jBfy  4-  Cz  +  Z>  —  o  .   .   .  (/) 
die   allgemeine  Gleichung   einer  Krystallebene,   deren  Lage   unbekannt   ist. 
Es  mögen  sich  noch  vier  andere  Ebenen  am  Krystall  befinden,  deren  Lage 
bekannt  ist,  und  deren  Gleichungen  folgende  sind: 

(  ) 

\f  +  V  +  V  +  %  =  "■•■•  «> 

Die  Lage  der  unbekannten  Ebene,  deren  Gleichung  in  (/')  gegeben  ist, 
sey  nun  so,  dass  sie  sowol  mit  den  Ebenen  (i)  und  (2),  als  auch  mit  den 
Ebenen  (3)  und  (4)  parallele  Dnrchschnittslinien  bildet  — -  oder  dass  sie 
sowol  in  die  Zone  der  Ebenen  (i)  und  (2),  als  auch  in  die  Zone  der  Ebe- 
nen (3)  und  (4)  fällt  ^)  Es  ist  klar,  dass  diess  dasselbe  ist,  als  wenn  man 
sagt,  die  Ebene  gebt  durch  die  Durchschnittslinien  der  Ebenen  (i)  und  (2) 
und  der  Ebenen  (3)  und  (4);  die  Lage  einer  Ebene  aber,  die  durch  zwei 
Linien  geht,  ist  dadurch  vollkommen  bestimmt.     Es    fragt    sich    nur   noch, 


\.r  +  \^  +  ^iJ"  +  \)  -' ^^> 


*  L»  ist  kliir,  dass  diese  vier   Ebenen  nicht  in  dieselbe  Zone  fallen  dürftn. 
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wie  man  aus  diesen  Bedingungen  die  i^oefficienten  der  Gleichung  der  Ebene 
(/)  findet. 
Es  seyen 

ex  '■\-  az  -\-'  a  ZZ  o 

Cy    ^    6z    -^    ß    —    O 

die  Gleichungen   der  Linie,  die  aus  dem  Durchschnitt  der  Ebenen  (/)  und 
(i)  entsteht,  so  ist,  wie  in  der  Einleitung  bewiesen  worden  ist: 

"  =  8^(0  -  Y; 

Soll  nun  diese  Linie  mit  einer  andern  Linie,  die  aus  dem  Durchschnitt 
der  Ebene  (/)  mit  der  Ebene  (2)  entsteht,  parallel  scyn,  so  muss  (siehe 
die  Einleitung) 

a^c  —  ac^  zz  o,  b^c  n:  bcf  n:;  0  •  •  •  •  (5) 
seyn;  hier  bedeuten  of^  b\  c\  was  aus  ö,  3,  c  wird,  wenn  man  die  Coer- 
ficienten    der  Gleichung  (2)   für    die  Coeflicienten    der  Gleichung  (1)    setzt, 
oder  C       für  C^    ,  B^      für  B^^^  und  A^^^  fiir  A^^^  substituirt. 

Dehnt  man  nun  dieselben  Schlüsse  auch  auf  die  Durchschnittslinien 
der  Ebenen  (/)  mit  den  Ebenen  (3)  und  (4)  aus,  so  müssen,  wenn  diese 
untereinander  parallel  seyn  sollen,  die  obigen  Bedingungsgleichungeii  des 
Parallelismus  zweier  Linien  auch  gleiten,    nachdem  man  in  denselben   A,    , 

substituirt  hat. 

Führt  man  diese  Reclinuiigen  aus,  so  gelangt  man  zu  folgenden  zwei 
Gleichungen,  welche  hinreichen,  die  unbekannten  Grössen  zu   bestimmen  : 
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Setzt  man  diese  Wertke  in  die  obigen  beiden  Gleichungen  {g)^  aus 
welchen  man  die  Coeflicienten  der  unbekannten  Ebene  bestimmen  soll,  so 
hat  man 

p{r''7-r'W'^  ^p'Xv-i''r)  +p'\g-^r-g/^^)  -  o. 


In  diesen  beiden  Gleichungen  kann  man  eine  von  den  Grössen  der 
Einheit  gleich  setzen  und  dann  die  beiden  übrigen  finden.  Es  versteht 
sich  von  selbst«  dass  man,  wenn  man  die  Werthe  dieser  Grössen  in  Zahlen 
ausdrucken  will,  sehr  Acht  darauf  geben  muss,  ob  sie  positiv  oder  negativ 
sind«  das  heisst,  ob  die  Fläche  vorn  oder  hinten,  oben  oder  unten  liegt. 
Ein  Beispiel  wird  dieses  alles  deutlicher  machen,  und  zugleich  zeigen,  dass 
diese  Rechnung  nicht  so  weitläuftig  ist,  als  sie  anfangs  scheinen  könnte. 

Beim  Kupfervitriol  (Fig.  179),  dessen  Winkel  wir  im  Vorhergehenden 
berechnet  haben  (siehe  die  Berechnung  der  Winkel  des  schiefen  Rhomboid- 
octacders),  liegen  folgende  Flächen  in  derselben  Zone: 

/,  u^  k,  X,  s 

P,  1/,  AT 

Pf  X,  r. 

Die  Fläche  u  liegt  also  in  der  Zone  der  Flächen  k  und  /,  und  zn- 
gleicl^  in  der  Zone  der  Flächen  P  und  M^. 

Die  Weissischen  Zeichen  der  beiden  ersten  Flächen  sind: 

a^ :  b^ :  r  j  und  \cx^:6/.ooc  1 


und  die  der  beiden  andern 


I  ö :  Ä^ :  £7    und    ^,  •  3^^ :  00c 
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Iso : 
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/'  —  — 
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r      zu         O. 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  obigen  Gleichungen,    so  bekommen  sie 
folgende  einfache  Gestalt: 

—  p  —  r  zz  o 

—  IP  -^^  g  +  ^r  ziz  o. 

Setzt  man  hierin  r  zz  i,  so  findet  man 


P  — 
9  = 


I. 


Das  Weissische  Zeichen  Zeichen  der  Fläche  /  ist  also 


ö,  •  z^,  •  c 


Auf  eben  dieselbe  Weise  findet  man  das  Zeichen  der  Fläche  x«  Diese 
Fläche  liegt  nämlich  in  der  Zone  von  ^  und  5,  und  in  der  Zone  von  P 
und  T^.     Hier  ist  also 

/  =  -  I 

/    


Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  obigen  Gleichungen,  so  findet  man 

/?  -f-  r  rz  o 


/'  =  - 

-  I 

/"  _       I 

JV 

p    ~ 

—  I 

7"- 

I 

/"  -  -  I 

JV 

q     — 

I 

/'  =: 

I 

/''=Z          I 

IV 

0. 

ip  -\-  ir  -\-  g  ZZ  o 


tt 


—    5o8    — 


woraus,  wena  man  r  zzz  t  setzt, 


P  = 


I 


I : 


i ' 


das  Weissische  Zeiche  der  Fläche  x  ist  also 

a  :  3fr :  c  • 
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F  p  n    den    A  x  e  n. 

Wir  haben  im  Vorhergehenden  gesehen ,  dass  jedwede  drei  Durch- 
schnittslinien in  einem  System  von  Krystallflächen  als  Axen  dienen  können* 
Dieser  Linien  gicbt  es  aber  viele,  und  es  fragt  sich,  welche  von  Ihnen  man 
vorzugsweise  als  Axen  ansehen  soll. 

Die  meisten  Krystalle  sind  so  gebildet,'  dass  immer  mehrere  Flächen 
sich  unter  parallelen  Linien  schneiden.  Auf  diese  Weise  erscheinen  an 
denselben  mehrere  Zonen  von  Flächen,  deren  Axen  man  vorzugsweise  als 
Axen  des  ganzen  Systems  von  Flächen,  welche  den  Krystall  ausmachen, 
ansehen  kann.  Aber  auch  dieser  Axen  giebt  es  gewöhnlich  mehr  als  drei, 
und  wir  müssen  wieder  unter  ihnen  wählen.  Man  unterscheidet  deshalb 
gewisse  Hauptzonen  als  diejenigen,  in  welchen  die  allermeisten  Flächen 
liegen;  unter  den  Axen  dieser  Hauptzonen  giebt  es  in  den  meisten  Fällen 
drei,  die  rechte  oder  überhaupt  solche  Winkel  untereinander  machen,  welche 
Tautometrie  herbeiführen ;  und  diese  nimmt  man  alsdann  als  die  wahren 
Axen  an.  Wo  sich  alle  diese  Axen  unter  schiefen  W inLein  schneidci), 
ist  die  Wahl  willkührlither;  aber  auch  in  diesen  Fall  lassen  sich  gewisse 
Regeln  vorschreiben,  mit  denen  wir  uns  jetzt  ausführlicher  beschäftigen 
wollen.     Die  Hauptzonen  sind  nach  Weiss : 

i)  Die  horizontale  Zone   oder   die  Zone   der  Säulenflächen,    deren  Axe 
vertical  ist« 

2)  Die  verticalen  Zonen;   es   giebt   Ihrer  mehrere;   Ihre  Axen  sind  ho- 

rizontal. 

3)  Die  Diagonalzonen ;   deren   Axen    den   Diagonalen   der  Flachen   der 

Grundform  parallel  sind» 
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4)  Die  Kantenzonen,  deren  Axcn  den  Endkanten  der  Grundform  paral- 
lel laufen. 
Beim  regulären  Octacder  z.  B.  haben  wir  in  der  verticalen  Zone  erst 
die  gerade  Abstnmpfungsfläche  der  Endspitze  oder  die  Würfelfläche ,  dann 
die  grade  Abstumpfungsfläclie  der  Endkante  oder  die  Granatoederfläche, 
hierauf  wieder  eine  Würfelfläche  und  so  fort«  Eine  andere  verticale  Zone 
geht  über  die  Octaederflächen  hin,  und  zählt  als  erstes  Glied  die  Leucitoe- 
derflüche,  dann  die  Octaederfläche ,  hierauf  die  Flache  des  Pyramidenoctae- 
ders  als  Zuschärfung,  and  endlich  wieder  eine  Granatoederfläche  als  grade 
Abstumpfung  der  Kante  an  der  Basis. 

In  der  horizontalen  Zone  des  regulären  Octaeders  liegen  die  Würfel- 
fläche, die  Granatoederfläche,  als  grade  Abstumpfung  der  Wnrfelkante,  und 
die  verschiedenen  Flächen,  die  zwischen  diesen  beiden  liegen,  z.  B.  die 
Pyritoinlerfläche. 

In  der  Kantenzone  des  regulären  Octaeders  liegen  die  verschiedenen 
Pyrimidenoctaederflächen. 

la  itr  Diagonalzone  endlich  liegen  alle  diejenigen  Flächen,  deren  ge- 
meinschaftliche Durchschnittslinie  mit  einer  Diagonale  der  Octaederfläche 
parallel  laufen,  z.  B.  die  verschiedenen  Achtundvierzigflächner. 

Man  sieht,  dass  die  Hauptzonen  in  der  engsten  Verbindung  mit  der 
Grundform  stehen,  und  unmittelbar  auf  dieselbe  hindeuten.  In  den  Sy- 
stemen des  Rhomboeders  und  der  graden  Octaeder  ist  dieser  Zusammen- 
hang besonders  deutlich  wahrzunehmen ,  so  dass  man  bei  diesen  For- 
men nur  der  Vertlieilung  der  parallelkantigen  Flächen  zu  folgen  braucht, 
um  sogleich  die  Grundform  zu   erkennen ;    da    ferner   bei    diesen  Systemen 
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die  horizontalen  Axen  mit  der  verticalen,  und  bei  den  Octaedern  auch  die 
horizontalen  Axen  untereinander  rechte  Winkel  machen  sollen,  so  i^t  die 
Wahl  unter  mehreren  Axen,  die  sich  dem  Beobachter  darbieten,  so  be- 
schränkt, dass  hier  fast  nichts  der  Willkühr  überlassen  bleibt.  Nur  beim 
Rhomboeder  und  Quadratoctaeder  kann  die  Wahl  zwischen  den  Axen  der 
fürs  Erste  angenommenen  Grundform  und  den  Axen  des  nächst  stumpfern 
Körpers  zweifelhaft  bleiben. 

Verfährt  man  eben  so  bei  den  Systemen  der  schiefen  Octaüder,  d.  h. 
geht  man  nur  von  der  respectiven  Lage  wirklich  und  in  grosser  Anzahl 
existireuder  und  nicht  von  der  Lage  bloss  denkbarer  Flächen  aus,  so  wird 
man  nothwendig  *)  auf  schiefwinklichte  Axen  geführt. 

Es  sey  Fig.  i85  der  durch  die  Axen  a,  c  gelegte  Durchschnitt  eines 
schiefen  Bhombenoctaeders;  ED  ist  die  Halbaxe  a  :  AD  die  Ilalbaxe  ci 
AB  ist  eine  vordere  Endkante,  deren  grade  Abstumpfungsfläche,  auf  die 
schiefwinklichten  Axen  BD^  AD  bezogen,  folgendes  Zeichen  hat : 


a^  :  oob  :  c  1. 


Wir  wollen  nun  eine  mit  AC  rechtwinklichte  Axe  BC  ziehen ;  so 
kann  man  BD  auch  als  eine  Endkante  ansehen,  an  dem  graden  Rhomben- 
octaeder,  dessen  Axen  mit  den  Linien  AC  ^  BC  zusammenfallen.  Die 
Weissischen,  auf  rechtwinklichte  Axea  bezogenen  Zeichen  der  graden  Ab- 
stumpfungsflächen der  Endkanten  BD  und  AB  seyen: 

I  a  :  oob  :  pc 


a  :  oob  :  mc 


*)  Die  wenigen  Fälle  ansgenommen ,    wo    eine  Reduclion    auf  rechtwinkli  hie  Axen    sich  gewitser* 
masseu   von  seili»t  «JarLietet,  i..   B.   beim  Pyroxen. 


—       Jl2       — 

iA  jt  cfieaiar.  w-na  lua  AT  iz  c  setzt. 

-4Z)  zz  I»  —  r. 


E.-  5*7  [F  «1-5  ar isr»  Tcrti*r«  Ecdkante,  deren  grade  ALstumpfungsflache 


(  c  :  ocS  :  m'c  j 

:i2  Zi.ri-f^  Liie  :  ilidira  ist  FC  zz  w  ,  also 

FD  ZIZ.  Tn,     —  ;•. 

r»!^    Zilciiea   der  Abstnaipfja^Sjcheii   der  Kanten  AB^  FB^    auf   die 

5cl!-;:Vlul:I::e2  Ax:!!i  £/)»  ^i)  bezogea»    sind    hiernach    offenbar,    wenn 

BU2  BD  ZZ  ^    setzt: 

I  a^  :  oc^  :  (w — ^)  ^r  | 


I  a^  :  oo^  :  {m-^p)  c  |, 


WUl  man  dem  Zeichen   der   graden  Abstumpfungsiläche  der  Endkante 
jCB»  auf  die  schiefwinklichten  Axen  bezogen,  die  Form 

j  fl,  :  oob  : c  I 

•ehea»   so   muss   man   die  Coefficienten   von  c   in   den  obigen  Zeichen  mit 
(.«— /?)  dividiren,  und  erhält  so 


yn 


—  A» 


als  den  Werth  des  Coeflicienten  von  c  im  Zeichen  der  Abstompfangsfläche 

irgend  einer  vordem  Endkante ,  auf  schiefwinklichte  Axen  bezogen ,    deren 

Weissischfs  Zeichen 

I  a  :  oob  :  nie  \ 

ist* 


—    5i3    — 

Ist  11/  <  ^,  oder  trifft  die  Endkante  die  Axe  ÄC  unterhalb  2>«  z«  B« 
in  G  (Fig.  186)  t  so  wird  der  Coeffident  Ton  c  im  Zeichen»  welches  sich 
auf  schiefwinklichte  Axen  besieht«  negatirit  welches . anzeigt ,  dass  die  in 
Frage  stehende  Endkante  am  schiefen  Ehombenoctaeder  hinten  liegt,  wäh« 
rend  sie  beim  graden  vorn  liegt« 

Liegt  endlich  die  grade  Abstumpfungsfläche  der  Endkante,  deren  Weis- 
sisches  Zeichen 


scy,  hinten,  wie  %.  B.  BfHf  (Fig.  187),  so  ist  offenbar,  wenn  man  BH  mxx, 
^H'  parallel  macht, 

HD  r=:CD  -{■  CH. 
Es  ist  aber  CD  zzp,  HC  ZZ  CH'  =  wf';  HD  ist  der  Coefücient  von 
c  im  Zeichen  der  Abstompfangsfläche ,   du  sich  auf  schiefwinklichte  Axen 
bezieht,  der  aber  noch  erst  mit  m  — -^  dividirt  werden  muss;  dieser  Coef*- 
ficient  ist  also ; 

Hl—/» 

Ich  will  mich  jetzt  bemühen  an  einem  Beispiel  darzulegen,  wie  will- 
kührlich  und  gezwungen  die  Zeichen  oft  ausfallen,  wenn  man  einem  schie- 
fen Rhombenoctaeder  ein  grades  substituirt;  und  wie  durch  die  umgekehr- 
te Substitution  oft  die  Zeichen  einfach  werden» 

Der  Titanit  (oder  Sphen)  krystallisirt  in  den  Formen,  die  Fig.  188  — 
192  abgebildet  sind;  sie  sind  aus  der  Abhandlung  entnommen,  die  G.  Böse 
jiber  diesen  Gegenstand  bekannt  gemacht  hat  ^.     Die  Grundform  ist  nach 


^  Ueber  dftfl  KrysuUisationttfttem  d«  TiuiuU  (und  S^ns^  too  Dr.  GusUt  Rotei  ia  Leonhard's 
Tajchenbuch. 

6S 


5i4 


Die  Wi 

aller  ^m 


«  desfien  kiatere  Endkanie  von  der  Fläche 
"nn,  ien  Flicken  M^  M  gnde  abgestumpft  werden« 
(aaf  ncktwimklichte  Axen   xn   beziehenden)   Zeichen 
and  nach  ihm  folgende: 

Sinlenflächen : 


f  a :  3  :  ocx:  | 


/    I^  |ö  : 3^  : occ  I 


y  ZU  \  ooö:  ^looc  I 


Torderer  nnd  hinterer  Endkanten : 


P^  ^^  I  a' :  oob  :  c  \ 
—  I  a  :  oo^  :  5c  (  ♦ 

§     —  J  a  :  OQ^ :  7g  \  ♦ 
jr     ZI  |g  :cx>^:y  | 
y     ^^  I  a  '.oob\  17g  [ 

/  Z^  ja  :oo^:  19c  | 
X  ZT  )  tf  :  00^ :  27c  I 
h^    —  I  g' :  00^ :  557}  • 

Zaspilznngsflachen  oder  Flachen  abgeleiteter  Octacder 


I  fl  :  jb  :  c 


o  z 

^- |TTj£77| 


U 

n 


d  =:  I  {a  '.{jb'.c  I 


.  ■  .  «  # 


^ie  Coeflicienten  von  e  m 


c    _  1  i^^iA     \  ^anjsflächcn   der  TOr- 


t"  =  I  iS^. '  Uj^ 


I  •  «  - 


''*»  «>4, 


Die  Accente  zeigen  an,  dass  die  so  bezeichneten  TV  \ 
Die  mit  einem  Stern  bezeichneten  Abstumpfungsfl'dchen  vq  ^ 
terer  Endkanten  kommen  nicht  wirklich  vor;  man  hat  sie  nn        ^^  ^^^- 
setzt ,  um  zu  zeigen,  welche  Flächen  dieser  Art  noch  in  der  Em  »      ^' 
des  Systems  möglich  sind;  die  Endkanten,   welche  von  diesen  Fläd       '^ 

"VI  • 

gestumpft  werden  und  deren  Lage  man  aus  den  Coefficienten  von  a  ers  \> 
kann,  sind,  bis  auf  die  letztet,  Durchschnittslinien  vorkommender  Flachen* 
f  stumpft  nämlich  die  Endkante  nn  ab ;  g^  die  Endkante  «/»/.    Man  kann 
diese  Liste  nocli  mit  folgenden  Flächen  vermehren: 


r 


a  :  ooh  :  i  O^:  | 


ij-  ^^  I  a:oob:  iic  J  • 

welche  die  Endkanten  i^/  und  M  abstumpfen. 

Bei  der  ersten  Ansicht  dieser  Zeichen  ist  es  schon  auffallend,  wie  viel 
weniger  einfach  die  CoefQcienten  von  a  sind,  als  diejenigep  von^  i;  in  der 
That,  wenn  man  nicht  die  rechte  Grundform  in  Bezug  auf,. die  Axe  a  ge« 
troffen  hat,  so  kann  der  Erfolg  davon  nur  in  den  Coefficienten  von  a 
sichtbar  werden«  Wir  wollen  deshalb  versuchen,  ein  schiefes  Khomben- 
octacder  als  Grundform  anzunehmen;  die  Coefficienten  selbst  sollen  uns  in 
der  Wahl  desselben  leiten. 


—    3i6    ^ 

£5  sey  wieder  die  Figar  194  der  Darchschnitt  eines  schiefen  Rhom- 
benoctaeders,  darch  die  Halbaxea  a  ^  c  gelegt,  und  BC  senkrecht  auf^C; 
es  sey  jiB  die  vordere  Endkante,  BD  die  Halbaxe  a  und  JH^  die  hin- 
tere Endkante  des  schiefen  Rhombenoctaeders.  Man  ziehe  BH  parallel  mit 
jiH^^  so  ist  offenbar 

j4C  =  2DC  +  CH. 

•  ■  '      '  ■      ■ 

Nun  ist  aber,  nach  dem  Vorhergehenden,  AC  gleich  dem  Coefficienten 

■:•.•.•'  .      ■  .     .         '  •  '  . 

Ton  c   im  Weissischen  Zeichen   der  Abstumpfongsfläche  von  jiB  oder  der 

■•  •  ■  ......  T,, 

vordem  Endkante,  DC  gleich  dem  CoefQcienten  von  c  im  Weissischen  Zei- 

i  r  .       ■  •     ■.  /         ^      ' 

eben   der  Abstumpfungsfläche  von  BD   oder  der  Basis,   und   endlich  CH 

gleich  dem  Coefficienten  von  c  im  Weissischen  Zeichen  der  Abstumpfungs» 

I.*"  .      '  ■  •       "    '  ■     *     ' .       . _^     .  ■ 

fläche  der  hintern  Endkante  des  schiefen  Khombenoctaeders.     Wenn  aber 

•  •'       I  .    •  .      .      .        •  .  •..■••• 

drei  Coefficienten  von  c  in  den  oben  angeführten  Zeichen  das  durch  diese 
Gleichung  ausgedrückte  Verhältniss  zu  einander  haben,   so   kann    man  von 

■  ■        ■ 

den  ihnen  zugehörigen  Flächen  die  eine  als  Basis,  die  beiden  andern  als 
grade  Abstumpfungsflächen  der  vöi'dern  und  hintern  Endkante  des  schiefen 
Rhombenoctaeders  ansehen.  Die  Zahlen  5,  7*  und  lO  genügen  der  obigen 
GleichoDg,  deaa 

17  =  2  X  5  -f  7; 
man   kann    als6  J  ^h    die^Basis,  y  als  die  grade  Abstumpfungsflache  der 
vordem,  g^  als  die  grade  Abstumpfungsfläche   der  hintern  Endkante  eines 
schiefen  RhombenoctaSdelrs   ansehen,   auf  das*  irir   nun:  auch   die  ubrigcb 
Flächen  beziehen  wollen. 

Die  Coefficienten  von  c  für  die  übrigen  graden  Abstumpfungsflächen  der 
Endkanten,  auf  schiefwinklichte  Axen  bezogen,  sind  nach  dem  Vorhei^henden 


—    5i8    — 

3)  /  als  die  Basis ,  «8*  als  die  AbstnnipfaiigsflSiclie  der  Tordern  Endkan- 
te und  V^  als  die  dtr.hinteni« 

Diese  drei  Sappositionen  werden  drei  verschiedene  Reihen  von  Coef- 
ficienten  von  c  geben,  unter  denen  man  tu  wählen  hat,  unid  welche  in 
der  folgenden  Tabelle  enthalten  sind: 


ten  von  c 

in  der  isten 

in  der  2ten 

in  der  3ten  Supposltion 

för  V' 

0 

o 

I 

für/ 

I 

1 

0 

für  ^ 

I 

\ 

3 

für  X 

1 

% 

1 

für/ 

3 

I 

2 

für  V* 

3 

I 

4 

für  z 

y 

« 

H 

für  H 

9 

3 

10 

für  r 

1 

i 
3 

i 

für     * 

2 

2 

I. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  man  die  Sappositionen  noch  sehr  verviel- 
fältigen kann ;  man  kann  z.  B.  bloss  «wei  Flächen  wählen,  von  denen  man 
die  eine  als  Basis,  die  andere  als  Abstumpfung  der  vordem  Endkante  an- 
sieht; es  kann  alsdann  geschehen,  dass  die  Abstumpfung  detr  hintern  End- 
kante ganz  fehlt«  *  Wir  wollen  s«  B«/ als  Basis  und  %/  als  grade  Abstum- 
pfung der  hintern  Endkante  des  Grundoctaeders  nehmen^  so  ist  /?  zz  5, 
jfo  :=!  29;  und  die  Goefficienten  von  c  für  die  übrigen  Flächen  bekommen 
folgende  Werthc; 


j 
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für  F' 


für 

/ 

für 

g" 

für 

X 

für 

y 

für 

v' 

für 

z 

für  // 

für 

C' 

\ 

o 

i 


t 


i 


für5- 


12 


I 

i' 


Man    hat    nun   die   Wahl   unter  diesen    verschiedenen   Suppositionen. 

Sieht  man  dasjenige  schiefe  Rhombenoctaeder  als  die  Grundfanui  an,  dessen 

Basis  /  ist,  dessen  vordere  Endkante  von  der  Fläche  j  und  dessen  hintere 

Endlante  von  der  Fläche  ^  abgestampft  wird,  so  hat  man  folgende  Zeichen 

der  Flächen,  die  am  Titanit  oder  Sphen  vorkommen: 

Grade  Abstumpfongen  von  Endkanten: 
Von  vorne. 

X  ZZ  I  3flx  •  ^^^  •  ^  I 

.    .  .  v' 


Von  hinten. 


P^  —     2a\:oob:c 


/  =  ifL: 


:  oo^:  c 


—  I  ^Ogicoiic 


z  —  I  \a^  :  006:  c\  ♦) 


Von  Seitenendkanten : 


oqa^iSi:  c 


ooa^  \Zb\c 


d  ZI     ^^^j  \b\c\ 


*)  DerG^cfficTent  von  a^  ist  hitr  mgentljch  -^y  da  aber  s  wegen  der  Kleinheit  der  Fläche  schwer- 
Hell  mit  Genauigkeit  bettiromt  werden  konnte,  10  habe  ich  diVien  Coefficienten  gleich  }  getestt. 
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ZuspiUoagsflächen : 


Vordere« 


Hintere« 


$  ZZ    a,:{6:c\ 

k  —  1  2fl, :  63  :  ^ 

w 


[  2a  ^  ;  66  :  c 


/  CZ     ^s  :  2^  :  ^  I 


Jfl',  :  3  :  ^ 


Säalenfiächen : 


M 

— 

1«' 

.6: 

ooc  j 

l 

1«, 

.3l> 

:oo<r  ( 

I  ooa, :  3  :  ooc 


*»» . 


■  4  • 


Da  die  Coe£QcIentea  von  r  durch  12  dividirt«  nutkioi  bei  Ue}>ertra^og 
der  Coefficienten  von  c  auf  a,  die  Coefficienten  dieser  kt&tem  HaUnaxe 
mit  12  multiplicirt  worden  sind,  so  muss  man  offenbar  auch  die  CoefB- 
cienten  von  6  in  den  Rose*schen  Zeichen  mit  12  multipliciren  9  welches 
auch  geschehen  ist«     Die  Säulenflächen  haben  wir  unverändert  gelassen. 

ff 

Sind  erst  die  Zeichen  einiger  Flächen  bekannt«  so  kann  man  auch  die 
der  übrigen  aus  ihrer  respectiven  Lage  bestimmen,  je  nachdem  sie  in  die 
eine  oder  in  die  andere  Zone  fallen.  Eine  Fläche,  die  in  zwei  bekannte 
Zonen  fallt,  ist  hinlänglich  bestimmt;  eben  so  ist  es,  wenn  eine  Zone,  in 
welche  sie  fällt,  und  ein  Coeflicient  in  ihrem  Zeichen  (ausser  dem  CoefTi- 
cienten  von  r,  den  wir  immer  der  Einheit  gleich  setzen)  bekannt  sind. 

Die  Fläche  n  iallt  in  die  Zone  der  Flächen  x,  flf^  zugleich  in  die 
Zone  der  Flächen  y,  ^  (s. Fig.  188).     Wir  haben  also  in  den  Gleichungen: 


i 
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welche   dazo   dienen,   das   Zeichen   einer   Fläche   zo   finden,    die   in    zwei 


Zonen  zugleich  fallt: 

für  X  für  Hf^ 


fiir  j 


für  t 


/=  i 

/'-- 

-  I 

r:^ « 

IV 

« 

-  I 

/=o 

r  = 

1 

f'  —  0 

9     — 

k 

/  =  1 

/'  = 

0 

/-"=  I 

IV 

r     zu 

0 

Diese  Werthe  in  die  obigen  Gleichungen  gesetzt,  geben: 

p  —  Ir  +  q  —  0 
iP  —  ir  -{-  g  =  0. 
Setzt   man    r  =z  1 9    so   findet  man ,   durch  Combination  dieser  beiden 
Gleichungen, 


•  « 


p  ZZ  o 
9  =  J 


mithin 


n  ZU  \  ooa^  :36:  c 


wie  wir  schon  oben  gefunden  haben* 

Die  Fläche  /  hat  denselben  Coefficienten  von  a  ,    wie  P^,   und   liegt 
zugleich  in  der  Zone  von  y^  V.     Also : 


/>  ^  —  \;  und  <  y'  rz  0 


;»    rr  —  I 

r"'  -        o 


Diese  Werthe  In  die  erste  der  obigen  Gleichangen  gesetzt,  giebt : 


J  —  ir  +  y  —  0. 
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Setzt  man  hierin  r  zi  i«  so  bekommt  man- 

9-k 


mithin  r  =  ]2a',:!^:c\. 

Die  hintere  Endkante  oV  wird    ebenfalls    von  P^  grade  abgestumpft; 
überdies  liegt  ö^  in  der  Zone  der  Flächen  n,  /;  also 


pTzzo 
4;  und  <  /  =  l 


/'=! 

/'=§ 


// 


o« 


Diese  Werthe  ia  die  erste  GUichnng  gesetzt,  nachdem  man  r  =;  r  ge- 


macht, geben : 


i 


mithin 


(/  zz  I  ^s  •  6ä  :  tf 


Die  Fläche  tf  liegt  in  der  Zone   der  Flächen  t^n(s.  Fig.  190)  und 
zugleich  in  der  Zone  der  Fläche  P^  und  des  gegenüberliegenden  a«    Also : 

für  y  für  II  für  P^         für  das  andere  a 


I 

i 

0 


t"  —  I 


^'' 

/" 


o 

I 


ty 
P      —  O 

ir 

iV 

r     zu        I. 


Diese  Werthe  in  die  beiden  obigen  Gleichungen  gesetzt,  nachdem  man 
r  ZI  I  gemacht,  geben: 

—  I/'  —    g  -{-  k  —o 


-\p  —  \^-\ 


woraus 


P 
9 


—  2 
1 
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mithin 

Auf  diese  Art  kann  man  nach  und  nach  die  Zeichen  aller  ührigen 
Flächen  finden« 

Wir  haben  bisher  die  Flächen  /,  /  als  Säulenflächen  angesehen;  aber 
es  ist  möglich,  dass  die  Zeichen  noch  einfacher  oder  wenigstens  symmetri- 
scher  werden,  wenn   man  der  Axe  c  eine  andere  Lage  giebt* 

Wir  wollen  zum  Beispiel,  ohne  die  Axe  b  zu  verändern,  die  Axe  e 
der  Kante  $s  und  die  Axe  a  der  Kante  oV  parallel  ziehen. 

Es  sey  (Fig.  ig5)  BD  =  ED  die  alte  Halbaxe  a,  AD  die  alte  Halb- 
axe  r,  AB  die  Kante  w  und  AH  die  Kante  oV,  indem  DH  zz  ^DE\  es 
sey  ferner  AL  eine  andere  Endk^nte,  deren  grade  Abstumpfungsfläche  fol- 
gendes Zeichen  habe: 

I  txjßf  :  oo^ :  c  | 

so  dass  also  LD  z=  on.    Zieht  man  nun  BF  parallel  mit  AL^  so  ist  offenbar 

AF  ££ 

aH  —   HL' 

Nun  ist  aber  BL  —  LD  —  BD  -=1  a(a  ^  i)  und  LH  —  LD  -f-  DH 

~  a{a  -f-  2);  also: 

JF  <f  — 1 

AM  —  «4-2* 

Ist  nun  AB  die  neue  Axe  c,  und  AH  die  neue  Axe  0,  so  ist  das 
Zeichen  der  Abstumpfungsfläche  der  Endkante  AL^  auf  diese  neue  Axe  be- 
zogen, folgendes: 


Substituirt   man   hier   für  a  seine  obigen  Wertfae  3,   1,  4  ^l<^*i  ^^  ^' 


* 
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kommt  man  folgende  Coefficienten  von  a  in  den  Zeichen  der  bekannten 
Abstumpfangsflächen  der  Endkanten,  auf  die  neuen  Axen  bezogen ,  welche 
den  Kanten  ss  und  c/o^  parallel  gehen ; 


für  die  Flache  z   • 
für  die  Fläche  y 
fiir  die  Fläche  z 
für  die  Fläche  P^ 
fär  die  Fläche  / 
für  die  Fläche  g^  , 
für  die  Fläche  v^ 
(ur  die  Fläche  h^ 
fiir  die  Fläche  ^ 
fiir  die  Fläche  ^ 


o 


1 


oo 
I 

• —   2 
—    I 

-! 
-1 


i 


Wir   können   auch   im   Allgemeinen    dem   neuen    Coefficienten    von    a 
folgende  Gestalt  geben,  die  keines  weiteren  Beweises  bedarf. 


a 


a^ii 


WO  rji  rj  die  allen  Coefficienten  von  a  in  den  Zeichen  der  Abstumpfung»- 
flächen  der  Endkanten,  die  als  neue  Endkanten  dienen  sollen,  bedeuten; 
also  im  eben  bezeichneten  Fall  ij  zz  i,  ij^Zl  —  2. 

Setzt  man  z*  B«  ij  ^^  ^«  ^^  ---  —  '*  ^^^^*  ^^^^^  ^^^  ^^^  ^^^  ^  der 
Endkante  $s^  und  die  Axe  a  der  Kante  a/f/  parallel,  so  bekommt  man 
folgende  CoefQcienten  von  a  : 

für  i^ 3 


für 
für 


i 


—    5^5    — 

fär/ I 

füvg^      .......  oo 

für  v^ —  3 

für  r -9 

türd-  .......    .  |. 

Um  den  Coefficienten  von  6  zu  finden,  liraocht  man  nur  dieselbe  Figur 
igS  anzusehen.  Man  ziehe  durch  A  eine  Linie  senkrecht  auf  die  Ebene 
BAH^  so  ist  diese  Linie  die  neue  Halbaxe  b.  Man  bezeichne  den  Coeffi- 
cienten der  neuen  Halbexe  b  mit  /3^,  den  Coefficienten  der  alten  durch  D 
gehenden  Halbaxe  b  mit  /?.  Denkt  man  sich  nun  durch  BF  eine  Ebene 
gelegt,  die  mit  der  durch  AL  gehenden  Krystallebene  parallel  ist,  so  wird: 

i)  Die  alte  Halbaxe  £,  die  durch  D  geht,  so  von  der  durch  BF  ge- 
henden Ebene  geschnitten,  dass  das  Stück  Axe  zwischen  dem  Durchschnitts- 

BD 

punct  und  dem  Miltelpunct  D  gleich  ß  *  177  *  ^  ^^^' 

2)  Die  alte  und  neue  Halbaxe  ^,  so  von  der  durch  BF  gehenden  Ebene 
geschnitten,  dass  die  gegenseitigen  Abschnitte  sich  verhalten,  wie 

.4D  £Z 

Wir  haben   also  ^      —  ^ 

f.     BD   —  BD 

P'    DZ 

woraus,  da  BD  zu  ij,  DL  zu  er,  BL  zr  a  —  ij: 

ß    '  a     * 

Hiernach   haben   wir    folgendes   allgemeine   Schema   der   Verwandlung 

eines  Zeichens  in  das  andere: 

alles  Zeichen.  neues  Zeichen. 


I  cffl,  :  ßb  :  c 


a  —  »  a  —  ff 

Sfl  : '^ 

a  —  r     s        <t 
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Beim  schiefen  Rhombenoctaeder,  auf  welches  sich  das  neue  Zeichen  be- 
zieht, gehen  die  Axen  c  und  a  denjenigen  Endkanten  des  alten  schiefen 
Rhombenoctaeders  parallel,  welche  von  den  Flächen  |ijgj;oo3-7j  und  \K\af\b\c\ 
grade  abgestumpft  werden ;  die  Halbaxe  c  aber  bleibt  In  ihrer  Lage  unverändert« 

Die  Zeichen  der  bekannten  Flächen  am  Titanit  sind  nach  dieser  Sup- 
Position  folgende  (nämlich  wenn  man  i}  ZZ  i  und  i}^  :=  —  i  setit): 

Vordere. 
P'  —  \la,\o6b\c\ 


—  I  3fl,  :  33  :  ^ 


3ö,  :  9^  :  ^  I 


n 

X 

k 


a^\\?J)  \c 


I  \a^ :  ooh  :  c  \ 


Jfl,  :  3*  :  c 


il      1                 1      II      II      II 

Hintere. 

3a', 

\oob\  c 

f 

3fl', 

:  33  \c 

r 

\a\: 

U'.c\ 

M 

1«.: 

b,c\ 

t 

K 

:oo^  '.c 

V 

Ws 

■.^■.c\ 

Säulenflächen : 


a^\b\  ooc 


j  zu     ö,  :  oob  :  ooc 


Abstumpfungsfläche  der  Seitenendkante: 


f/  ZZ,  I  ooa,  :3i:c 


Diese  Zeichen  werden  noch  einfacher,  wenn  man  alle  Coefficienten 
von  6  durch  3  dividirt. 

Man  kann  diese  Aitlgabe  auch  ganz  allgemein  behandeln,  auf  folgende 
Weise. 
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Es  seyen  zwei  Krystallebenen  gegebeni  deren  Gleichungen 

-^(1)'+  ^(i/+  ^(1)*-  ^-"'^ 

es  seyen  ferner  drei  Linien  gegeben,  die  durch  denselben  Punct  gehen  und 
deren  Gleichungen  folgende  sind: 

*^(/  -  y)  +  hi^f  -  ^)  =  '»^ 

^{(/{jf  —  x)  +  «f{/  —  z)  —  o. 

Vi/  -  r)  +  6V  -^)  =  o< 

so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

Piiy9  ~  (^(,)C'-^<,)fr— ^(.j«')(^c-J96-^«)^^     .    .    .     (I) 


•    •    • 


liier  bezeichnen  /?,  7,  r  die  Entfernungen  der  Durchschnittspuncte  der 
drei  Linien  und  der  ersten  Ebene  vom  Durchschnitlspunct  der  drei  Linien, 
und  /?  ,  q  .  T  dieselben  Grössen  in  Bezug  auf  die  zweite  Ebene.  Es 
sey  nun 

\aa\^b\c\ 

das  Zeichen  der  ersten  Krystallebene,  auf  die  ursprunglichen  Axen  bezogen ;  und 


aa\^b\c\ 


das  Zeichen  derselben  Ebene  auf  die  drei  Linien  als  Axen  bezogen ;  ferner 
das  Zeichen  der  zweiten  Krystallebene  auf  die  ursprünglichen  Axen  bezogen ;  und 
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«'(oa'-^(./:'^l 


das  Zeichen  derselben  Ebene  auf  die  drei  Linien  als  Axen  bezogen ,   so  ist 
offenbar  nicht  nur 


p   TZC 

^1) 

q  (/a 

^(0 

T^^b 

'•..^ 

"'(.)" 

^.)* 


sondern  auch»  nach  dem  Vorhergehenden: 

aa 


^0)  = 
^(0  = 


(0   —     c 


JL 
1 


Ferner,  wenn  die  Zeichen  der  Krystallebenen ,  aus  deren  Darehschnilt 
die  drei  Linien  entstehen,  die  wir  als  neue  Axen  ansehen  wollen ,  fulgen* 
de  sind: 


^fl  :  d-b'.c    f   für  die  erste  Linie  oder 


r^^^^a\Qr^^^b\c\  \     für  die  neue  Axe  c. 


r\a  '  ^'b  :  c  [   7    für  die  zweite  Linie  oder 


^/(i)^-^d)^-^l   J        ^"^  ^'^  "^"^  ^^^  ^* 


I  ifa  :  ^''b  :  c 


für  die  dritte  Linie  oder 


so  ist  nach  dem  Vorhergehenden : 


f 
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c  -  i(-i L.^ 


/  —    UJ: 1     N 

"'Vd)  f/J 


i/' 


7^ 


^d 


Diese  Wcrthc  von  /?,  y  elc,  ^,  jB,  C  etc.,   ß,  3,^  etc.   in   die  Glei- 
chungen (I)  gesetzt,  geben,  nach  den  gehörigen  Redoctionen : 


r«?(?^i)  — 7(1)^)— '«(7—7(1))  ^^<i)--/3(^(i)- ^)  77(1)] 


V(i)] 


[«(i)/^(x)(7"^'\i)  — 7''(i)^")  —  «(x)(7''— 7''<i))  ^'^"(i)— ^(i)(^'(i)— O  7'V'(i)] 


ii' 


w     [^(0/^(i)(7^(i)— 7(1)'^)— «(i)(y  —  ^(i))  ^^(i)—ß(i)  (^(i)--^)  77(o]^ 
[«/^(7^(0""7(i)^)  -^«(7— 7(i))^^(i)— i^(^(i)— ^)77(i)] 


Diese  Formeln  werden  viel  einfacher,  wenn  man  die  Ebenen,  aus  deren 
Durchschnitt   die   drei  Linien    oder   die    neuen  Axen  entstehen,    schicklich 

wählt. 

■.•"'.' 

Es  ist  klar,  dass  beim  schiefen  Rhombenoctaeder  die  erste  Linie  oder 
die  neue  Halbaxe  c  als  die  Durchschnittslinie  zweier  Krystallebenen  ange- 
sehen werden  kann,  die  rechts  und  links  die  aken  Halbaxen  6  und  6^  in 
demselben  Verhältniss  schneiden,  so  dass  also 


d- 


d- 


i  t 


t 


(0* 


*)  Man  niuss  hier  wieder  ricVt  die  Cosfficienten  a^  b  ^  c  mit  den  in  den  zweiten  Gliedern  vor- 
kommenden Halbaxen  o,  by  c  vei wechseln*  Ich  habe  die  Zeichen  nicht  gehindert,  damit  man  die  Bc» 
siehunjen  dieser  Formeln  auf  die  schon  aus  dem  Vorhergehenden  bekannten  leichter  finde. 
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"Eben  so  kann  man  auch,  in  Bteztig  anf  die  nene  Axe  <t, 

setzen.  Da  dit  neuen  Axfen  Oj  e  imxhGti  in  Bezog  &ilf  di«  alten,  als  End- 
kanten des  schiefen  Rhombenoctaeders  angesehen  werden  können,  so  ist  auch 

Kimmt  man  auf  diese  (Gleichungen  ftiitksichi^  so  verwandelt  sich  die 
iHit  Vöh  Aen  bhigeto  Fdrnlitft  \ü  folgdfid^f 

Da  (/,.  oflS^tihaf  n«r  tcni  n,^.  oiid  tt^  liür  von  o  ibkänma  kann,  and 
da  über^sd  hier  &lif  vöH  VerhäluiiSSistiteil ,  iricht  von  atisolnten  Crossen 
die  Rede  ist»  bö  kann  inän  die  Fäctot^n  Vofl  ^iäälid^r  tftilAeii  uad  zwei 
Gleichungen  aus  ^er  einen  nachen : 

0)  —  («a)-0  ~  («"^') 

welche    beide  mit  der  schon  oben  für  diesen  Fall  geometrisch  entwickelten 

Gleichung  identisch  sind.  Die  erste  zusammengesetzte  Gleichung  ist  eigent- 
lich nur  für  den  Fall  berechnet,  wo  man  die  erste  Ebene  als  eine  Kry- 
stallebene  von  der  Form 

i  i     II  i         ■■*! 


■       ■■       r 


ansehen  will,  so  dass  a    zu  i. 

Die  Formel  für  ß^  wird  auch  sehr  einfach.  Man  kann  offenbar  die 
Axe  b  ansehen  als  entstanden  aus  dtm  Durchschnitt  zweier  Ebenen  von 
der  Form. 


j  »,  iaob\  r  j  lifid  I  s i  :  oob :  6  | 


—    S3i    - 


so    da«6   al^  v{^  ZZ  -nr  ||'^- 

die  zweite  Formel  gesellt,  gleM 


^^ 


^\yy.  '^  ocv     Diü«e  Werth^   ifl 


•    • 


(«(i>— ^> 


Man  kann  hieraus  wieder  zwei  Gleichungen  machen 

/5^,,,  ZZ  /?,,,  •  ^-^-^^^  und  z?^  =  /9  .  <lll!> 
welche   mit  der  bereits   oben   geometrisch   entwickelten   Gleichung   wieder 
identisch  sind« 

Auf  diese  Weise  könnte  man  nun  noch  die  Formen  des  Epidotes,  des 
Gypses  etc.  behandeln,  die  Weiss  ebenfalls  auf  rechtwinklichte  Axen  bezo- 
gen  hat.  Wir  wollen  uns  indess  nur  noch  mit  d»r  Anwendung  unserer 
Formeln  auf  das  ganz  unsymmetrische  Octaeder  l^dbäftigen. 

Wir  haben  bei  der  Bearbeitung  des  Kupfervitriols  gesehen,  dass  die 
Zeichen  der  vorzüglichsten  Flächen  folgende  sind: 


• 

l    

a,-is  'C 

k 

p  = 

Os  •  ^'5  ••  ^ 

k   ZZ 

a\  :  b\  :  c 

9fz= 

* 

af,:i,:c 

T  = 

öj  :  öo  ^ :  00c  [ 

X 

z 


1  fl  ,  :  Sä",  :  c 


t*^ 


—  J  a'g  :  3dg  :  c 


u  —  K:fÄ',:^ 


y 

n 


^s^¥^s''^\ 


a^  :oob/.oöc  \ 


^11         U'tliJITI^       "T- 


OOfl^ 


il'JMI'l       ■»     k\ 

:  6^  :  00^  L 


Man  sieht  aus  den  Zeichen  selbst,  dass  das  Grundoctaedcr  dasjenige 
ist,  welches  von  den  Flächen  /,  P,  ^,  r  gebildet  wird. 

Die  Coefficienten  von  b  haben  in  einigen  dieser  Zeichen  nicht  die 
Einfachheit ,  die  man  verlangen  kannte )  vir  wdlon  deshalb  um  andres 
Grandoctaeder  versuchen,    nämlich  daij^f^ige,  in  welchem  c  und  a  eben  so 
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liegen I   wie  im   früheren,   in  welchem  P.  ebenfalls  als  Octaederflache  auf- 
tritt, dessen  Basiskante  aber  von  T  abgestumpft  wird.  . 

Wir  wollen  erst  die  Ebene  bestimmen,  in  welcher  die  neue  Halbaxe  b 
liegt;  sie  geht  durch  die  Kante  PT  und  zugleich  durch  die  Halbaxe  a, 
die  unverändert  bleibt*  Man  kann  sie  als  eine  Krystallfläche  ansehen,  welche 
in  der  Zone  der  Flächen  P,  T  liegt,  und  in  deren  Zeichen  der  Coeffi- 
cient  von  a    gleich  oo  ist.     Setzt  man  aber  in  die  Gleichung 


/ 

/'=        . 

V  = 

—  0/ 

* 

r 

c 

und  /  HZ  —  i 

f--\ 

r  z 

■-    ^\ 

^ 

/=         I 

/'-       o 

SO  erhält  man  ^ 

y  =  — f; 

das  Zeichen  der  Ebene,  in  welcher  die  neue  Hätbaxe  b  liegt,  ist  also 


oofl,  :  |Ä',  :  c  \. 


Nun  entsteht  offenbar  die  neue  Halbaxe  b  aus  dem  Durchschnitt  dieser 
Ebene  mit  n\  die  Halbale  a  aus  den  Durchschnitt  derselben  Ebene  mit  r; 
die  Halbaxe  c  endlich  aus  den  Durchschnitt  der  Flächen  tz  und  r»  Wir 
haben  also 


n  =  ^\  n  (0=0 


Biese  Werthe  In  die  obigen  Gleichungen  gesetzt,  geben 

lül  —  fül  und  ^  —  ^(')^'^+^> 


—    äi 


^gea  ca  sieben,  die  wir  bald 
'en  Instramenttn  sh  ma- 


Wir   wollen  wieder  P   als  eine  0 
form  ansollen,  so  ist 

tt  m:  a  — • 

—        i 

ßf:=z  ß  —  ^  ^ 

^^Ia  *  ui  auicben, 

und    wir    können   die  Coefficienten  a,  ,,  rt'      *     , 

(1)' P(i)>>^4tu,^        '»en  Soi«&lt,  so 

sich    beziehenden    Zeichen    leicht   aus   den   Cocfüciem 

^^  u^  t  fieyifi  wild 


Vll 


alten  Zeichen   berechnen.     Man   findet    so   folgende  V  v  *' 
Flachen  des  Kupfervitriols: 


X  =  r^7r6;TT\ 


1 

a^w  \h^\c 

P   =z 

^s-b\'^r. 

h    — 

as^b\'.c\ 

i      \ — ; 

^s  •  l^s  •  ^  1 

M   — 

a^ :  Äj  :  oo^ 

fl, :  Ä', :  oo^ 

"uzea 


u 


=    \^'s'Ws'.c\ 


m 

«.  •  J^',  ••  c  j 

~' 

fl,:oo3j:oo£r| 

r    := 

oofl  j :  3j :  ooc 
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VIERTES      KAPITEL. 


Fon   dir  3f(ssun^  der  KrystaUppinkel. 

Wenn  nis|9  die  Winkel  der  Krystalle  mit  Genauigkeit  erforsoke«  will, 
5o  muss  man  hauptsächlich  zwei  Dinge  keaehten:  eine  gnte  Wahl  der  In- 
stramente und  Wegräumung  der  aus  der  UnvoUkommenhcät  unserer  Sinne 
und  aus  anderen  unbeslimniharen  Ursache.n  entspringenden  Fehler«  Wir 
wollen  ufs  efU  piit  den  i^ethoden  beschäftigen«  w^Uhe  man  anwenden 
kann,  un|  d\t  jßesut^te  sov}el  als  möglich  voq  ^tn  Beo^^chtpngffehlern  zu 
reinigen,  und  4ann  zu  den  Instrumenten  übergehe 9  die  ein -eignes  Sta- 
dium verdienen. 

/  on  den  Beobactäungs/ehlern ,  die  aus  der  Unroltkümmenheit  unserer 
Sinne  eiUspringm,  und  den  Mitteln,  sie  so  riei  als  mdglich  aus  den 

liesultaten  rerschmnden  zu  machen. 

Das  Gesetz ,  welchem  die  Fehler  unserer  Sinne  unterworfen  sind ,  ist 
uns  unbekannt;  aber  es  ist  gewiss,  dass  es  deren  positive  und  negative, 
grosse  und  kleine  giebt.  Man  kann  also  erwarten,  dass,  wenn  man  mehrere 
Beobachtungen  macht,  ihr  mittleres  Resultat  genauer  sejrn  wird,  als  die 
meisten  der  einzelnen  Beobachtungen.  Die  grössten  Mathematiker  unserer 
Zeit  haben  sich  mit  diesem  Gegenstande  beschäftigt,  der  von  einer  so  gros- 
sen Wichtigkeit  für  die  physikalischen  Wissenschaften,  aber  insbesondere 
für  die  Astronomie  ist.  Ich  benutze  die  Arbeiten  dieser  Männer,  insbe* 
sondere  die  von  Laplace,  um  eine  Methode  zu  entwickeln,  welche  geschickt 
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Ht,  die  genauesten  Resultate  aus  den  Beobachtungen  zu  ziehen,  die  wir  bald 
mit  den  zur  Messung  der  Kryställwinkel  bestimmten  Instrumenten  su  ma- 
chen lernen  werden^ 

Wenn  lAan  sich  Tomimmt,  s  Beobachtungen  des  Winkels  z  zu  uulcbön, 
iait  demselben  Instrument,  auf  dieselbe  Art  und  mit  derselben  Sorgfalt,  so 
kann  man  im  Allgemeinem  annehmen  <  dasa  <ta  eben  so  leicht  seyn  wird 
negatire  Fehler  zu  machen,  als  positive,  umd  dato  diese  Fehler  eite  gewisse 
Grösse  a  nicht  übersteigen  werden  i  ao  dans  aie  lAHerhlilb  dar  Grenzen 
4-  a  und  —  a  bleiben  werden. 

Wenn  man  also  alle  Beobachtüftgen  susammenaddirt  und  ihre  Summe 
dutrch  ihte  Anzahl  5  dividirt,  so  ist  klalr,  dass  das  Resultat  desto  genauer 
ausfallen  wird,  )e  grösser  die  Anzahl  s  der  Beobachtungen  ist,  weil  die 
AAnahikie  (bintt  gleichen  Möglichkeit  der  positiven  und  negativen  Fehler 
bei  einer  grossen  Anzahl  von  Beobachtungen  zulässiger  ist,  als  bei  einer 
kleinen.  Wirklich  hat  Laplace  durch  eine  feine  Anal/se  bewiesen,  dass 
die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  u  iiA  Resultat  gleich  ist: 


2a      k'n       J 


.a» 


Hier  ist  k  =  n  /  dxq)(x);   hf^  rz  1  a^dx(p{x)\   ^(x)  drückt  die  Proba- 

bilit'at  des  Fehlers  x  aus,  und  e  ist  die  Zahl,    deren    hyperbolischer  Loga«- 
rithmus  ZZ  i  ist. 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  u,  und  nimmt  dias  Integral  der- 
selben von  II  :zi  o  bis  IT  ZI  00,  so  bekommt  man  den  positiven  mittleren 
Fehler,  der  im  Resultat  zu  iiirchten  ist,  nämlich :. 
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Der  negative  mittlere  Fehler  ist  eben  so  gross,  nur  mit  dem  entgegen* 
gesetzten  Zeichen.     Sie  sind  also  desto  grösser,  je  kleiner  s  ist. 

Man  sieht  hieaus  ein,  wie  gross  der  Nutzen  der.  Repitionskreise  ist, 
mit  denen  man  leicht  einen  Winkel,  so  oft  man  will,  beobachten  kann. 

Wir  wollen  annehmen ,  mian  habe  irgend  einen  Winkel  n  Male  mli 
einem  Bepeiitionskreise  gemessen ;  esseyen  s y s ^^  5,5  ••••  s  die  Anzahl 
der  Repetitionen,  die  man  bei  jeder  Messung  gemacht  hat ;  es  seyen  ce  t  a  , 
a  ,  a    ••••  n     die   Werthe   des  Winkels,   die   die   n   Messungen   gegeben 

T-  :^  ^1   SO   ist   der   mittlere    im   Werthe  a     des 

Winkels  «u  fiirchtende  Fehler  gleich  4-  -/-,  der  im  Werlhe  «  ra  furch- 
tende  mittlere  Fehler  gleich  -+-  -^  und  so  fort.  Es  sey  jetrt  y  der  wahre 
Werth  des  Winkels,  so  haben  wir  folgende  Gleichungen,  die  nur  in  so 
fern  von  der  Wahrheit  abweichen,  als  sich  nicht  immer  im  Resultat  der 
einzelnen  Messungen  grade  der  mittlere  zu  förchtende  Fehler,  einstellen  wird: 

-TL     *     — 


tt    -\ — 7—  zu  y> 


Die  mittleren  zu  fürchtenden  Fehler  sind  uns  unbekannt .  da  b  uns 
unbekannt  ist;  es  kommt  also  darauf  an,  diese  verschiedenen  Werthe  von 
y  so  zu  combiniren,  dass  die  Summe  der  mittleren  Fehler  gleich  Kuli  oder 
wenigstens  sehr  klein  werde. 

Das  einfachste  Mittel,  die  mittleren  Fehler  aus  der  Summe  des  gefun- 
denen Werthes  von  j  verschwinden  zu    machen,    ist,    sie    in    allen    diesen 
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Gleichungen  gleich  zu  machen;  da  wir  angenommen  haben,  es  scy  eben  ^o 
leicht  einen  negativen  Fehler  zu  machen,  als  einen  positiven,  so  ist  es  sehr 
wahrscheinlich,  dass  die  Anzahl  der  mittleren  negativen  Fehler  der  Anzahl 
der  mittleren  positiven  Fehler  gleich  seyn  werde.  Wir  wollen  also  jede 
Gleichung  mit  dem  Nenner  des  Bruchs  multipliciren,  welcher  den  mittleren 
Fehler  ausdrückt,  so  wie  folgt : 

y^3   •   «3  +3  —   Vs^  .  y   (2) 


Vs     •  a    +6  zz  Vs    •  y. 

Addirt  man  diese  Gleichungen  zusammen,  indem  man  die  Summe  der 
Fehler  gleich  Null  setzt,  so  bekommt  man: 

Das  zweite  Glied  dieser  Gleichung  wollen  wir  so  bezeichnen: 

In  diesen  Gleichungen  haben  wir  bloss  auf  die  mittleren  Fehler  Rück- 
sicht genommen,  und  wir  haben  sie  in  den  Gleichungen  (2)  einander  gleich 
gemacht;  jetzt  wollen  wir  ganz  allgemein  annehmen,  dass  die  Fehler  in 
den  Gleichungen  (2)  e  ,  e^,  c  ,  Ca»«»«  «  seyen,  welche  Grössen  positiv  und 
negativ  seyn  können,  wir  wollen  zugleich  p    für  V5  ,  p    für  W s ^  p    für 

Vs    etc.  setzen,  und  wir  werden  folgende  Gleichungen  haben: 
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^1  «!   +   *!=  Px^ 


^3«2 

+ 

*2 

=  /'/ 

^3  «3 

+ 

^3 

=  ^/ 

p  a 

+ 

•        •        •        • 

(3) 


In  allen  diesen  Gleichungen  sind  die  mittleren  zu  fürchtenden  Fehler 
einander  gleich,  das  heisst,  sie  sind  alle  von  gleichem  Werthe  in  Rücksicht 
auf  die  Genauigkeit  der  Beobachtung,  ohne  dass  man  jedoch  vorausgesetzt 
hätte,  dass  sich  grade  der  mittlere  zu  fürchtende  Fthler  in  den  Resultaten 
einstellen  wird.  Wir  können  nicht  hoffen,  dass  die  Summe  der  Fehler 
gleich  Null  seyn  werde ;  aber  man  kann  ein  System  von  Factoren  m  .  m  ^ 


m  ,  m,   ••••  m    annehmen,  so  dass 
3       4  '^ 


eine  so  geringe  Grösse  ist,  dass  man  sie  vernachlässigen  kann.     Wir  wollen 
also  die  Gleichungen  (3)  auf  folgende  Weise  transformiren : 


m 


"/3  «3  +  "3*3  =  "// (^> 


m  p  a    -1-  i?i  e    ZZ  m_p  y. 

Wenn  man  hierin 

m%^  "4"  ^««^  ^  ^J^^  ^"  ••••  zu  iji  e    zz 

11'  22'  33'  n  n 

macht«  so  findet  man: 
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Laplace   hat   uns  gezeigt,   dass   der  mittlere    zu   fürchtende  Fehler  in 
diesem  Resultat  gleich 

sey;  und  dass  dieser  Ausdruck  zu  einem  Minimum  wird,  wenn  m    —  fip  , 
m^  ZZ  fip^%  m  zz  fip^,  ••••,  m^  zz  fip^^  wird,  wo  ii  eine  constante  Grösse  ist. 

Der.  genaueste  Werth  von  y  ist  also : 


S*p^..* 


n     n 


^'Pr 


'n 


Der  mittlere  in  diesem  Resultat  zu  fürchtende  Fehler  ist: 


und  die  Probabilität  eines  Fehlers  u  im  Resultat 

Au  9 


^         .^     .äu.c      **".-     •^•''»- 


2«  VP^     J 


Diese  Methode,  die  man  die  Tortheilhafteste  nennen  kann,  kann  vor- 
züglich in  dem  Fall  angewendet  werden,  wo  man  den  Winkel,  den  man 
sucht,  nicht  unmittelbar  gemessen  hat,  sondern  mehrere  andere  Winkel, 
welche  auf  eine  bekannte  Weise  vom  gesuchten  Winkel  abhängen.  Wir 
wollen  erst  annehmen,  dass  die  beobachteten  Grössen  lineare  Functionen 
der  gesuchten  Grösse  z  seyen,  so  dass 


*)  Die  Probabilität  eines  Fehlers  u  in  diesem  Resulut  ist : 


— •  I  du  •  e 


—. •    f  iÄii    •    r. 


k  n 
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^2^   +  «2   -   ^2   =  *2 

V  +   "'s    -   ^3   =^ <'^) 


;;^-|-fl     —  A    nie 
worin  a  n  a  .  a  .  a     ••••  a    bekannte  constante  Grössen  sind. 

12        3        4-  '^ 

Wir  wollen  jetzt  jede  dles?r  Gleichungen  mit  sich  selbst  multipliclren, 
um  die  Quadrate  der  Fehler  €  .  c^,   e  ••••  e     zu    bekommen.     Setzen    wir 

*-  12/1 

das  Differential  der  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  gleich  Null »  so  er- 
halten wir  den  Werth  von  z,  die  diese  Summe  zum  Minimum  macht, 
nämlich 

Diesen  Werth  der  gesuchten  Grosse  hatte  uns  auch  die  Anwendung 
der  vorhergehenden  Methode  gegeben.  Man  nennt  diese  Combinationsme- 
thode,  deren  Erfinder  Gauss  und  Legendre  sind,  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate. 

Es  ist  schon  lange  her,  dass  man  sich  einer  grossen  Anzahl  von  Be- 
obachtungen bedient,  um  durch  ihre  Combination  den  Werth  einer  ge- 
suchten Grösse  mit  grösserer  Genauigkeit  zu  bestimmen.  Die  gewöhnlichste 
Combinationsmethode  war  diejenige,  dass  man  die  Werthe  der  gesuchten 
Grösse   z   aus   den    beobachteten    Grössen  A.  A^.  A„  ••••  A    berechnete, 

12         3  n  • 

diese  Werthe    zusammenaddirte    und  ihre  Summe  durch  ihre  Anzahl  n  di- 
vidirte.     Aber   es   ist    klar,    dass   ein  Fehler    in   der  Beobachtung  von  A 
nicht  denselben  Einfluss  auf  den  Werth  von  ^,  den  man  aus  A    berechnet. 


» 
i 
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haben  kann,  als  ein  Fehler  in  der  Beobachtung  von  ^  ,  und  so  mit  allen 
übrigen;  folglich  können  die  negativen  und  positivea  Fehler  nicht  gleich- 
massig  in  den  berechneten  Werthen  von  z  vertheilt  seyn,  welches  noth- 
wendig  ist,  damit  es  wahrscheinlich  werde,  dass  sie  sich  gegenseitig  auf- 
heben.    Man  kann  diesem  Uebelstand  auf  folgende  Weise  abhelfen. 

Es  seyen  y  .  v  ,  y  ,  y    etc.  die  beobachtelen  Grössen;   sie  seyen  Func- 

&  ^  O  'r 

tionen  der  gesuchten  Grösse  z,  die  wir  so  bezeichnen  wollen,  dass 

^fz  —  y^ ,  if'z  —  y^,  (p''^z  =  y^  etc. 
Es  seyen  z  ,  z  ,  z  etc.  die  Werlhe  von  z,  die  man  durch  Rechnung 
aus  den  Beobachtungen  von  /.  f/oi/o  ^^^'  gefunden  hat.  Wir  können 
die  Fehler  in  den  Beobachtungen  als  Aenderungen  von  y  ,  y^,  y  etc.  an- 
sehen,  die  gleichfalls  Aenderungen  in  dem  Werthe  von  z  hervorbringen; 
und  da  diese  Aenderungen  sehr  klein  sind,  so  kann  man  sie  für  DifTeren- 
tiale  dieser  Grössen  nehmen.  Es  ist  leicht  zu  berechnen,  welche  Aende* 
rung  in.  dem  Werlhe  von  z  ein  Fehler  in  den  Beobachtungen  von  y  , 
V  ,  y  etc.  hervorbringen  wird ;  man  braucht  nur  die  obigen  Gleichungen 
zu  dlfferentiiren  und  die  Dlfferentialverhältnisse  ~,  -~.  -^  etc.  zu  finden; 

dz        dz  '     dz 

die  in  den  berechneten  Werthen  von  z  durch  Fehler  in  den  Beobachtun- 
gen von  y  ,  /  ,  y  etc.  hervorgebrachten  Fehler  werdea  desto  grösser  seyn, 
je  kleiner  die  DifFerentialverhaltnisse  sind,  und  umgekehrt.  Um  also 
eine  gleichmässige  Verthellung  der  Fehler  in  den  berechneten  Werthen 
von  z  zu  erhalten ,  muss  man  sie  mit  ihren  respectiven  DifTerentialverhält- 
nissen  multipliciren ;  die  Summe  dieser  Producte»  durch  die  Summe  der 
Differentialverhältnisse  dividirt,  wird  den  gesuchten  Werth  von  z  viel  ge^ 
nauer  geben,  als  wenn  man  diese  Operation ^unierlässL 
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Will  man  diese  Methode  auf  die  Gleichungen  (5)  anwenden,  so  hat 
man  nur  die  Gleichungen  zusammen  zu  addiren  und  ihre  Summe  durch 
die  Summe  der  Coefficienten  zu  dividiren:  denn  es  ist  ~zzp  ,  -—=:/?  , 

as         '^1       dt  '^  2 

— -  n:  P^  etc. 

dt  ^3 

Man  kann  indessen,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  eine  noch  grössere 
Genauigkeit  erlangen,  wenn  man  die  Gleichungen: 

df't  rff's 


dz              1 

—   ax   •  * 

dz      '    "^2 

dq>"'t 

— - —  •  z 

d^"'z 
—     dz      '    ' 

etc., 
in  welchen,   durch   die  Multiplication   der  berechneten  Werthe  von  z  mit 
ihren   respectiven  DifiFerentialverhältnissen ,    die   Fehler   eine    gleichmässige 
Yertheilung  bekommen  haben,   nach    der  Methode   der   kleinsten  Quadrate 
combinirt,  dass  heisst,  jede  Gleichung   mit  ihrem  Coefficienten   multiplicirt. 

Man  bekommt  so  als  den  genauesten  Werth  von  z\ 


(f >  +  <&y  +  (^f  +  "c. 


Jetzt  bleibt  uns  noch  übrig,  das  Vertrauen  zu  bestimmen,  welches  die 
durch  diese  Methoden  gewonnenen  Resultate  verdienen* 

Wir  wollen,  wie  oben,  annehmen,  man  habe  mehrere  Grössen  y/  ,  A  , 
j4^  ••••  A^y  welche  die  gesuchte  Grösse  z  enthalten,  beobachtet,  &o  dass 
wir  folgende  Gleichungen  zu  combiniren  haben: 
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P^^  —  ^1  +  «4  =  ö 

/^2^    —^,   +   €2    =   0 
^3^   -   ^3   +   ^3   =  ^ 


/?z  —  A    +6    zzö; 

«.  1  ß«»  ««»  «.  ••••  ß    stellen  die  Beobachlangsfehler  vor,  wie  der  Zufall  sie 
1      2     3     .4  »  , 

hervorgebracht  hat,  sowohl  positive  als  negative,  und  nicht  die  Grösse  a 
übersteigend.  Laplace  hat  bewiesen,  dass  der  wahrscheinlichste  Werth  der 
Summe  der  Quadrate  der  Fehler  folgender  ist: 


^1 
T 


2       •        -T-       •       ö^       •       //• 


Wir  wollen  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  mit  5  •  €  bezeich- 
nen;  wir  haben  dann  mit  der  grössten  Wahrscheinlichkeit,  mit  einer  Wahr- 
scheinlichkeit, die  mit  der  Anzahl  der  Beobachtungen  steigt: 

Die  Probabilität  eines  Fehlers  u  im  Werthe  von  z,.  Werth,  welchen 
man  durch  die  Combination  der  vorhergehenden  Gleichungen  gefunden  hat, 
nachdem  man  sie  mit  Irgend  einem  System  von  Factoren,  welche  die  Sum- 
me der  Fehler  sehr  klein  machen,  multipliclrt  hat,  ist  also  nach  dem  Vor- 
hergehenden : 


n  n 


.fä. 


^"^n'Pn  .    /^„    .    .  2S^^c\.S.m\ 


•  e 


wir  bekommen  die  Probabilität  eines  Fehlers  u  im  Resultat   der  nach 
der  Methode  der   kleinsten  Quadrate  combinirten  Gleichungen,    wenn   wir 
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m    zz/?»    m    z:/?,     m    IH/^j  etc.    machen ,     welches    folgenden    Aus- 
druck giebt: 

Man  sieht  aas  dieser  Formel,  dass  das  Vertrauen,  welches  das  Resultat 
verdient,  desto  grösser  ist,  je  grösser  der  Factor  -^r^—  ist,  deshalb  nennt 
man  diesen  Factor  das  Gewicht  des  Resultats;  wir  wollen  ihn  mit  P  be- 
zeichnen. Alsdann  ist  die  Probabilität,  dass  der  Fehler  des  Resultats  in- 
nerhalb der  Grenzen  -\-U  und  — U  bleiben   werde,  gleich 

das  Integral  von  u  zu  —  U  h\s  u  'Zl  -{-  U  genommen. 
Dieses  Integral  ist  gleich 

oder 

V-7'  ^"  •  (^  +  TT  +  TT.-  +  T7TT  +  '''V' 

Diese  Reihen  convergiren  immer  am  Ende,  aber  in  Gliedern,  die  vom 
ersten  sehr  entfernt  sind,  wenn  2PU^    nicht    gleich  oder  kleiner  als  4  'st. 

Für  grössere  Werthe  von  PU^  kann  man  von  der  folgenden  Reihe 
Gebrauch  machen,  welche  das  Integral  von  u  zu  U  h\s  u  "ZZ  oo  giebt: 


du 


•  e 


^pr^ 


V  ^P^""     '     (zPLf^)'         (iPiJ^'  **"  elc.^. 


Wenn  man  diese  Reihe  \on  J,  dem  Werthe  des  Integrals  von  n  —  n 
bis  V  zu  oo^  abzieht,  so  hat  mau  das  Integral,  von  u  ZZZ  o  bis  u  zzi  V 
genommen,  oder  die  Hälfte  des  Integrals    von    u  ziz  —  U   bis  i/  z=  -4-  £' 
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Diese  Reihe  ist  sehr  coavergirend ,  wenn  nPU^  igross  ist,  aber  sie  di* 
vergirt  am  Ende.  Man  bedient  sich  deshalb  mit  grösserem  Vortheil  des 
continuii liehen  Bruchs,  den  Laplace  in  dem  Werke  angegeben  bat,  aus 
dem  wir  bisher  geschöpft  haben,  nämlich  in  seiner  Theorie  analytiqne  des 
probabilitds  pag.  io4«  Dieser  Bruch  giebt  das  vollständige  Integral  von 
u  — r  —  U  his  u  zi:-^  U  genommen  oder  die  Pr;obabiIität ,  dass  der  Fehler 

* 

des  Resultats  die  Grenzen  --f-  U  und  —  U  nicht  übersteigen  werde,  gleich 

iE  1 


Fn   UFP    *   1  +  V 


1  +  *1 


1  +  i^ 


1  + 


4  7 


1  -f«*«. 

wobei  q  —  ^j^^. 

Dieser  Bruch  kann  bis  ins  Unendliche  ausgedehnt  werden,  und  nimmt 

nach  einander,  wenn  man  ihn  immer  weiter  und  weiter  abbricht,  folgende 

Werthe  an: 

-L      JL      ^  +  gy  i  +  5y  <  +  Sy  +  sy^        .-. 

1»      14.^»      1+39*      i4-6y  +  3(^»'      1  4-  IO94-  15v»'      " 

Der  Zähler  des  i^^^  Bruchs  ist  gleich  der  Summe  des  Zählers  des 
^1  ...  i)^  Bruchs,  und  des  mit  (1  —  i)  q  multiplicirten  Zählers  des 
(1  —  2)^^  Bruchs;  und  so  verhält  es  sich  auch  mit  den  Nennern« 

Wir  haben  bis  jetzt  angenommen,  dass  die  Beobachtungen  mit  dem- 
selben Instrument  und  mit  derselben  Sorgfalt  gemacht  seyen.  Aber  da 
diese  Bedingungen,  besonders  die  letztere,  selten  erfüllt  werden,  so  wird  es 
nöthig  seyn,  ein  Verfahren  zu  finden,  wie  man  diese  Ungleichheiten,  welche 
einen  bedeutenden  Einfluss  auf  die  Genauigkeit  des  Resultats  ausüben  müs- 
sen ,  mit  in  Rechnung  bringen  könne.     Wir  wollen  mit  der  grössten  All- 

69 
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gemeinheit  den  Gang  bezeichnen^  den  in  diesem  Fall  die  Rechnung  nehmen 
muss,  damit  aus  einer  gewissen  Anzahl  von  Beobachtungen  der  möglichst 
genaueste  Werth  der  gesuchten  Grösse  hervorgehb« 

Es  sey  A  ein  Winkel,   den   man  mit  n  R'epetitions- Kreisen  gemessen 

hat ;  die  gefundenen  Werthe  dieses  Winkels  seyen  a  .  a  ,  a  ,  a. a 

und  die  Zahl  der  Repetitionen ,  die  man  bei  jeder  Messung  gemacht  hat, 
^.  *  ^  »  ^,$  ^, ^  •     I^^r  im  Resultat  dein  ersteh  Iffessunff  zu  furch- 

1234  ^ 

tende  mittlere  Fehler  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

der  im  Resullat  der  zweiten  Messung  zu  fürchtende  Fehler  ist 


2 

2^ 


und   so   fort:  E  .  £*  ,  £  « E^  bedeuten  die  Summe  der  Quadrate 

der  Fehler  der  einzelnen  Beobachtungen ;  man  berechnet  diese  Grössen, 
indem  man  das  mittlere  Resultat  jeder  Messung  von  jeder  einzelnen  Beob- 
achtung abzieht,  diese  Differenzen  ins  Quadrat  erhebt,  und  zusammenaddirt« 
Wir  haben  also  folgende  Gleichungen: 


«,  +  -  VIEa  —  A 


Um  auf  diese   Glerchnngen   die  Tortlieilbafteste   Methode  mit   Nutzen 
Anwenden  za  können,  mass  man  eine  ^eichmässige  Vertheilnng  der  Fehler 


-    547    - 

Iiervorzobringeii  suchen.     Zu   diesem  Ende  wollen  wir  jede  Gleichung  mit 
ihrem  mittleren  Fehler  dividiren: 


c         1/2^  -T-        ^  "|/2;r  j 


>../£.»,  +  .  =  ..  Vf  .  ^ (i>) 


■»,  3     '  3  -         -fc', 

c         "l/*"  ~7~        1/2»  j 

Wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate combinirt,  so  erhält  man  folgenden  Werth  von  A^  als  den  genaue- 
sten, den  man  aus  den  Beobachtungen  ziehen  kann; 

-&J  1      *      J&^  2      '      -^5  3      *  *      £^      n 


A 

5.^ 


«.«   1*»   *•« 


Aber  wir  haben  im  Vorhergehenden  gesehen,   dass  —-^  -ßn  -^  etc.  die 

■^i     -^a    -^3 
Gewichte  der  Werthe  von  A  sind,  welche  wir  mit  P  ,  P^,  P.  .....  • 

'  12         3 

P    bezeichnen  wollen.     Also: 


A 


/'i  «X  +  ^a  •  «a  +  ^3  •  «j  + +  ^»  .  «» 


1   —  S  ,P^ 


Man  findet  auf  dieselbe  Weise  den  genauesten  Werth  B  eines  Win- 
kels  jB,  welchen  man  mit  p  Repetitionskreisen  gemessen  hat,  welche  nach- 
einander für  diesen  Winkel  die  Werthe  Ä  ,  /9  ,  /9  ,.•...  /9  gegeben  ha- 
ben.     Bezeichnet  man  mit  Q  %  Q^^  Q^%  Q^%   •  •  •  •  •  Q    die  respectiven 

Gewichte  der  p  Messungen,  so  ist 

D    _      Qiß.^-Qiß^  +  Qtß.-^ '\'Qoßo 

Man   kann   eben   so  die  Gewichte  der  Werthe  A^  und  £    bestimmen, 

1  1 
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wie  man  die  Gewichte  der  Werthe  a  .  a^»  a   . .  . .  a   und  At  iS^  /Jl  •  •  •  • 

1        Z        S  n  1        2      S 

S  der  Winkel  j4  and  B  bestimmt  IiaL  Um  das  Gewicht  tob  j4^  m  be- 
kommen,  Terfährt  man  auf  Solgende  Weise :  Wenn  man  in  den  Gleichan- 
gen  (D)  nachdem  man  tt,  welches  in  allen  Gliedern  Torkommt,    weggestri- 

chen,   P,.  P,.  P3.  P^».^.P„  rur  i^.  i^ ."  i^ i^^,  „nd  e,. 

e  ,  e    •  •  •  •  e    för  4-  1  setzt,  ans  den  schon  oben  angeführten  GrandeUt 

2       3«  ** 

SO  bekommen  sie  folgende  Gestalt: 


Vp.  .a.-V. 


33  3^^  s 


Vp„ . «  _  Vp  . 


n  n  n 


I9un  ist  aber  das  Gewicht  eines  Resaltats,  gleich  der  Samme  der  Qua- 
drate der  Coefficienten  der  gesuchten  Grösse  in  den  Gleichungen,  aus  deren 
Combination  das  Resultat  herrorgegangen  ist,  multiplicirt  mit  der  Anzahl 
der  Gleichungen,  dividirt  durch  die  doppelte  Summe  der  Quadrate  der 
Fehler,  das  heisst  durch  2  (a  +  «^  H-  €  4- .  .  .  .  e  ).  Bezeichnet 
man  also  das  Gewicht  des  Resultats  aus  diesen  Gleichungen,  oder  das  Ge- 
wicht von  ^  .  mit  P'',  so  itX 
p/_  ^  (^T  +  ^g  -4-  /^,  +  /^4  + Pn^ 

Man  findet  auf  eine  ähnliche  Weise  das  Gewicht  des  Resultats  B^ 


0"  = 


F{Qx-\-Qi-¥Q,  +  '--  +  Qp) 


Es  sey  jetzt  ji  eine  bekaonte  Fonction  tod  B;   e$  sey  yi    der  Werth 
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von  A^  den  man  aus  dem  genaaesten  Werthe  von  B  berechnet  hat:   dann 
wird  die  Combination  der  beiden  Gleichungen 

2 

einen  genauem  Werth  von  j4  geben^  als  jede  für  sich. 

Wenn  P^  zu  Q^  wäre,  so  brauchte  man  nur  diese  Gleichungen  mit 
ihren  respectiven  Differentialverhärtnissen  zu  multipliciren,  um  eine  gleich- 
massige  Vertheilung  der  Fehler  hervorzubringen.  Aber  wenn  dies  nicht 
der  Fall  ist,  so  moss  man  noch  jede  der  Gleichungen  mit  einer  Grösse 
muFtipliciren ,  die  sich  umgekehrt  verhält,  als  der  mittlere  in  A  und  B 
zu  fürchtende  Fehler.  Diese  Grösse  iist  yP^  für  die  erste,  and  YQ^  far 
die  zweite  Gleichung.     Wir  werden  also  haben: 

I  .  VP" ,  A  =  I  yp^.  A^ 

Gombinirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  so  bekommt  als  den  genauesten  Werth  des^  Winkels  A 

Dieses  Verfahren  ist  leicht  auf  mehrere  Winkel  anwendbar.  Man 
habe  auf  verschiedene  Art  m  Winkel  A^  B^  C^  D  etc.  gemessen;  es  seyen 
A  ^  B  .  C  t  D  etc.  ihre  aus  den  Beobachtungen  hervorgehenden  Werthe ; 
CS  seyen  P^^  ^,  R\  S^  etc.  die  Gewichte  dieser  Werlhe;  es  seyen  ferner 
A.  A.  A^  etc.  die  Werthe  von  A^  die  man  aus  dien  Winkeln  B  .  C  .  D 

2'        3'       4  l'      1'       1 

etc.  berechnet  hat;  man  findet  dann  als  den  genauesten  Werth  von  A 
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-'"+(n)V-+(a'«'+Q'*'+"- 

Man  findet  eben  so  leic?it  das  Gewicht  T?^^  dieses  Werthes  von  A 

Wir   haben   schon  oben  gesehen,    wie  man  aas  P^^  die  Probalität  be« 
rechnet,  dass  der  Fehler  von  A    die  Grenzen  4^  U  nicht  übersteigen  werde. 

Um  das  eben  Entwickelte  durch  ein  Beispiel  deutlich  zu  machen^  woU 
len  wir  einige  Messungen  von  drei  verschiedenen  Winkeln  an  einem  Quarz- 
krystall  combiniren.  Von  den  INeigungswinkeln  der  Flächen  an  den  End- 
kanten der  sechsseitigen  Pyramide  wurden  vier  gemessen.  Der  erste  wurde 
fünf  Mal  gemessen ;  jede  Messung  bestand  aus  89  Bepetitionen ;  das  Ge- 
wicht jeder  Messung  wurde  gefunden,  indem  man  das  mittlere  Besultat 
derselben  von  jeder  einzelnen  Beobachtung  (von  der  Differenz  zweier  auf- 
einanderfolgender Ablesungen)  abzog,  diese  Differenzen  ins  Quadrat  erhob, 
und  ihre  doppelte  Summe  in  das  Quadrat  der  Anzahl  der  Bepetitionen, 
d.  h.  in  das  Quadrat  von  39,  dividirte.  Die  mittleren  Besultate  dieser 
fünf  Messungen  und  ihre  auf  die  eben  angezeigte  Art  berechneten  Gewichte 
waren  .folgende: 

46^  -r—  i5^4  dessen  Gewicht  2,786 

46    —  i5,o       —        —       3,5o3 

46    —  1 5,1       —        —       3,833 

46   —  i5,o       —       —       3,920 

46   —  i5,2       —       —       2,670 
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Um  das  genaueste  Resultat  aus  diesen  fiKnf  Beobachtungen  zu  ziehen, 
multiplicirt  man  jeden  einzelnen  Werth  mit  seinem  Gewicht,  und  dividirt 
die  Summe  dieser  Producte  durch  die  Summe  der  Gewichte«  Man  bekommt 
auf  diese  Art  folgenden  Winkel : 

Das  Gewicht  dieses  Resultats  wird  gefunden,  indem  man  den  ebeli  ge- 
fundenen Winkel  von  jedem  der  obigen  fünf  abzieht,  die  Differenzen  ins 
Quadrat  erhebt,  ihre  doppelte  Summe  nimmt,  und  diese  Grosse  in  die  mit 
5  multiplicirte  Summe  der  Gewichte  dividirt«  Maa  findet  auf  diese  Art 
das  Gewicht  des  Resultats  gleich 

i23,6i 

Der  zweite  Winkel  an  der  Endkante  der  sechsseitigen  Pyramide  Werd^ 
auch  fünf  Mal  gemessen,  jede  Messung  zu  39  Rcpetitionen ,  und  man  er- 
hielt folgende  Resultate: 

46^  —  i'j^fi  dessen  Gewicht  3,4iO 

4^    —  16,4      —         —      4,619 

46    —  17,0      —         —      3,o3p 

46    —  16,0      —         —      2,o5o 

46    —  16,0      —        —     12,675 

Das  genaueste  Resultat  aus  diesen  fünf  Messungen  ist 

46^  —  x6^,32  dessen  Gewicht  i3,48i 

Die  beiden  letzten  Winkel  an  den  Endkanten  der  sechsseitigen  Pyra- 
mide sind  nur  ein  Mal  igemessen  worden,  jede  Messung  wieder  za  39  Re» 
Petitionen.    Man  fand 
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46^  —  iS^^yS  dessen  Gewicht  6,494 
46    —  17,3      —         —       9,6i3 

Von  den  Neigungswinkeln  der  abwechselnden  Pyramidenflächen  worden 
ebenfalls  vier  gemessen.  Der  erste  Winkel  wurde  vier  Mal  gemessen,  jede 
Messung  zu  ^2  Repetitionen.  Man  fand  folgende  vier  Werthe  des 
Winkels: 

gSo  .  45/^0  dessen  Gewicht  4,388 


85  - 

-  44.9   — 

—   5,599 

85  - 

-  45,2   — 

—   3,2i5 

85  - 

-  44.4  - 

—   6,567 

Diese  geben,  nach  der  obigen  Art  combinirt,  folgenden  genauesten 
Werth  des  Winkels: 

85^  —  44"^*^^  dessen  Gewicht  39,201 

Die  drei  andern  Winkel  wurden  jeder  nur  einmal  gemessen,  jede  Mes- 
sung wieder  zu  ^2  Repetitionen.  Die  mittleren  Resultate  aus  diesen  drei 
Messungen  war^n 

850  _  ^5/^  dessen  Gewicht  i,845 

85    —  45,8      —         —       5,049 

85    —  45,8      —         —       6,397 

Jetzt  wurden  noch  zwei  von  den  Neigungswinkeln  zweier  gegenüber- 
liegenden Pyramidenflächen  gemessen:  dieser  Winkel  ist  doppelt  so  gross, 
als  die  Keigung  der  Pyramidenfläche  gegen  die  Axe.  Die  erste  von  diesen 
Winkeln  wurde  zwei  Mal  gemessen:  die  mittleren  Resultate  von  4^  Repe- 
titionen bei  der  ersten  1   und  21  bei  der  zweiten  Messung  waren: 
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io3^  — -  35^0  dessen  Gewicht  4f028 
io3    —  34f6      —         —       3,1 16 
Die  Combination  dieser  beiden  Wertlie  giebt  als  den  genaoesten  Werth 
des  Winkels 

io3^  —  34^82  dessen  Gewicht  25,396 
Der  zweite  Winkel   wurde,  durch  eine  Messung  von  42  Repetitionen, 
gefunden : 

io3^  —  35^,6  dessen  Gewicht  6,3 1 3 
Um   nun   ein  Endresultat   aus  allen   diesen  Beobachtungen    zu  ziehen, 
combinirt   man  erst   die  Werthe   aller  gemessenen  Winkel   derselben  Art. 
Wir  haben  für  den  Steigungswinkel  zweier  benachbarten  Pyramidenflächen 
folgende  Werlhe  gefunden : 

46^  —  i5^,i2  dessen  Gewicht  1 23,6 11 
46  —  i6,32  —  —  1 3,482 
46    —  16,35      —         —  6,494 

46    —  i7f35      —         —  9»6i3 

Diese  Werthe  geben,  nach  der  bisher  befolgten  Methode  combinirt: 

46^  —  15^4'  dessen  Gewicht  4327. 
Das  Gewicht  dieses  Resultats  ist  geringer,  als  das  Gewicht  jeder  ernzeU 
nen  Messung:  dies  kommt  daher,  weil  der  wahre  Werth  des  Winkels  sich 
von  einer  £ndkante  zur  andern  etwas  ändern  kann,  da  hingegen  der  wahre 
Werth  des  Winkels  an  derselben  Kante  immer  derselbe  bleibt.  Die  G^* 
nauigkeit,  welche  man  durch  Verriefdltigang  der  Messungen  bei  dtmselbeB 
Winkel  erlangen  kann,    ist  ohne  Grenzen:   da  man  sich  hingegen  auf  dlaa 

Mittel  aus  mehreren  gemessenen  Winkeln  derselben  Artt  an  demselben  oder 

70 
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an  mehreren  Kiyslallen,  nur  dann  verlassen  kann,  wenn  die  wahren  Werthe 
der  Winkel  nur  wenig  von  einander  abweichen,  oder  wenn  der  Krystall 
▼on  der  Natur  so  gebaut  ist,  dass  die  Winkel  derselben  Art,  die  der 
Theorie  nach  einander  gleich  seyn  sollten,  einander  wirklich  sehr  nahe 
gleich  sind. 

Die  ?ieigung  zweier  abwechselnden  Pyramidenflächen  warde  so  gefunden: 

85°  —  44^8  dessen  Gewicht  89,201 
85  —  45,4  —  —  1,845 
85  —  453  —  —  5,049 
85    —  45,8       —         —        6,397 

Der  genaueste  aus  diesen  vier  Werthen  durch  Combination  hervorge- 
hende  Werth  ist 

^  85°  —  4^''i04  dessen  Gewicht  ii,5oo 

Zwei  gegenüberliegende  Flächen  neigen  sich  nach  dem  Vorhergehenden 
unter: 

io3°  —  34^821  dessen  Gewicht  25,396 
io3    —  35,60       —         —        6,3 1 3 

Diese  Werthe  geben  mit  einander  combinirt 

io3°  —  34^97  dessen  Gewicht  io,3o6. 

Man  muss  nicht  vergessen,  dass  die  angegebenen  Winkel  die  Comple« 
mente  der  gesuchten  zu  180°  sind.  Wenn  wir  also  mit  A  den  Keigungs- 
winke!  zweier  benachbarten  Flächen,  mit  A^  den  Winkel  zweier  abwech« 
selnden  Flächen,  und  mit  /  den  Winkel  zweier  gegenüberliegenden  Flachen 
der  sechsseitigen  Quarzpyramide  bezeichnen,  so  ist 
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A'  —  i33o  —  44^59 
y^   —    94    —  14,96 
J    n:    76    —  25,o3 


Nun  ist  aber 


COS.  I  -^  ZI  K  3  COS.  I  A 
COS.  \  I    z^,       2  COS.  \  A 

Berechnet  man  nach  diesen  Formeln  den  Werth  Ton  A  aus  den  Wer- 
then  von  A^  und  /,  so  findet  man 

A—  i33o  _  44^3o  und  ^  :=:  i33o  _  44^,02. 

Man  hat  also  drei  Werthe  von  A 

m 

A  —  1330  —  44,59  zz  8024^59 

^  rz  i33    —  44i3o  rz  8o24,3o 

A  zu  i33    —  44»02  iz:  8024,02 
aus    deren  Combination  man  einen  noch  genaueren  Werth  dieses  Winkels 
ziehen  kann.     Zu  dem  Ende  berechnet  man  erst  die  Werthe  von  -r--  und 
T—  vermöge  der  Formeln : 

dA        "      «in.  ^  A* 
dt  2  sin   Jt  A 

dA     »in.  1  /     ' 

welche  aus  den  obigen  Formeln  fliessen.     Man  findet 

dA  Q 

^  =  ^^9735 
Jetzt   consiruirt   man    folgende    drei  Gleichungen    ans  den  gefundenen 
Werlhen  von  A.   von  -^^  -r—  und  -p-. «    nnd  von  den  zuletzt  berecbneten 

'  dA*    dA  dA 

Gewichten  der  Winkel  A^  A^  und  I: 
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I  •    43^7  •  8024,59  1=  I  •     4»827  •  -^ 

(2,1739)    •  ii,5oo  •  8o24,3o  n  (2,1739)    •  ii,5oo  •  A 
(2,9735)*  •  io,3o6  •  8024,02  rz  (2,9735)    •  io,3o6  •  A 

Wean  man  diese  drei  Gleichungen  susammenaddirt,  ood  den  Werth 
von  A  eliminirt,    so  findet  man 

A  —  i33o  _  44^14 

als  den  genauesten  Werth  dieses  Winkels,    der  sich  aus  den  vorhandenen 
Beobachtungen  sieben  lässt. 

Um  das  Gewicht  dieses  Werthes  zu  finden,  zieht  man  ihn  erst  von 
jedem  einzelnen  der  in^  den  obigen  Gleichungen  enthaltenen  Werthe  von 
A  ab;  diese  Differenzen  erhebt  man  ins  Quadrat,  mulliplicirt  sie  mit  den 
Coefficienten  von  A  in  den  obigen  Gleichungen,  das  heisst,  mit  den  respec- 
tiven  Gewichten  und  Differentialquotienten,  und  addirt  diese  Producte  za« 
sammen«  Diese  mit  2  multiplicirte  Summe  dividirt  man  in  die  mit  der 
Anzahl  der  Gleichungen,  d.  h.  mit  3»  multiplicirte  Summe  derselben  Coef- 
ficienten von  A  in  den  obigen  Gleichungen«  Man  findet  auf  diese  Weise 
das  Gewicht  des  zuletzt  gefundenen  Werthes  von  A  gleich 

61,246. 

Am  Ende  dieses  Werkes  befindet  sich  eine  Tafel,  in  welcher  für  ge- 
wisse Werthe  von  P  die  Probabilität ,  dass  der  Fehler  des  Resultats  die 
Grenzen  -f-  i  und  —  i,  oder  die  Grenzen  -f-  o,5  und  —  0,5  nicht  über- 
steigen werde,  berechnet  ist«  Der  oben  angegebene  continuirliche  Bruch, 
der  diese  Probabilität  in  einer  Function  von  W  giebt»  ist  den  Rechnun- 
gen Bom  Grunde  gelegt  worden«  Das  Argument  der  Tafel  ist  das  Gewicht 
irgend  eines  Resultats;   mit    diesem  Argument  geht  man  in  die  Spalte    I 
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ein,  wenn  man  die  Probabilil'al  wissen  will,  dass  der  Fehler  des  Kesuluts 
in  den  Grenzen  -j-  i  enthalten  sey;  man  geht  in  die  Spalte  II  ein,  wenn 
man  wissen  will,  wie  gross  die  Probabilität  sey,  dass  der  Fehler  des  Re- 
sultats in  den  Grenzen  -4-  o,5  eingeschlossen  sey.  Die  Spalte  III  giebt 
die  zagehörige  Probabilität,  als  einen  Bruch  der  Einheit,  indem  man  die 
Gewissheit  =:  i  gesetzt  hat;  die  Spalte  IV  giebt  diese  Probabilität  in  einer 

Zahl  an,   welche  man  gegen  i  wetten  kann«  dass  dem  so  sey;   man  findet 

•  » 

sie,  indem  man  den  Bruch  in  der  Spalte  III  durch  die  Differenz  dieses 
Bruches  und  der  Einheit  dividirt. 

Die  Zahlen  in  der  Spalte  II  sind  gerade  4  i^^l  so  gross  als  die  Zahlen 
in  der  Spalte  I;  man  kann  noch  eine  Spalte  hinzufügen,  in  welcher  die 
Zahlen  4  ^^^  ^o  gross  sind,  als  in  der  Spalte  II;  geht  man  mit  dem  Ai^ 
gument  P  in  diese  neue  Spalte  ein,  so  giebt  die  correspondirende  Zahl  in 
der  Spalte  III  die  Probabilität,  dass  der  Fehler  des  Resultats  in  den 
Grenzen  -|-  0,25  enthalten  sey.  Es  ist  nämlich  klar,  dass  PIT  z=  q  sei- 
nen Werth  nicht  ändert,  wenn  man  zugleich  U  durch  2  dividirt  und  P 
mit  4  xnultiplicirt.  Wenn  man  also  ein  P  hat,  das  die  Zahlen  in  der 
Spalte  II  übersteigt,  so  braucht  man  dieses  P  nur  durch  4  ^u  dividiren, 
und  mit  diesem  neuen  Werth  von  P  in  dieselbe  Spalte  eingehen;  die  cor- 
respondirende Zahl  in  den  Spalten  III  und  IV  wird  alsdann  die  Probabi- 
lität geben,  dass  der  Fehler  des  Resultats  in  den  Grenzen  -|-  0,25  ent- 
halten sey« 

Man  ersieht  aus  dieser  Tafel,  dass  man  beinahe  200  gegen  1  wetten 
kann,  dass  der  zuletzt  gefundene  Werth  des  Winkels  ^,  nicht  mehr  ali 
um  0^,25  falsch  ist:  man   kann  aber  mehr  als   100000  gegen  i  wetteiif 
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dass  der   Fehler   dieses   Resultats    in    den  Grenzen   4-   0^5    eingeschlossen 
sey. 

Wir  wollen  uns  jeut  noch  mit  dem  Fall  beschäftigen,  wo  die  Kennt- 
niss  zweier  Winkel  nothwendig  ist,  um  alle  übrigen  desselben  Krystalls 
zu  berechnen;  dieser  Fall  tritt  bei  denjenigen  Krystall formen  ein,  deren 
Grundform  ein  Octacder  mit  rhombischer  Basis  ist.  Es  seyen  an  einem 
solchen  Octaeder  die  Neigungswinkel  J9,  C  der  Flächen  an  den  Endkanten, 
die  Neigungen  r,  /  der  Endkanten  gegen  die  Axe,  die  doppelte  Neigung  I 
der  Flächen  gegen  die  Axe ,  und  der  ebene  Winkel  a  an  der  Spitze  des 
Octaeders  gemessen.  Diese  Stucke  hängen  durch  folgende  Gleichungen  un- 
tereinander zusammen: 

sin.^  \  1  —  sin.^  J  B  —  cos.^  J  C  =  —  cos.  J  (ß  +  C)  cos.  \  {B  —  C) 
COS.  a  zu  cot.  I  B  cot.  J  C 

cot.      r      ^n  «  1^  — COS.  2  46'    CO».  J  (/r  4.  C)  CO»,  i  (^  —  6')' 

Man  findet  hieraus : 

dl-'^  dB-\-'^  .  dC 

sin.I  '       »in  / 

da  =  -^i^  dB  +  ^l±  .  dC 

2»in.^gir  '      2»in.2  i^ 

j         ^  iin,2  i^sin.  JJ»!!!.'/^  ,p  5in.^5J5sin./7»iii.'/  j^ 

>ico».r' .  CO».  ^  (^-f6')co».  J(^— 6)   *  ico».!^  .  co».4(J5?  +  6)co«  ^(/T  — ^)  *  ^^ 

,    ^^_^  ,       »in.^  i^^»iii.J9»in.'r  ,«|  »in.^J^J5?»iii.(7sin.'r  .^^ 

4 CO». r  .  cofc ^  {B^C)  CO»  4  (If^C)  *  4co».r  .  co».^  (-ff+6')  co».^  {B-^C)  * 

Wir  nehmen  jetzt,  wie  im  Vorhergehenden,  an,  dass  dB^  dC  die  Feh* 
1er  der  beobachteten  Werthe  von  B  und  C  seyen.  Es  gilt  also,  diese 
Fehler  aus  den  übrigen  Beobachtungen  zu  bestimmen.  Zu  dem  Ende  be- 
rechnet man  die  Werthe  der  Winkel  /,  a,  r  und  /  aus  den  beobachteten 
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Werihea  Ton  B  und  6*,  zieht  diese  berechneten  Werthe  von  den  beobach- 
teten  Werthen  1^  a^  r  und  r  ab,  und  substituirt  diese  DifTerenzen  für 
die  DifTerenziale  dl^    da,  dr  und  d/  in  den  vorhergehenden  Gleichungen, 

Es   seyen  /  ,    a.   r    und   /^    die   aus  den  beobachteten  Werthen  von  B 

^111  1 

und  C  berechneten  Werthe  von  I^  a  r  und  /]  es  seyen  P,  Q^  fi,  S  die 
Gewichte   der    bejbach teten  Winkel  I^    a-^   r^   r^;    v^ir  wollen   ferner  die 

Coefficienten   von  dB  in  den  obigen  Gleichungen  mit  p^  p  .  p  .  p    und 

1234 

die  Coefficienten   von  dC  mit  g.   0  ,  q.,   q.  bezeichnen.     So  können  wir 

1       *      3      4 

folgende  Gleichungen  entwerfen : 

yp  .  (/^  —  J)  =  yp  .  ;>^  .  dB  -\-  yp  .  q^ .  dc 
yÄ*.  (r^  —  r)  =  yß  .  ;»^  .  ^ß  4-  yÄ  .  y^  . 

ys  .  (/,  —  /)  n  y5  .  ;>  .  </5  +  y5  .  y  .  dc. 

In  diesen  Gleichungen  sind  die  Fehler  gleichmässig  vertheilt,  nach  den 
Principien ,  die  wir  Im  Vorhergehenden  entwickelt  haben.  Man  kann  sie 
alsoi  so  wie  sie  sind,  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  combiniren» 
Man  multiplicirt  zu  dem  Ende  erst  alle  vier  Gleichungen,  jede  mit  dem  in 
ihr  enthaltenen  Coeficienten  von  dB^  und  addirt  die  daraus  entstandenen 
Gleichungen  zusammen;  dann  multiplicirt  man  jede  der  obigen  Gleichun« 
gen  mit  dem  in  derselben  enthaltenen  Coefficienten  von  dC  ^  und  addirt 
die  vier  daraus  entstandenen  neuen  Gleichungen  wieder  zusammen«  So 
erhält  man  folgende  zwei  Endgleichungen: 

=  (Pp'-¥^P^  +  V  -^-Sp^  dB  -f  (/» Vi-K? ViJ+*  Va-^-^ VO  ^^' 


dC 
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Es  ist  nicht  schwer,  aus  diesen  beiden  Gleichongen  die  Werthe  von 
dB  nnd  dC  zu  eliminiren ;  diese  Grössen  sind  aber  die  Correctionen,  welche 
an  den  beobachteten  Werthen  von  B  und  C  anzubringen  sind,  wenn  man 
die  genauesten  Werthe  dieser  Grössen  haben  will;  das  heisst  B  -f"  ^^t 
C  -\'  dC  sind  die  genauesten  Werthe  von  B  und  C,  welche  ans  der  Com* 
bination  aller  Beobachtungen  zusammen  genommen  hervorgehen. 

Um  das  Gewicht  der  gefundenen  Werthe  von  dB  und  dC  zo  finden, 
verfahrt  man  ungefähr  eben  so,  wie  oben.  Es  sey  P  das  Gewicht  des  ge« 
fundenen  Werthes  von  dB^  und  P  das  Gewicht  des  gefundenen  Werthes 
von  dC^  so  ist: 

p    — J +^Pz9s+'^P^9j^ 

1  ~  2^  P9i^  +  Q92^+^9z^+S9J  "  " 

(^9i'+^92HÄ9,"+^V4')     (^Pi^+<^P2^+^Ps'+^P4')  -   (PP.9t+QP292 

p   _Jl. '^^P:93'^'^P^9j^ 

^^—zM  Ppr+^^p^^'+^Pz^+sp^^ 

E  bedeutet  hier  wieder  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler;  diese 
Fehler  aber  sind  die  Differenzen  der  beobachteten  Werthe  von  /,  a,  r 
und  f^,  und  der  durch  Rechnung  gefundenen  Werthe  derselben  W^inkel ; 
dieser  Rechnung  müssen  die  genauesten  als  Resultate  der  Combination  her* 
vorgehenden  Werthe  von  B  und  C  zum  Grunde  gelegt  werden. 

Ich  überhebe  mich  hier  der  Mühe,  diese  Formeln  ordentlich  zu  ent- 
wickeln, weil  sie  von  geringem  Gebrauch  sind.  Man  kann  überdies  diesen 
Gegenstand  in  seiner  grössten  Allgemeinheit  aufgefasst  finden  in  Laplace^s 
Theorie  der  Probabilitäten,  und  besonders  in  den  Supplementen  zu  diesem 
Werke. 
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Von  den  Instrumenten j  ivelche  dazu  dienen,  die  JNeigungsmnkel 

der  Krystall/lächen  zu  messen. 

Es  giebt  zwei  Methoden,  die  Neigungswinkel  der  Krystalle  zu  messen. 
Die  erste  und  die  einfachste,  die  aber  am  wenigsten  Genauigkeit  zulässt, 
besteht  darin,  dass  man  zwei  Lineale  an  die  Flächen  legt,  deren  Winkel 
man  messen  will,  und  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Linealen  \ermit- 
telst  eines  in  Grade  eingetheilten  Kreises  misst,  dessen  Mittelpunct  mit 
dem  Durchschnittspunct  der  Lineale  zusammenfallt.  I^acb  diesem  Princip 
ist  das  Carangeausche  Goniometer  construirt«  • 

Die  zweite  Methode  bedient  sich  entfernter,  von  den  Krystallflächen 
als  kleine  Spiegel  reflectirter  Gegenstände,  um  erst  der  einen  Fläche  eine 
bestimmte  Lage  zu  geben;  man  bringt  dann  die  andere  Fläche  in  dieselbe 
Lage,  und  misst  den  Winkel,  um  den  man  den  Krystall  hat  drehen  müs- 
sen, um  dies  hervorzubringen«  Dieser  Winkel  ist  unter  gewissen  Bedin- 
gungen,  die  man  leicht  erfüllen  kann,  dem  Complcment  des  Winkels  der 
beiden  Ebenen  zu  i8o^  gleich.  Die  zweite  Methode  zerfällt  in  zwei  Un- 
terabtheilungen, je  nachdem  man  sich  zweier  Gegenstände  und  des  blossen 
Auges,  oder  eines  einzigen  Gegenstandes  und  eines  Fernrohrs  mit  einem 
Fadenkreuz  bedient.  Die  Instrumente,  die  für  diese  Methode  construirt 
sind,  heissen  Reflexionsgoniometer. 

Carangeau*s      Goniometer. 

Das   Carangeau*sche   Goniometer   ist   Fig.  196  abgebildet.      Es   besteht 

aus   einem  Halbkreis  MTN ^   der  in  Grade  eingetheilt  ist.      Zwei  Alidaden 

FG  und  AB^  durchkreuzen  sich  im  Mittelpunct  des  Kreises:   die  eine  von 

7' 
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ihnen,  FG^  behält  immer  dieselbe  Richtang,  kann  aber  hin  und  her  ge- 
schoben werden,  und  ist  zu  diesem  Zweck  der  ganzen  Länge  nach,  mit 
Ausnahme  eines  kleinen  Stücks  bei  A",  in  der  Mitte  ausgenommen ;  sie  ist 
irermittelst  der  Schraube  R  an  den  Halbkreis,  und  vermittelst  der  Schraube 
c  an  einem  Arme  desselben,  der,  die  Richtung  eines  Radius  folgend,  bis 
zum  Mittelpunct  des  Halbkreises  geht,  befestigt,  doch  so,  dass  map  sie  hin 
hin  und  her  schieben  kann.  Die  Alidade  AB  ist  auch  der  halben  Länge 
tach,  Ton  c  bis  x,  in  der  Mitte  ausgenommen,  damit  man  sie  hin  und  her 
schieben  könne;  etwas  über  c^  das  heisst  etwas  über  den  Mittelpunkt  des 
Halbkreises  hinaus ,  wird  sie  schmäler,  und  endigt  in  ein  Lineal,  dessen 
Ycrlängertc  Schärfe  zs  grade  durch  den  Mittelpunct  des  getheilten  Kreises 
geht.  Die  Alidade  FG  muss  mit  dem  Diameter  des  Halbkreises,  der  durch 
die  beiden  Puncte  geht,  wo  die  Eintheilung  o^  und  i8a^  zählt,  parallel 
seyn. 

Der  gethellte  Halbkreis  MTN  ist  bei  go^  gebrochen,  so  dass  der  Arm 
TM  vermittelst  ein:s  hinten  angebrachten  Scharniers  zurückgelegt  werden 
kann.  Um  diesem  Arm  in  seiner  gewöhnlichen  Lage  die  gehörige  Festig- 
keit zu  geben,  geht  vom  Mittelpunct  des  Halbkreises  nach  diesem  Arm  ein 
stählerner  Stab  cO ^  der  bei  0  hinten  vermittelst  einer  Schraube  an  den 
beweglichen  Arm  des  Halbkreises  befestigt  werden  kann;  dieser  Stab  lässt 
sich  um  den  Mittelpunct  c  drehen  und  so  zurücksj^hlagen ,  wenn  man  den 
Arm  zurücklegen  will«  Die  Alidade  AB  ist  um  den  Mittelpunkt  des  Halb- 
kreises beweglich,  die  Alidade  FG  dagegen  behält  immer  dieselbe  Stellung. 
Wenn  man  also  einen  Krystallwinkel  messen  will|  so  legt  man  erst  die 
eine  Fläche   an  die   fixe  Alidade  FG  ^    so    it»a&  die  Darcbschuiltslinie  der 
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beiden  Krystallebenen  ungefähr  senkrecht  anf  die  Ebene  des  getheilten 
Halbkreises  ist.  Dann  nähert  man  die  zweite  Ebene,  inäem  man  den  Kry- 
stall  längst  der  ersten  Alidade  fortschiebt,  der  beweglichen  Alidade  AB^ 
bis  diese  in  ihrer  ganzen  Lange  an  die  Ebene  anliegt.  Der  Winkel,  der 
alsdann  von  der  beweglichen  Alidade,  nämlich  von  ihrer  Schärfe  zs^  an« 
gezeigt  wird,  ist  der  Neigungswinkel  der  Krystallebenen. 

Wenn  man  Winkel  von  Krystallen  messen  will,  die  ansitzen,  so  dass 
man  nicht  gut  mit  dem  Instrument  ankommen  kann,  so  verkürzt  man  die 
Alidaden,  indem  man  sie  längst  uc^  xc  zurückzieht,  und  schlägt  den  Arm 
MT  des  getheilten  Halbkreises  zurück;  man  misst  den  Winkel,  fixirt  die 
bewegliche  Alidade  vermittelst  der  Schraube  ^,  und  bringt  nun  den  zu- 
rückgeschlagenen Arm  MT  des  eingetheilten  Halbkreises  wieder  in  seine 
gewöhnliche  Lage,  um  den  Winkel,  der  von  der  Alidade  angezeigt  wird, 
ablesen  zu  können. 

Dieses  Goniometer  ist  in  allen  den  Fällen  zu  gebrauchen,  wo  keine 
grosse  Genauigkeit  nöthig  ist,  und  wo  die  Krystallflächen  nicht  spiegelnd 
genug  sind,  um  die  Reflexionsgoniometer  anwenden  zu  können»  Wenn 
man  die  Winkel  der  Grundform  schon  genau  kennt,  und  nur  die  secun« 
dären  Formen  bestimmen  will«  so  kann  es  von  gi*ossem  Itutzen  seyn,  weil 
man  sehr  schnell  damit  mIsst. 


In  Poggendorfs  Annalen  Bd.  2,  St.  i  (oder  Jahrgang  1824«  St.  9)  ist 
ein  Goniometer  beschrieben,  von  Herrn  Adelmann  erfunden,  und  vom  Graz- 
ien V«  Bournon  beschrieben »   das  ganz  wie  das  Carangeau*sche  Goniometer 


—    564    — 

eingerichtet  ist,  mit  dem  Unterschiedei  dass  der  halbe  Kreis  Ton  zwei  Säolea 
so  getragen  wird,  dass  er  nur  eine  horizontale  Bewegang  hat,  und  dass  der 
Krystall  auf  einem  Träger  fixirt  wird,    mit  welchem  man  ihn  an  die  AH- 

# 

dade  andrücken,  und  hierauf  in  derselben  Lage  erhalten  kaan,  um  die 
Alidade  nun  auf  die  andere  Fläche  anzulegen;^)  alsdaan  giebt  der  von 
ihr  durchlaufene  Kreis  den  gesuchten  Winkel.  Damit  die  Krystallkante 
eiaen  rechten  Winkel  mit  der  Ebene  des  Halbkreises  mache,  ist  an  der 
Seite  eine  horizontale  Diopter  angebracht,  mit  welcher  die  Kante  zusammen- 
fallen muss.  Uebrigens  ist  der  Halbkreis  grösser,  die  Eintheilung  dessel- 
ben feiner,  und  ein  Nonius  erlaubt  selbst  bis  auf  Minuten  abzulesen:  eine, 
glaube  ich,  zu  weit  getriebene  Genauigkeit,  da  die  übrigen  Beobachtungs- 
fehler leicht  bis  zu  i5  steigen  koanen,  und  man  deshalb  doch  nie,  selbst 
bei  mehrmaliger  Wiederholung  und  vieler  Uebung,  der  einzelnen  Miauten, 
gewiss  seyn  kann« 

Wollaston's     Reflexionsgoniometen 

Dieses  Instrument  ist  Fig.  197  abgebildet«  Auf  einer  horizontalen 
Scheibe  gh^  welche  durch  die  Schrauben  ^,  ^,  c  in  die  gehörige  Lage  ge- 
bracht werden  kann,  erheben  si^:h  zwei  messingene  Stäbe  nm^  Im^  die  sich 
oben  aneinander  legen  und  durch  ein  horizontales  Stück  m  mit  einander  ver- 
bunden sind.  Das  horizontale  Stück  ist  vermittelst  zweier  Schrauben  an 
die  beiden  Stabe  befestigt«  Dieser  Triiger  ist  da,  wo  das  horizontale  Stück 
an  die  beiden  Stäbe  grenzt,  durchbohrt;  ein  Cylinder  ji ^  der  den  einge- 
theilten  Kreis  tragt,  geht  hier  durchs   und   lasst  sich  vermittelst  der  schei* 


*)  JMachdem  man  den  fetheil  ten  Hafibkreis,  um  toviel  ab  ntftbig  ist,  Borizonul  fortfesclioben  hat. 
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benförmigen  Handhabe  p  frei  um  seine  Axe  drehen :  diese  Bewegung  kann 
jedoch  durch  Anpressen  des  horizontalen  .Stücks  m  an  die  beiden  Stäbe, 
vermöge  der  beiden  Schrauben,  nach  Willkühr  erschwert  werden.  Der 
Cylinder  ist  der  Länge  nach  durchbohrt,  so  dass  ein  zweiter  dünnerer  Cy- 
linder  innerhalb  desselben  umgedreht  werden  kann,  ohne  dass  der  erste 
Cylinder,  und  mithin  der  getheilte  Kreis,  mitgeführt  wird.  Der  innere 
Cylinder  tritt  bei  i  und  k  aus  dem  ersten  heraus;  bei  k  hat  er  eine  Hand- 
habe 5,  von  kleinerem  Durchmesser  als  die  Handhabe  p^  vermöge  deren  er 
leicht  umgedreht  werden  kann,  ohne  dass  der  erste  Cylinder  sich  mitdreht; 
indem  man  dreht,  übt  diese  Handhabe  s  gegen  die  Handhabe  p  bei  k  eine 
geringe  Reibung  aus;  indem  man  diese  durch  Anpressen  vermöge  der 
Schraube  /  vergrössert  oder  verringert,   erschwert   oder  erleichtert  man  die 

4 

Bewegung  nach  Willkühr:  schraubt  man  zu  fest,  so  kann  der  erste  Cylin» 
der  sich  mitdrehen,  was  nicht  geschehen  darf;  schraubt  man  zu  lose,  so 
kann  der  innere  Cylinder  sich  von  selbst  drehen,  was  auch  nicht  gesche- 
hen darf.  Bei  /  endet  der  innere  Cylinder  in  das  Gestelle,  auf  das  man 
den  Krystall  klebt,  dessen  Winkel  man  messen  will.  Dieses  Gestelle  be. 
steht  aus  zwei  hxmtxijd  und  o/,  welche  durch  die  Schraube  od  mit  ein- 
ander verbunden  sind^  so  dass  der  Arm  ol  um  diese  Schraube  gedreht 
werden  kann.  Der  Arm  ol  ist  bei  /  durchbohrt,  und  der  dünne  Cylinder 
cp^  der  hier  durchgeht,  und  sich  vermöge  der  Handhabe  u  frei  herumdre- 
hen lässt ,  trägt  bei  p  'den  Krystall ,  den  man  unmittelbar  mit  Wachs  auf» 
kleben,  oder  an  eine  kleine  viereckigte  Platte  c  befestigen  kann.  Wenn 
man  die  scheibenförmige  Handhabe  s  dreht,  so  dreht  sich  das.  Gestelle  mit 
dem  Krystall;  dreht  man   die  Handhabe  p^  Ui  dreht  sich  der  eingetheiltt 
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Kreis  mit  dem  Gestelle  insammett.  Um  den  Winkel  ca  messen ,  nm  wel- 
chen sich  d^r  «ingetheilte  Kreis  dreht,  dient  die  fixe  Alidade  q^  welche  an 
^en  Träger  mn  befestigt  ist;  sie  hat  bei  q  einen  Nonias,  der  die  Grade  in 
kleinere  Theile  theilt* 

Die  Handhücher  gehen  folgende  Anweisung,  dieses  Instrument  zu  ge- 
brauchen: Man  wählt  erst  zwei  horizontale  Linien,  die  sich  in  einiger 
Entfernung  befinden,  zum  Beispiel  die  horizontalen  Stäbe  eines  gegen- 
überliegenden  Fensters.  Man  stellt  jetzt  das  Instrument  so  viel  als 
möglich  Tcrtical,  fuhrt  den  Nullpunct  des  getheilten  Kreises  auf  den 
Nullpunct  des  Nonius,  und  klebt  den  Krystall  auf  das  Gestelle,'  so 
dass  die  Durchschnittslinie  der  Flächen,  dfcren  ^Neigungswinkel  man  mes- 
^n  will  ,  ungefähr  senkrecht  auf  die  Ebene  des  getheilten  Kreises 
ist.  Der  Beobachter  nähert  sein  Auge  dem  Krystall  so  viel  möglich,  und 
dreht  denselben  vermöge  der  Handhabe  s  so  lange,  bis  er  das  von  der 
Krystallfläche  reflectirte  Bild  der  obern  Horizontallinie  sieht»  Nan  giebt 
man  der  Krystallfläche  eine  solche  Lage,  dass  das  reflectirte  Bild  der  obern 
Horizontallinie  mit  der  direct  gesehenen  untern  Horizontallinie  zusammen- 
fällt: diess  wird  immer  möglich  seyn,  da  man  der  Krystallfläche  vermöge 
des  beweglichen  Gestelles  und  der  Drehung  der  Handhabe  s  alle  möglichen 
Lagen  geben  kann»  Wenn  diese  Coincidenz  der  Bilder  auf  beiden  Kry- 
stallflächen  nach  einander  statt  findet,  so  ist  der  Krystall  in  der  gehörigen 
Lage ;  es  gehören  allerdings  viele  Versuche  dazu,  um  es  dahin  zu  bringen : 
man  muss  oft  hin  und  her  drehen ,  und  am  Gestelle  hin  und  her  rücken : 
aber  bei  einiger  Uebung  bringt  man  es  bald  zu  einer  gewissen  Fertigkeit 
darin.    Kach  diesen  Vorbereitungen  kann  die  eigentliche  Messung  angehen; 
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man  lässl  erst  die  Bilder  aaf  der  einen  Krystallfläclie  zusaramenfaUen ,  in- 
dem man  die  Handhabe  s  dreht:  dann  dreht  man  den  getheilten  Kreis  mit 
sammt  dem  Krystall,  vermöge  der  Handhabe  p^  bis  die  Coincidenz  der  Bil- 
der auch  auf  der  anderen  Fläche  statt  findet;  der  Winkel»  den  der  Nonius 
auf  dem  getheilten  Kreise  anzeigt,  ist  das  Complement  des  gesuchten  Nei- 
gungswinkels der  beiden  Krystallflächen  zu  i8o^« 


Theorie  des  TV ollaston  sehen  Reflexionsgoniometers. 

Man  stelle  sich  drei  Coordinatenebenen  vor,  die  sich  unter  rechten 
Winkeln  schneiden,  und  deren  erste,  d.  h»  die  der  x  x,  mit  der  £bene  des 
getheilten  Kreises  zusammenfallt:  Der  Anfangspunct  der  Coordinaten  sey 
im  Miltelpunct  des  getheilten  Kreises«  Es  seyen  X^^  V^^  Z^  und  X^^^  Y^^^ 
Z^^  die  Coordinaten  der  beiden  Gegenst'andei  die  wir  als  Puncte  annehmen ; 
die  Coordinaten  desjenigen  Punctes  auf  der  Krystallebene,  wo  das  Bild  des 
ersten  Gegenstandes  reflectirt  wird,  seyen  x^^  j/,  /.  Wir  wollen  uns  vor^ 
stellen,  dass  die  Ebene  der  Kupfertafel,  auf  welcher  die  Fig.  198  gezeichnet 
ist,  durch  diese  drei  Puncle  gelegt  sey;  es  sey  A  der  erste  Gegenstand, 
B  der  zweite,  C  das  Bild  des  ersten  Gegenstandes  auf  der  Krystallfläche  v 
das  Auge  des  Beobachters  muss  sich  nothwendig  auf  der  Verlängerung  der 
Linie  BC  befinden ,  zum  Beispiel  in  D ,  um  die  Puncte  C  und  B  zusam- 
menfallen zu  sehen.  Die  Krystallebene ,  deren  Durchschnittslinie  mit  der 
Ebene  ABC^  EF  sey,  ist  nothwendig  senkrecht  auf  diese  Ebene,  und  hal 
eine  solche  Lage,  dass  der  Winkel,  den  sie  mit  der  Linie  AC  macht,  des» 
Winkel,  den  sie  mit  CD  oder  BC  macht,  gleich  ist«. 
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Es  seyen  jetzl 

X  zu  a^z  -\-  t^  l 


y   die  Gleicliungen  der  Linie  AC 


die  Gleichungen  der  Linie  BC, 

Da  AC  durch  den  Punct  A  geht,  dessen  Coordinaten  X\  Y\  Z^  sind, 
nnd  zugleich  durch  den  Punct  c^  dessen  Coordinaten  jf^/^  x  sind,  so 
ist  ofTenbar,  da  diese  Coordinaten  der  ersten  Gleichung  genügen  müssen : 

und  da  die  Linie  BC  durch  denselben  Punct  C ^  und  durch  den  Ponct  fi 
geht,  dessen  Coordinaten  Jl^\  Y^\  Z^^  sind. 


.//  — 


X"-J 


1//  „  r^-V 
*    —  -zrzij 

Um  die  Gleichung  der  Ebene  zu  finden,  die  senkrecht  auf  die  Ebene 
ABC  ist,  und  die  zugleich  durch  die  Linie  KF  geht,  welche  den  Winkel 
ABC  in  zwei  gleiche  Theile  theilt,  so  wollen  wir  uns  eine  Linie  vorstellen, 
die  durch  den  Punct  C  geht,  und  deren  allgemeine  Gleichungen  folgende 
Gestalt  haben  werden: 

{x  —>  sf)  ZZ  a  (z  —  tf) 

(y   -  /)  -  *  (^  -  ^)         ^'^ 

Diese  Linie  mache  gleiche  Winkel  mit  den  Linien  AC  und  BC  ^  wel 
ches  noch  eine  Bedingungsgleichung  giebt,  n'amlich: 


y(i^-flV+(,'£,)  —  y(i+.'V'+6"0 


(^) 
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Es  ist  klar,  diss  es  eine  unendliche  Menge  Ton  Linien  giebt,  die  den- 
selben Winkel  mit  AC  nnd  BC  machen;  sie  werden  aber  alle  in  der 
Ebene  liegen«  deren  Gleichung  wir  suchen.  Die  Gleichung  (2)  wird  also, 
wenn  wir  in  derselben  för  a  und  b  ihre  aus  den  Gleichungen  (i)  eliminir- 
ten  Werthe  substituiren,  eine  Gleichung  dieser  Ebene  abgeben.  Setzt  man 
überdies  noch  för  ef^  V^  af\  ff^  ihre  so  eben  gefandenen  Werthe,  und 
macht 

SO  findet  man  folgende  Gleichung: 

.'-  Man  sieht  aus  dieser  Gleichung,  dass  es  nur  eine  Ebene  giebt,  welche 

jene  Bedingungen  erfüllt,    vorausgesetzt,    dass  die  beiden  Gegenstände  und 

der  Punct  auf  der  Krystallebene ,  welcher  den  ersten  Gegenstand  reflectirt, 

unvejündert   bleiben.     Indess   sind   die  Coordination  j/,  /^,  z"  nicht  gans 

unveränderlich,    wegen   der  Ausdehnung  der  Krystallebene.     Es    geschieht 

oft,    dass   die   vollkommenste  Colncidenz    des   i^flectirten  Bildes  des  ersten 

Gegenstandes   mit   dem   direct   gesehenen    zweiten  Bilde   durch   eine   kleine 

Bewegung   des  Aoges   des  Beobachters   gestört  wird;   und  man  ist  gezwun« 

genli  den  Krystall  noch  etwas  zu  drehen ,  um  diese  Coinuidenz  wieder  her^ 

zustellen;    eine  kleine  Bewegung  des  Auges  stört  sie  wieder,    und  so  fort; 

so  dass  man  nie  fertig  wird. 

72 


— ^••••(3) 
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Um  diesem  Uebelstand  auszuweichen,  muss  man  die  Coordination  x\ 
Y%  z^  soviel  als  möglich  constant  machen,  indem  man  einen  sehr  kleinen 
Krystall  wählt,  oder  man  nimmt  sehr  entfernte  Gegenstände,  damit  die 
Coordinaten  X\  Y\  Z^  so  gross  werden,  dass  man  die  Coordinaten  3/^  y\ 
if  als  gegen  sie  verschwindend  ansehen  kann. 

Ma^  kann  diesem  auch  auf  eine  andere  Art  abhelfen.  Es  ist  klar, 
dass  die  Lage,  welche  die  Ebene  annehmen  mnss,  damit  die  Coincidenz  der 
Bilder  statt  finde,  durch  die  Coefficienten  der  Veränderlichen  jt,  y^  z  in 
der  Gleichung  (3)  gegeben  ist,  welche  den  Coefficienten  A^  B^  C  \n  der 
allgemeinen  Gleichung  der  Ebene  correspondiren.  Diese  kann  man  aber 
Ton  j/,  /^  xf  unabhängig  machen«  indem  man  1/  zu  ly^  macht«  Alsdann 
findet  die  Coincidenz  der  Bilder  auf  allen  Puncten  der  Krystallebene  statt: 
denn,  da  die  Gleichung  (3)  jetzt  folgende  Form  annimmt: 

so  bleibt  die  Lage  der  Ebene  immer  dieselbe,  vorausgesetzt  dass  die  Po  acte, 
deren  Coordinaten  j/,  7^,  /  sind,  immer  in  derselben  Ebene  bleiben,  welche 
Bedingung  das  letzte  Glied  der  obigen  Gleichung  constant  macht.  ly^  Df^ 
sind  aber  die  Entfernungen  der  beiden  Gegenstände  von  dem  Puacte,  desr 
sen  Coordinaten  3/^  y,  xf  sind. 

Wir  wollen  jetzt  die  Ebene,  deren  Gleichung  wir  eben  aus  der  Coin* 
cidenz  der  Bilder  bestimmt  haben  1  um  die  Axe  der/  drehen,  bis  die  an* 
dere  Krystallebene  genau  in  dieselbe  Lage  kommt«  Es  sejr  a  der  Winkel, 
um  welchen  die  Axe  des  Instruments  gedreht  worden  ist:  die  Kenntnias 
dieses  Winkels  reicht  hiUi  die  Gleichung  der  ersten  Ebene  in  ihrer  neuen 
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ly  ^ly' 

«ü  gleicher  Zeit  crfiillt  werden.  Wenn  ^  gleich  Y^  and  gleich  J^^  seyn 
soll,  ^0  müssen  die  beiden  Gegenstände  nnd  der  Krystall  sich  in  einer 
Ebene  befinden,  die  der  Ebene  des  getbeilten  Kreises  parallel  ist»  Die 
beiden  letzten  Becfingungsgleichnngen  werden  erfnlh,  wenn  man  die  beiden 
Gegenstände  gleich  weit  entfernt  von  dem  'Krystall  nimmt,  and  sie  so 
wählt,  dass  eine  Jiiniet  die.man  durch  sie  legt«  mtit  der  Ebene  des  getheii* 
ten  Kreises  parallel  Ist.  Die  gleiche  Entfiernoag  der  Gegenstände  vom 
Krystall  wurde  schon  oben  gefordert,  wenn  die  Krystallebenen  einige  Aus- 
dehnung haben:  die  auf  die  .beiden  letzten  Bedingungsgleiehungen  beru- 
hende Wahl  der  Gegem-tände  wird  also  allerdings  die  beste  seyn. 

Wenn  wir  die  aus  unserer  Analyse  geschöpfte  beste  Methode  in  Aus- 
{uhrung  bringiein,  so  wählen  wir  erst  zwei '  gleich  entfernte  Gegenstände, 
und  bringen  dann  die  Ebene  des  getbeilten  Kreises  in  eine  mit  der  durch 
die  beiden  Gegenstände  gehenden  Linie  parallele  Lage;  denn  das  ist  bei 
weitem  leichter,  als  das  Instrument  erst  festzustellen,  und  dann  die  Gegen- 
stände so  lange  zu  verrücken,  bis  der  verlangte  Parallelismus  statt  findet« 
Wenn  man  aber  B  ZZ  B^  ZZ  o  macht,  so  sind  die  Krystallebenen  mit  der 
Axe  det*  j  parallel,  oder  auf  die  Ebene  xz  senkrecht«'  Man  kann  also  die 
Bedingung,  unter  welcher  der  von  der  fixen  Alidade  am  getbeilten  Kreise 
zurückgelegte  Bogen  das  Maass  des  Complements  d^  Neigungswinkels  der 
Krystallebenen  su  180^  wird,  auch  so  ausdrücken:  .  Man  muss  dem  ge- 
tbeilten Kreise  eine  solche  Lage  geben,  dass  die  Krystallebenen,  wenn 


•5i 
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Coincideaz  der  Bilder  statt  findet ,  senkrecht  auf  die  Ebene  des  gethellten 
Kreises  sind.     Das  ist  die  Hauptbedingung  einer  richtigen  Messung« 

Ich  brauche  kaum  lu  erinnern,  dass,  wenn  man  B  n  ^^  uz  0  macht, 
^  auch   nur   dann   ^eich   a  wird,    wenn  sich  jf',  /,  2^  von  einer  Ebene 

zur  andern  nicht  ^ändern«     Um  diess  zu  bewerkstelligen,    muss  man  entwe- 

.  .     *  •  • 

der  die  Krystalläächen  dem  Mittelpunct  des  getheilten  Kreises  so  nahe  als 
möglich  bringen ,  oder,  noch  besser  die  Entfernungen  der  Gegenstände  so 
gross  nehpien,  dass  die  Dimensionen  des  Gestelles,  auf  welches  der  Krystall 

.  •  •^'    : 

geklebt  i8tr;%Snzlich  gegen  sie  verschwinden» 

.  Mah  lAuss  also  folgende  Maassregeln  bei  dem  Gebrauch  des  Wollaston- 
sehen  Goniometers,  berücksichtigen: 

'  •  ■      ■  'f     •  » 

I*  Die  Gegenstande  müssen  beide  sehr  weit  entfernt  seyn.  Sie  müssen, 
so  viel  möglich t  eine  gleiche  Entfernung  vom  Krystall  haben;  da  diesi 
aber  selten  in  voller  Strenge  zu  bewerkstelligen  ist,  so  muss  man  dem  In« 
strument  eine  solche  Lage  geben,  dass  die  Ebene,  in  welcher  Krystall  und 
beide  Gegenstände  liegen,  soviel  möglich  mit  der  Ebene  des  getheilten  Krei« 
sts  parallel  ist.  Wenn  es  thunlich  wäre,  diesen  Parallelismus  mit  voller 
Schärfe  hervorzubringen,  so  brauchten  die  Gegenstände  nicht  gleich  weit 
entfernt  zu  seyn. 

II.  Das  Instrument  muss  eine  solche  Lage  haben ,  dass  eine  Linie, 
durch  die  beiden  Gegenstände  gezogen,  parallel  mit  der  Ebene  des  getheil- 
ten Kreises  sey«  Diese  Bedingung,  mit  der  Bedingung,  dass  die  Entfer- 
nungen der  Gegenstände  gleich  seyen,  susammengenommcn ,  wird  hervor* 
bringen,  dass  die  Krystallebenen,  wenn  die  CouncidenB  der  Bilder  statt  fin*. 


<         • 
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det,  senkrecht  auf  die  Ebene  des  getheilten  Kreises  seyn  werden;   weldies 
die  Hauptbedingung  einer  richtigen  Messung  ist. 

Es  ist  aber  nicht  leicht,  die  Lage  des  Instruments  mit  einiger  Strenge 
in  diese  Beziehung  su  der  Lage  der  gewählten  Gegenstände  zu  bringen. 
Man  muss  deshalb  auf  eine  Methode  sinnen,  diese  Rechtwinklichkeit  der 
Krystallebene  mit  der  Ebene  des  getheilten  Kreises  unabhängig  von  der 
Lage  der  Gegenstände  hervorzubringen,  und  das  kann  auf  folgende  Weise 
geschehen : 

Um  die  Krystallebene  in  eine  auf  die  Ebene  des  gethei]ten  Kreises 
senkrechte  Stellung  zu  bringen,  klebt  man  ein  kleines  viereckigtes  Stuck 
schwarzes  Glas  mit  zwei  völlig  parallelen  polirten  Oberflächen  auf  das  Ge- 
stelle,  wo  man  sonst  den  Krystall  klebt«  Man  bewirkt  die  Coincidenz  der 
Bilder  erst  auf  der  einen  Oberfläche ;  dann  dreht  man  um  i8ö^,  und  fin- 
det die  Coincidenz  der  Bilder  auf  der  andern  Oberfläche  nictit  statt,  so 
dreht  man  an  der  Schraube  am  Fusse  des  Instruments  so  lange,  bis  die 
Entfernung  der  beiden  Bilder  ungefähr  um  die  Hälfte  verringert  ist:  man 
bewirkt  dann  die  völlige  Coincidenz  der  Bilder  durch  eine  kleine  Riickang 
des  viereckigten  Glases.  Dreht  man  jetzt  wieder  zurück,  so  werden  die 
Bilder  auch  auf  der  ersten  Fläche  nahe  coincidiren;  man  stellt  so  lange 
und  dreht  so  lange  hin  und  her,  bis  die  Coincidenz  auf 'beiden  Oberflä- 
chen des  Glases  nach  einander  statt  findet»  Aladana  igt  offenbar  der  Win- 
kel, den  die  eine  Oberfläche  des  Glases  mit  der  Ebene  des  getheilten  Krei- 
ses  macht,  dem  Winkel,  den  die  andere  Oberfläche  mit  derselben  Ebene 
macht,  gleich;  jeder  derselben  ist  also:  ein  rechter,  da  die  beiden  Oberfla* 
eben    einander   parallel   sind.     Setzt   man   jetat  eine  Krystallebene    an 
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Stelle  des  viereckigten  Gliscs,  so  macht,  wenn  die  fiilder  coincidiren,   aach 
diese  einen  rechten  Winkel  mit  der  Ebene  des  getheiiten  Kreises« 

IIL     Man  muss  den  Krystall  soviel  als  möglich  der  Axo  des  getheiiten 
Kreises  nahe  bringen* 

IV.     Die  Krystalle  müssen  klein  seyn« 

« 

Der  Punct  III  verdient  noch  eine  Erläuterung.  Man  weiss  aus  dem 
Vorhergehenden,  dass  die  Ebene  des  Krystalls  den  Winkel  ACB  in  zwei 
Hälften  theilt.  Man  kann  sich  also  die  Durchschnittslinie  der  KrystalU 
ebene  mit  der  Ebene  der  beiden  Gegenstände  und  des  Krystalls  als  die 
Tangente  einer  Hyperbel  vorstellen,  in  deren  beiden  Brennpuncten  die  Ge* 
geuilände  A  und  B  liegen,  und  deren  grosse  Axe  mit  der  Linie  AB  zu- 
sammenfallt. Es  giebt  eine  unendliche  Menge  solcher  Hyperbeln;  in  allen 
ihren  Puncten  werden  die  beiden  Bilder  coincidiren,  wenn  man  die  Kry- 
stallebene  mit  der  Tangente  der  Hyperbel  zusammenfallen  lässt,  vorausge- 
setzt, dass  die  Krystallebene  senkrecht  sey  auf  die  Ebene  der  beiden  Ge- 
genstände und  des  Krystalls.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Hyperbeln 
sehr  wenig  Krümmung  haben,  wenn  die  beiden  Gegenstände  sehr  weit  ent- 
fernt sind;  die  Krümmung  der  Hyperbel  nimmt  nicht  nur  im  \>rhältniss 
der  Entfernung  der  Gegenstände  ab,  sondern  sie  ist  auch  desto  geringer, 
je  näher  sich  der  Krystall  einer  Linie  befindet,  welche  senkrecht  auf  AB 
ist ,  und  welche  durch  ihre  Mitte ,  das  heisst  durch  den  Mittelpunct  der 
Hyperbel  geht.  Der  Krystall,  der  auf  das  Gestelle  geklebt  ist,  hat  eine 
kreisförmige  Bewegung:  je  weniger  Krümmung  also  die  Hyperbel  hat, 
desto  schneller   wird   der  Kreisbogen,    in    dem  der  Krystall  gedreht  wird, 
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sich  von  dem  Hyperbelbogen  entfernen ,  den  er  bei  der  Coincidenz  der 
Bilder  berührt ,  desto  schwerer  wird  er  also  seyn,  sich  über  den  Panct, 
wo  die  vollkommene  Coincidenz  der  Bilder  statt  findet,  zu  täuschen,  und 
desto  enger  wird  die  Grenze  der  hier  möglichen  Fehler  seyn.  Diese  Grenze 
wird,  bei  unveränderter  Lage  des  Instruments,  noch  mehr  dadurch  veren* 
gert  werden,  dass  man  die  Krümmung  des  Kreisbogens,  in  dem  die  Kry- 
stallebene  herumgeführt  wird,  vergrössert,  oder  den  Radius  dieses  Kreises 
verkleinert* 

.  Der  Einfluss  der  Krümmung  des  Kreises,  in  welchem  der  Krystall  her- 
umgeführt  wird,  auf  die  Genauigkeit  der  Messung,  verschwindet,  wenn  die 
Entfernungen  der  Gegenstände  gross  sind,  wie  sie  immer  seyn  müssten ;  er 
wird  aber  bedeutender  bei  kleinen  Entfernungen,  wie  man  aus  nachste- 
henden Beobachtungen  ersehep  kann,  die  ich  in  der  Absicht  gemacht  habe, 
um  dicisen  Einfluss  ungefähr  zu  bestimmen.  Ich  habe  erst  zwei  sehr  nahe 
Gegenstände  gewählt,  die  jede  ungefähr  sechs  Fuss  vom  Krystall  entfernt 
waren.  Ich  maass  die  T^eigung  zweier  benachbarten  Pyramidenflächen  an 
einem  kleinen  Quarzkrystall,  Die  Tabelle  A  enthält  die  Beobachtungen, 
bei  denen  der  Krystall  in  einer  bedeutenden  Entfernung  vom  Mittelpunct 
des  gelheilten  Kreises  auf  dem  Gestelle  befestigt  war;  die  Tabelle  B  ent- 
hält diejenigen,  wo  die  Durchschnittslinie  der  beiden  Krystallebenen  sich 
in  sehr  {geringer  Entfernung  von  der  Axe  des  getheilten  Kreises  befand. 
Die  Columne  1  giebt  die  Nummern  der  Beobachtungen,  und  die  Colurone 
II  die  beobachteten  Grade  und  Minuten ,  dass  heisst  die  Differenzen  der 
Winkel,  welche  die  auf  einanderfolgen  Kepetitionen  gaben« 
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L  I       U. 


I 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 

10 

II 

12 

* 


46' 


II 

23 

»7 
»7 

20 

17 
20 
21 
II 


L 


i3 

»4 

i5 
16 

17 
18 

19 
20 

21 
22 
23 
24- 


n. 


46' 


i5' 

17' 
21 

a5 

22 

20 

26 

'21 
23 
20 
22 
2S. 


L    I 


25 
26 

27 
28 
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B, 


n. 


46! 


16' 
26 
16 

23 


29 



—27 

3o 



—  17 

3i 



—  lO 

32 



—  27 

33 

• 

—  18 

34 

-— 

27 

35 
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36 

t 

—  23 
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37 
38 

39 

40 

4' 
42 

43 

44 
45 

46 

47 


n. 


46» 


22 
20 

24 
23 

^9 
20 

23 

17 

i5 
24 

23 


L       n.     IL       n.     1 

* 

L       n. 

L        n.    * 

• 

1 

46^  — 13' 

i3 

46"»—  12' 

25 

46''- 17' 

\l 

46«'- 15' 

2 
3 

—  — 13 
II 

.14.. 
i5 

—  — 13 

—  — 13 

26 

27 

—   20 
--i3 

38 
39 

zz\i 

4' 

—-  *— 12 

16. 

.  ——16. 

28 

15 

40 

-T-  21 

5 

— :  — 12 

17 

13 

29 

19 

41 

— 14 

6 

1 

18 

-i  — 16 

3o 

13 

42 

^^18 

7 

10 

»9 

19 

3i 

II 

43 

—.—»7 

8 

-  - 14 

•20 

—  -; — 15 

32 

—  14 

44 

— liJ 

9 

—  —  9, 

21, 

-^  — 10 

3.3 

45 

-t-  -r-ia 

10 

M^0 

19 

22 

—  16 

34 

-17' 

46 

14 

11 

10 

—  — 10 

23 
24 

13 

19 

35 
36 

—  — 12 

47 

16 

12 

•^ 

»  ». 


Die   Summe   der  beobachteten   Winkel   durch    ihre  Antahl    dividirt« 
gieht  46°  —  20^,4   für  die  Tafel  A   und  46°  —  i4',o  für  die  Tafel  B. 
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Die  Summe   der  Quadrate  der  DiiTeretizen  dieses  Resultats  und  jeder  ein* 
»einen  Beobachtung  Jst: 

in  der  Tafel  ^  9o5,54 

in  der  Tafel  ß  477»oo 

Man  findet  hieraus  das  Gewicht  des  Resultats  der  Tafel  A  gleieh 
und  das  Gewicht  des  Resultats  der  Tafel  B  gleich 

Man  sieht ,   dass  das  Resultat  der  Tafel  ß  l>ei  weitem  mehr  Vertrauen 

•  •        • 

verdient,  als  das  Resultat  der  Tafel  A» 


•        V 


Indessen,  wenn  die  beiden  Gegenstände  sehr^  weit  entfernt  sind,  so 
ändert  sich  das  Gewicht  des  Resultats  der  Beobachtungen  nicht  merklich 
mit  der  grösseren  oder  geringeren  Entfernung  der  Krystallebene  von  der 
Axe  des  getheilteii  Kreises.  Diess  geht  auch  aus  den  nachstehenden  Ta- 
bellen  hervor,  von  welchen  A  wieder  diejenigen  Beobachtungen  enthält, 
bei  denen  der  Krystall  vom  Mittelpunct  der  Drehung  entfernt,  und  B 
diejenigen,  wo  diese  Entfernung  sehr  gering  war.  Es  wurde  die  Nei- 
gung zweier  abwechselnden  Flachen  derselben  Quarzpyramide  gemessen. 
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21 
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22 
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23 
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48 
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24 

34 
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i5 

43 

25 

48 

35 
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48 

16 

42 

26 
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l 

4« 

'.l 

46. 
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28 
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48 

_-45 
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43 

38 
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9 
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~-47 

29 

--46 

39 

— 45 

10 

--47 

20 
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47 

40 
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Das  mUUere  Resultat  4er  Taftpl  ««^  >«(  85°  —  46^6;  das  Resnltat  d^ 
Tafei  Z(  B5?  ^  45^3.    Di«  Svjfxmt  der  Ovadrate  der  Fehler  ist 

fwdk, Tafel  .-^  a56.i6 

.    ::    fw  ^^  T«fel„i9  ?;4.»8* 
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Hieraas  findet  man  das  Gewicht  des  Resultats  der  Tafel  A  gleich 

und  das  Gewicht  des  Resultats  der  Tafel ^  gleich 

3,2i5* 
Der  Unterschied  dieser  beiden  Zahlen  ist  zu  gering ,  als  dass  man  ihn 
etwas  anderm ,  als  dem  Zufall «  zuschreiben  konnte.  Man  sieht  "aus  dem 
Vorhergehen  den,  dass,  obgleich  es  für  die  Richtigkeit  der  Messung  gleich- 
gültig  ist  9  weiche  Lage  die  beiden  Gegenstände  haben  ^  vorausgesetzt  dass 
man  die  Stellung  des  Instruments  erst  durch  das  viereckigte  schwarze  Glas 
berichtigt  hat,  man  doch  genauere  Resultate  bekommen  muss,  wenn  die 
Entfernungen  der  Gegenstände  einander  gleich  sind,  zumal  wenn  diese  Ent- 
fernungen nicht  .sehr  gross,  sind*.    Es  gilt  überhaupt  für  j^de  Art  von  Be- 

•  •  •  -  ^ 

obachtungt.  dass  man  der  Bedingungen  oie  zu  viele  erfüllen  kann,  well 
man  doch  keine  einzige  mit  voller  Strenge  zu  erfüllen  im  Stande  ist« 

Was  die  erste  Regel,  die  beim  Gebrauch  des  WoHaston sehen  Gonio- 
meters zu  beobachten  ist,  betrifft,  so  kann  man,  den  Parallelismus  der 
Ebene  des  getheilten  Kreises  mit  der  Ebene  des  Krystalls  und  der  bei- 
den Gegenstände »  wenn  diese  entfernt  sind ,  leicht  mit  ziemlicher  Schärfe 
hervorbringen,  indem  man  die  beiden  entgegengesetzten  Ränder  des  getheil- 
ten  Kreises  und  die  beiden  Gegenstände  sich  decken  ISsst« 

■  i 

Wenn  man  keine  sehr  entfernte  Gegenstände  hat,  zum  Beispiel  Im 
Winter,   wo   man   bei   unserem  Klima  die  Ffenst^r  nicht  Sffnen  kann,   so 

T 

Stellt  man  in  einem  grossen  Saal  das  Insti^omeht  ein6m  Fenster  gegenüber, 
60  weit  vom  Fenster,  als  möglich,  an  einer  StcflÜ,  wo  es  etwas  dunkel  bt, 
damit  das  zu   heftig  auffällende  Tageslicht  nicht  die  Deutlichkeit  des 
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üectirten  Bildes  tennindere :  wenn  die  Dunkelheit  zu  gross  ist,  um  die  ge* 
messenen  Grade  nnd  Minuten  ablesen  zu  können,  so  stellt  man  eine  Lampe 
in  die  Kähe  des  Instruments,  so  dass  die  Erntbeilung,  aber  nickt  der 
Krystall  beschienen  wird. 

Jetzt  bezeichnet  man  am  gegenüberliegenden  Fenster  die  H5he  des  In* 
struments  über  dem  Fussboden,  und  klebt  auf  der  Yerticallinie,  die  durch 
diesen  Punct  geht,  in  gleichen  Entfernungen  von  diesem  Puncte  unterhalb 
und  oberkalb  desselben  zwei  kreisförmige  Stückchen  schwarzes  Papier,  toh 
etwa  einem  halben  Zoll  Durchmesser.  Es  ist  gut,  das  obere  schwarze 
Scheibchen  mitten  auf  eine  Raute  zu  kleben,  das  untere  aber  auf  die 
Wand,  nicht  weit  vom  Fussboden,  damit  das  Auge,  das  hier  die  Coinci- 
denz  der  ßilder  beobachtet,  nicht  geblendet  werde.  Man  kann  auch  statt 
der  uniern  Scheibe  ein  grosses  schwarzangestrichenes  Brett  gebraucheQi 
Welches  in  der  Hitte  ein  Loch  hat,  von  demselben  Durchmesser,  als  das 
obere  Scheibehen,  und  welches  man  vor  die  unterste  Fensterraute  stellt« 
Man  bringt  nun  die  Ebene  des  getheilten  Ki*eise8  soviel  mögltck  ia  die 
Ebene,  die  durch  das  Auge  des  Beobachters  und  die  beiden  Puncte  geht; 
man  bringt  das  Instrument  in  die  rechte  Läge,  vermittelst  des  viereckigteD 
schwarzen  Glase»,  dessen  Gebrauch  oben  beschrieben  worden  ist  •—  und 
alles  ist  zu  einer  guten  Messung  vorbereitet. 

Es  ist  schwer ,  in  grosser  Entfernung  zwei  Gegenstände  zu  finden ,  die 
gleick  entfernt  vom  Instrument  sind,  und  die  sdiicklicEe  Puncte  haben^ 
welche  man  eoincidiren  lassen  kann.  Deshalb  iet  es  oft.  wunschenswertb^^ 
eine 'Methode  zu  haben,  die  nur  einen  Gegenstand  erfordert;  und  das  ist 
bei  der  iblgenden-  der  Fall«     Man  wählt  erst  eiota  erhabenen  entfemtea 


Gegeniitand,  der  eioea  mit:  dem  Aage  leicbt:  %u :  finaeiideii  iPopd  besiut, 
s«  B»' die  Spitze  eiaes  Tlmriiis  iDBit.  eiaem  Kreufl(*  iDiesfo.  GegeiBtaad  Umt 
mki  Ton  einem  sphwtnseki. ebenem  Spiegel  refleclireOi  iodem  mnii  den  Spie^ 
gel  so  stellt,  dass  der  Beobachter  das  von  der  Krystallfläche  reflettirte  Bild 
des  G^nstandes  mit  dem  vöa  dein  Spiegel  refiectirten  Bilde  dessdiben  Ge- 
genstandes tbincidiren  lassen  kann«  Bas  vom  Spiegel  reflectirte  Bild  dient 
als  kwisiter  Gegenstand:  wenn  die  Bntferanng  des  ersteq  Gegenstandes  aebr 
gross,  ist t  90  ist  die  Entfernung  der  Stelle«  die  das  Bild  im  Spiegel  einan* 
nebmen  scheint,  Toln  Krystall,  der  Entferannj^  des  Gegeostaades  vom  Krj« 
stall  sehr  nahe  gleich:  die. Stelle  namÜcb«  die  das  refleotirt^  Bild  des  Ge* 
gettstandes  im  Spiegel  etaännebmea  scheint«  Uegt  auf  einer.Xinie«  die  senk- 
recht anf  die  fibene  des  Spiegda  durch  den  Gegenstand  geht,  eben  so  weit 
unterhalb  der  Ebene  des  Spiegels«  als  der  Gegenstand  über  derselben  Hegt« 
Man  stellt  den  Spiegdl,  det  vollkommen  eben  seyn  muss«  ungefähr  horiaon- 
tal«  und  giebt  dann  den  Instmment  vermöge  des  achwarxen  viereckigten 
Glases  die  gehörige  Lage*    Man  tbut  gut«  einen  nicht ^sehr  über  dem  Ho- 

^     -  _  • 

risont  erhabenen  ^genstand  ku  wählen ,  wenn  die  Entfernung  desselben 
nidit  ansserordentlicb  gross,  ist:  denn  wenn  man  die  Entfernung  des  Ge- 
genstandes vom  Krystallmit  Z)«  seine  senkrechte  Höbe  über  der  Ebene  des 
Spiegels  mit  J7^,  die  senkrechte  Höhe  des  KrystaUk ; über  der. Ebene  des 
Spiegels  mit  H  beaeicbnet;  so  ist  ^er  Utitenckied  «wiaihei^  ddr  Entfemang 
der  Stelle«,  wo  das  vom  Spiegel  :refl(^irte  Bild  dfli  Gegenatandea  au  sAebea 
scbetntv  tiom  iürystallf  iund  der  Entfernung  des  Ge^nislandes:. selbst  vom 
Krystall  gleich/ ,V(0^  ^r  i  HH")  i^.;i>«;  firösie,  ^die.ddstp  U«inar  ist,  je 
)Aämtt  HH:.  ist.,. ;Jir^niet;übrigeii«  immer  gröltetf  %li!>J7ii>bwti|  «of  ftnter 


—    583    — 

dieser  Bediü^ng  Ai^  Reflexion  ieit  (jegedstdadeii  a«f  dei»  Kfy^uHflScbev 
irelcde,  wefln  die  Coiiieidettt:  der  Bilder  erreicht  ii^t,  eine  mit  dem  Spkget 
pAralkle  L^ge  hat,  statt  finden  kann« 

Bei  dieser  Methode  kann  man  ausserordentlich  entfernte  Gegenstände! 
1«  B«  die  Sonne,  gebranehen»  Man  beobachtet  dann  mit  einem  schwarzen 
Glase,  nnd  nimast  einen  Spiegel  von  grosser  Breite,  weil  sonst  das  Blldi 
wegen  der  Bewegung  der  Sonne,  bald  ans  dem  Felde  it&  Spiegels  heran»« 
geht. 

leb  habe  die  Fehler,  wekhe  entstehen,  dass  der  Mittelpanct  des  ge* 
theilten  Kreises  nicht  mit  der  Axe  der  Drehung- desselben  Kosammenfällti 
mit  Stillschweigen  übergangen,  weil  ^e  dofch  Repetilion  der  Winkel»  den 
ganzen  Kreis  hemm,  verschwinden« 

Fallen  die  Winkel  in  einem  Quadranten  des  getheilten  Kreises  tn 
gross  ans,  m  werden  sie  im  entgegengesetzten  Quadranten  zu  klein»  Man 
kann  diesem  Üebel  auch  durch  Verdoppelung  der  Alidaden  abhelfen;  die 
Hälfte  der  Summe  der  Winkel,  die  man  an  beiden  Alidaden  abgelesen  bat» 
ist  dem  Winket  am  Mittelpnnct  der  Drehung  gleich. 

Wenn  man  im  Allgemeinen  wissen  will»  ob  ein  Instrument  schlecht 
centrirt  ist  (so  benennt  man  den  Fehler  des  Instruments,  wenn  der  Mit« 
telpunet  der  £intheilung  nicht  mit  dem  Mittelpunet  der  Drehung  tusam- 
menfilh)  nnd  wo  der  Mittelpunet  der  £intheilung  sich  ungefähr  befindet, 
so  braucht  man  nur  eine  grosse  Anzahl  von  Beobachtungen  in  vier  AIik 
theilungen  an  bringen,  )e  nachdem  sie  in  den  ersten,  zweiten,  dritten  oder 
vierten  Quadranten  des  getheilten  Kreises  fallen.  Die  mittleren  Werthe 
der  beobaohletta  Winkel  werden  verschieden  an^fiifllen,  je  nachdem  man 
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da$  ResulUi  der  einen  oder  der  andern  Abtbeiinng  nimmt,  wenn  das  In- 
strument nicbt  genau  centrirt  ist«  Der  Drehungsj^unkt  des  geth^iUen  Krei* 
ses  befindet  sieb  in  demjenigen  Quadranten  desselben  Kreises,  der  das 
kleinste  Resultat  gegeben  bat« 

Die  Melbode,  das  Wallaston*scbe  Reflexionsgoniometer  xn  gebraueben, 
die   wir  eben   tbeoretiscb   abgeleitet  baben,    weicbt  Ton  der  gewöhnlicben, 
die    wir  bei   der  Bescbreibung  des  Instruments  mit  angefubrt  baben,    ein 
wenig  ab.     Bei  dieser  w'ablt  man  zwei  parallele  borizontale  Linien  als  Ge- 
genslände,    die   man.  coinciidiren   lässt,    und  bedient  sieb  des  viereckigten 
spbwarzen  Glases  gar  nicht«      Es  ist  klar,    dass.die  Coincidens  der  Bilder 
nur  dann  statt  finden  kann,    wenn  die  Krystallflaeben  eine  mit  diesen  Li« 
nien  parallele  Lage  angenommen  baben.     Findet  die  Coincidenx  auf  beiden 
Fläcben  statt.,    so  machen  beide  Flächen  denselben  Winkel  mit  der  £bene 
des  getbeilten  Kreises:    dieser  Winkel   ist  nur  darin  notbwendig  ein  rech- 
ter, wenn  die  beiden  Flächen  einander  parallel  sind,  was  nie  der  Fall  ist, 
denn   man  wird   nie  den  Neigungswinkel  zweier  parallelen  Flächen  messen 
wollen;  je  stumpfer  der  Neigungswinkel  der  Krystallflaeben  ist,  desto  mehr 
kann    der  Winkel   der  Flächen  mit  der  Ebene  des  getbeilten  Kreises  Ton 
einem  rechten  Terschieden  seyn.    Die  Hauptbedingung  einer  richtigen  Mes* 
«ung  ist  also  mcbt  erfüllt,  wenn  man  nicht  der  Ebene  des  getbeilten  Krei- 
ses eine  solche  Lage  igiebt,  dass  ihre  Durchscbnittslinie  mit  der  Ebene  der 
beiden  Linien  rechte  Winkel  mit  diesen  Linien  macht.    Man  mnss  deshalb 
dafür  Sorge   tragen,    dass,    wenn. die  beiden  Linien  horizontal  jsind,    die 
Ebene  des.  getbeilten. Kreises  vertical  sey;   und  da  diess  bei  einem  so  klei« 
Ben  Instrument  schwer  mit  einiger  Schärfe  zu  bewerkslelUgea  ist«  so  wird 
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anch  hier  der  Geliraucli  des  viereckiglen  schwarzen  Glases  von  grossem 
Nutzen  seya*  Aus  der  ISichtheachtung  dieses  Umstandes  lässt  sich  viel- 
leicht zum  Theil  die  Verschiedenheit  der  Angaben  desselben  Winkels  von 
verschiedenen  Beobachtern  erklären.  . 

Sind  nun  gar  die  beiden  Linien  entweder  nicht  genau  parallel,  oder 
sind  sie  beide  nicht  horizontal,  so  kann,  auch  wenn  man  den  getheilten 
Kreis  mit  Sorgfalt  vertical  gestellt  hat,  doch  der  hieraus  entspringende 
Fehler  der  Messung  bedeutend  werden. 

i 

Wenn  man  mehrere  parallele  Linien  hat,  so  kann  man  das  viereckigte 
schwarze  Glas  .entbehren,  indem  man  das  Instrument  so  lange  stellt,  bis 
mehrere  von  diesen.  Linien  nach  einander  auf  beiden  Flächen  des  Krystalls 
coincidiren.  Es  ist  klar,  dass  diess  nur  dann  möglich  ist,  wenn  eine  Linie 
auf  der  Krystallflache  sich  immer  parallel  bleibt,  man  mag  den  Kreis  dre- 
hen, um  welchen  Winkel  man  wolle,  und  eine  solche  Linie  ist  nur  dann 
möglich,  wenn  die  Krystallebene  parallel  mit  der  Drehungsaxe  ist. 

Das    lleflexionsgoniometer    mit  einem  Fernrohr. 

Das  WollasiQR:Sche  Goniometer  giebt  noch  genauere  Resultate,  wenn 
man  es  mit  einem  Fernrohr  verbindet,  wie  die  Fig.  199  anzeigt.  ABC  ist 
ein  dreieckigtes  BrettVin  der  Ecke  ^  desselben  erhebt  sich  eine  messingene 
Säule,  welche  das  Fernrohr  Z  trägt:  dieses  Fernrohr  lässt  sich  um  eine 
verticale,  und,  vermöge  des  Stücks  o  um  eine  horizontale  Axe  drehen:  man 
kann  demselben  also  alle  möglichen  Richtungen  geben.  Auf  dem  dreieckig- 
ten  Brett  steht  ein  Wollaston'sches  Goniometer,  mit  seinen  drei  Schrauben 

74 
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am  Fuss,  *)  vermöge  welcher  es  in  die  gehörige  Lage  gebracht  werden  kann ; 
sein  getheilter  Kreis  ist  mit  der  Linie  des  Fernrohrs  so  genau  ^  als  es  mit 
blossem  Aogenmaas  geschehen  kann,  parallel  gestellt,  und  das  Fernrohr  ist 
niederwärts  so  gerichtet,  dass  die  Fläche  eines  auf  das  Gestelle  iV^  desGomo* 
meters  geklebten  Krystalls  das  Bild  eines  entfernten  Gegenstandes  in  das 
Fernrohr  hinein  reflectirt« 

Um  jetzt  dem  Goniometer  die  rechte  Lage  zu  geben,  klebt  man  auf 
das  Gestelle  N  das  schwarze  Glas  p^  von  dem  schon  beim  Gebrauch  des 
WolIaston*schen  Goniometers  die  Rede  war;  man  giebt  ihm  eine  solche 
Lage,  dass  das  von  demselben  reflectirte  Bild  des  entfernten  Gegenstandes 
in  das  Fadenkreuz  des  Fernrohrs  fällt*  Man  dreht  das  Gestelle,  auf  wel- 
chem das  Glas  befestigt  ist,  um  i8o^,  damit  derselbe  Gegenstand  von  der 
andern  Oberfläche  des  Glases  reflectirt  werde;  fällt  nun  derselbe  Punct  des 
entfernten  Gegenstandes,  der  das  erste  Mal  ins  Fadenkreuz  fiel,  auch  jetzt 
in  dasselbe,  so  hat  das  Goniometer  die  richtige  Lage:  wo  nicht,  so  stellt 
man  so  lange  abwechselnd  an  der  Schraube  m  am  Fusse  des  Goniometers 
und  am  Glase,  bis  die  Coincidenz  auf  beiden  Seiten  des  schwarzen  Glases 
nacheinander  erfolgt.  Wenn  man  glaubt,  sich  nicht  auf  den  Parallelismus 
der  beiden  Flächen  eines  solchen  Glases  verlassen  zu  können,  so  kann  man 
statt  desselben  ein  Prisma  anwenden,  bei  welchem  es  immer  dieselbe  Seite 
ist,  die  bald  von  der  äussern,  bald  von  der  innern  Fläche  reflectirt. 

Ist  das  Instrument  endlich  in  der  rechten  Lage,  so  nimmt  man  das 
kleine  schwarze  Glas  fort,   und  klebt  an  dessen  Stelle  den  Krjstall,   dem 


*)   Es  bedarf  eigentlich  nur  einer  SchraulM  in  m;  die  andern  lieiden  kann  man  durch  unhc'wtf- 
liehe  qiitia  Ffits«  erteuen. 
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man  eine  solche  Lage  giebt,  dass  er  mit  beiden  Flächen,  deren  Winkel  ge- 
messen werden  soll,  das  Bild  des  entfernten  Gegenstandes  ins  Fadenkreuz 
reflectirt;  ist  man  so  weit,  so  ist  offenbar  der  Winkel,  um  den  man  den 
Krystall  drehen  muss,  damit  erst  das  von  der  einen,  dann  das  von  der 
andern  Fläche  reflectirte  Bild  ins  Fadenkreuz  fällt  ^  das  Complement  des 
gesuchten  Steigungswinkels  der  beiden  Krystallflächen. 

Mitscherlich  hat  bei  seinen  trefflichen  Untersuchungen  über  die  Aen- 
derung,  welche  die  Winkel  einiger  Krystalle  durch  die  Wärme  erleiden, 
ein  Goniometer  gebrauchtt  welches  nach  demselben  Princip  gebaut  ist ;  nur 
ist  alles  daran  voUkommner  gearbeitet;  der  getheilte  Kreis  hat  einen  be- 
deutenderen Durcjimesser ,  und  die  Ablesung  geschieht  mit  vier  Noniussen; 
es  ist  eine  Vorrichtung  da,  um  ihn  senkrecht  und  die  Gesichtslinie  des 
Fernrohrs  ihm  parallel  zu  stellen ;  man  kann  auch  die  Kante  des  Krystalls 
genau  in  die  Verlängerung  der  Drehungsaxe  des  getheilten  Kreises  bringen, 
was  übrigens  eigentlich  unnütz  ist,  wenn  der  Gegenstand  sehr  wdt  ent- 
fernt ist.  Dieses  Instrument  leistet  naturlich  mehr,  als  irgend  ein  anderes; 
es  ist  aber  nur  da  anwendbar^  wo  die  Krystallflächen  sehr  glänzend  sind, 
und  deshalb  ein  sehr  deutliches  Bild  geben. 
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ERSTE    TAFEL- 

J'r igonome  Irische   Functionen. 

sin.  {A  -{-  B)  z^  sin.  A  •  cos«  B  -j-  cos»  A  •  s 
sin«  {A  —  B)  Z2  sin.  A  •  cos.  B  —  eos^  A  •  s 
cos.  {A  -^  B)  zz  COS.  A  •  cos.  ß  —  sin.  A  •  s 
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B)  1ZZ  COS.  -^  •  COS.  B  -|-  sin.  A 
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COS.  -^  —  sin.  JBzzcos. (-^-f-Z?)cos.(^ — ^~  |cos«2j3-|~  |  cos«2y^« 


—     Sgl     — 


ZWEITE     TAFEL, 

wekhe  Jur  ein  gemsses  Gewicht ,  als  Argumenl ,  die  zu  gehörige  ProbabilHät 
eines  gewissen  Fehlers  angiebt  (siehe  S,  556). 
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